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KAPITEL 1

Uberblick

1. Einige Begriffe der Informationstheorie

Ein Kommunikationssystem besteht aus folgenden Teilen (s. [HQ95, p. 1]).

) Nachrichtenquelle

) Quellencodierer

) Kanalcodierer

) Kanal

) Rausch- oder Fehlerquelle
) Kanaldecodierer

) Quellendecodierer

) Nachrichtensenke

2. Quellencodierung und Datenkompression

Wir stellen uns vor, wir haben eine Nachrichtenquelle, die jede Sekunde eines
der Zeichen A, B, C, D liefert. Dabei sind 60% der Zeichen A, 30% der Zeichen
B, 5% der Zeichen C und 5% der Zeichen D. Wir nehmen an, die Nachrichten-
quelle produziert die Zeichen unabhéngig voneinander; die Auswahl des néchsten
Zeichens wird also von den bisher gelieferten Zeichen nicht beeinflusst.

Wir wollen eine von dieser Nachrichtenquelle produzierte Nachricht mdéglichst
effizient als 0/1-Folge speichern.

Als erste Idee ersetzen wir jedes der 4 Zeichen durch eine 0/1 Folge. Wir verglei-
chen drei verschiedene Vorschlége.

Zeichen ‘ Vorschlag 1 ‘ Vorschlag 2 ‘ Vorschlag 3

A 00 0 0

B 01 10 10
C 10 110 110
D 11 01 111

Wir iiberlegen uns, wie lange die 0/1-Folge ist, die wir brauchen, um eine Datei
mit n Zeichen aus dieser Nachrichtenquelle zu speichern.
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1. UBERBLICK

Im Vorschlag 1 brauchen wir 2 - n Zeichen fiir jede Datei mit n Zeichen.
Wir brauchen also 2 Bits pro Nachrichtenzeichen.

Der Vorschlag 2 hat folgenden Nachteil: DB und AC werden beide
durch 0110 dargestellt. Daher ist ein eindeutiges Decodieren nicht mehr
moglich.

Im Vorschlag 3 ist ein eindeutiges Decodieren moglich. Hier werden ver-
schiedene Dateien der Lénge n zu moglicherweise unterschiedlich langen
Dateien kodiert. Wenn wir eine “typische” Datei wéhlen, so hat diese
Datei etwa 0.6 n mal das Zeichen A, 0.3 mal das Zeichen B und jeweils
0.05n mal die Zeichen C' und D. Diese Datei wird mit

1-06n+2-03n+3-0.05n+3-0.05n
= 1.5n Bits dargestellt. Wir brauchen also 1.5 Bits/Nachrichtenzeichen.

Typische Resultate iiber die Quellcodierung:

(1)

Shannon’s Quellcodierungssatz (Noiseless Coding Theorem): Wenn die
Zeichen Ay, As, ..., A, mit Wahrscheinlichkeiten p1, po, ..., p, auftreten,
so braucht jedes Quellcodierungsverfahren, das fiir beliebig lange Dateien
funktioniert, im Mittel zumindest

z 1
E pi - logy(—)
i=1 pi

Bits pro Nachrichtenzeichen. Durch geeignete Codierungsverfahren kann
man dieser Schranke beliebig nahe kommen. Fiir das obige Beispiel ist
diese Schranke ungefédhr 1.395 Bits pro Nachrichtenzeichen.
Huffman-Algorithmus [Ash90, p. 42], [Mac03, p.99]: Fiir gegebene Zei-
chen Ay, As, ..., A, mit Wahrscheinlichkeiten (p1,pa, ..., p,) produziert
der Huffman-Algorithmus die beste zeichenweise Codierung von

Ay, Ag, ..., A, als 0/1-Folgen.

3. Kanalcodierung

Wir stellen uns vor, wir haben einen Kanal zur Verfiigung, der 0 und 1 iibertrégt.
Dabei kommt das Eingabezeichen 0 mit Wahrscheinlichkeit f (Fehlerwahrschein-
lichkeit) als 1 und mit Wahrscheinlichkeit 1 — f als 0 an. Ebenso kommt ein
gesandter ler mit Wahrscheinlichkeit f als 0 und mit Wahrscheinlichkeit 1 — f
als 1 an. Wir suchen nun Codierungsverfahren die so funktioneren:

(1)
(2)

Eine Folge xyxox324 ... von Bits soll iibertragen werden.
Der Kanalcodierer fiigt Kontrollbits dazu und macht aus zixex314 die

Folge y1y2y3yaysye - - --
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(3) Diese Folge y1y2y3y4ysys - . . wird iiber den Kanal gesendet. Die Folge
2129232425%¢6 - - . kommt an. Wir nehmen an, dass mit Wahrscheinlichkeit
1 — f ein z; mit dem ausgesandten y; iibereinstimmt.

(4) Der Kanaldecodierer versucht, die vermutlich ausgesandte Folge z1zox324 . . .

zu rekonstruieren. Er liefert also eine Bitfolge ujususuy . . ..

Die Bitfehlerrate ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Nachrichtenbit x; nicht mit
dem decodierten Bit u; iibereinstimmt.

Die Ubertragungsrate ist die Anzahl der Nachrichtenbits pro gesendetem Ka-
nalbit. Wir vergleichen zwei Varianten, um eine Bitfolge iiber einen Kanal zu
schicken.

(1) “Keine” Codierung und Decodierung: Wir schicken die Nachricht ohne
Kontrollstellen tiber den Kanal. Wenn f gegeben ist, konnen wir die
Bitfehlerrate b und die Ubertragungsrate r bestimmen:

b= fund r =1.

(2) Wir wiederholen jedes Bit drei Mal und decodieren durch Mehrheitsent-
scheidung. Es gilt:

b= f2+3f%(1—f) undT:%.

Bei einem Kanal mit Fehlerwahrscheinlichkeit f = 0.1 kénnen wir so eine Bitfeh-

lerrate von 0.028 erreichen. Wenn wir durch den gleichen Kanal jedes Bit 1001

mal schicken und dann durch Mehrheitsentscheidung decodieren, erhalten wir die

Fehlerwahrscheinlichkeit b = 8.0276 - 10722°. Der Preis, den wir dafiir bezahlen,

ist eine Ver-1001-fachung der Ubertragungskosten, die Ubertragungsrate ist in
1

diesem Fall ja nur r = 5.

Wo liegen die theoretischen Grenzen fiir die Bitfehlerrate b bei gegebener Kanal-
fehlerrate f und Ubertragungsrate r? Shannons Kanalcodierungssatz beantwortet
diese Frage (cf. [Mac03, p. 15]).

(1) Wenn r < 1+ f -logy(f) + (1 — f) - logy(1 — f) ist, und wenn & eine
vorgegebene maximal zuldssige Bitfehlerrate mit ¢ > 0 ist, dann gibt
es eine Codierung und Decodierung mit Ubertragungsrate r, fiir die die
Bitfehlerrate kleiner als ¢ ist.

Der Preis, den wir fiir diese Sicherheit zahlen miissen, ist, dass wir
eventuell lange Blocke von N Nachrichtenzeichen abwarten miissen, um
diese dann als N - % Bits zu kodieren. Dann erst senden wir diese % Bits
iitber den Kanal.
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(2) Wenn r > 1+ f -logy(f) + (1 — f) - logy(1 — f), dann ist die bestenfalls
erreichbare Bitfehlerrate b jene Losung der Gleichung

- (1 +b-logy(b) + (1 —b) - logy(1 — b))
=1+ f - logy(f) + (1 = f) - logy(1 — f),

fiir die b < % ist. Kleinere Bitfehlerraten als dieses b sind unméglich. Es
gibt Codierungsverfahren (wieder mit Puffern der Nachricht), die diesem
b beliebig nahe kommen.

Die Codierungstheorie bemiiht sich, praktisch durchfiihrbare Codierungsverfah-
ren zu finden, die bei gegebenem r und f das b moglichst klein werden lassen
(sieche [Wil99]).



KAPITEL 2

Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie

1. Problemstellungen der Wahrscheinlichkeitstheorie

Eine Nachrichtenquelle produziert eine Folge von 100 Zeichen auf folgende Art:
Fiir jedes Zeichen wird gewiirfelt. Fallt der Wiirfel auf 1, 2, oder 3, so wird das
Zeichen a produziert. Féllt der Wiirfel auf 4 oder 5, wird b produziert. Fallt der
Wiirfel auf 6, so wird ¢ produziert.

Wir fragen uns nun, wieviele a wir erwarten diirfen. Zunédchst wiirde man erwar-
ten, dass etwa die Hélfte der Zeichen a sind. Dennoch ist es moglich, dass der
Wiirfel 100 mal hintereinander auf 4, 5, oder 6 féllt, und kein einziges Zeichen
ein a ist. “Moglich schon, aber sehr unwahrscheinlich”, sagt die Wahrscheinlich-
keitstheorie dazu.

Produziert man nun anstatt 100 Zeichen 10000 oder 100000 Zeichen, so scheint es
plausibel, dass der Anteil an a den erwarteten 50% schlieBlich ganz nahe kommt.
Trotzdem ist es denkbar, dass auch unter 100000 Zeichen kein einziges a vor-
kommt. In den “Gesetzen der groflen Zahlen” erhalten wir mathematische Aus-
sagen dariiber.

2. Wahrscheinlichkeit

Wir wollen beschreiben, dass die drei Zeichen a, b, ¢ mit den “Wahrscheinlichkei-
ten” 3, 3, & auftreten. Dazu definieren wir den Begriff Wahrscheinlichkeitsraum.
Ein Wahrscheinlichkeitsraum besteht aus einer endlichen Menge, und einer Funk-
tion, die jedem Element seine relative Héufigkeit zuordnet.

DEFINITION 2.1 (Endliche Wahrscheinlichkeitsrdume). Sei €2 eine endliche nicht-
leere Menge, und sei P : 2 — [0, 1]. Das Paar (2, P) ist ein Wahrscheinlichkeits-

raum, falls
> Plw)=1.

we

Wir kénnen nun jede Teilmenge eines Wahrscheinlichkeitsraumes messen.

5



6 2. GRUNDBEGRIFFE DER WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

DEFINITION 2.2. Sei (€2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei A eine Teil-
menge von ). Dann definieren wir das Maff von A, P(A), durch

P(A):=)_P(a).

a€A

In der Wahrscheinlichkeitstheorie beschreibt man Vorgénge, die vom Zufall ab-
héngen, etwa vom Wurf einer Miinze, von der Augenzahl, die ein Wiirfel zeigt,
oder von der Kiste, in die eine Roulettekugel fallt. So héngt die Auswahl der
Zeichen a, b, ¢ im Beispiel der vorigen Sektion davon ab, wie der Wiirfel gefal-
len ist. Es ist zufillig, welches der drei Zeichen a, b, ¢ die Nachrichtenquelle als
néchstes produziert. Wenn aber der Wiirfel gefallen ist, so ist die Auswahl be-
stimmt. Fiir die mathematische Beschreibung der Auswahl eines Zeichens trennt
man das Wiirfeln vom deterministischen Vorgang, der Auswahl des Zeichens aus
der Augenzahl.

Das Wiirfeln kodiert man durch einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) mit
Q={1,2,3,4,5,6}

und

Die Auswahl des Zeichens kodiert man durch eine Funktion von {1,2,3,4,5,6}
nach {a, b, c}. Im genannten Beispiel verwenden wir die Funktion X mit X (1) =
X(2)=X(3)=ua, X(4) = X(5) =b, X(6) = c. Funktionen, die auf der Tréger-
menge eines Wahrscheinlichkeitsraumes definiert sind, heiflen Zufallsvariablen.

DEFINITION 2.3. Sei (€2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei M eine Menge.
Eine M-wertige Zufallsvariable X auf (€2, P) ist eine Funktion X : Q — M.

Wir interessieren uns nun dafiir, wie hdufig das Zeichen b ausgewéhlt wird. Dazu
messen wir, wie grof die Menge {w | X (w) = b} ist, nennen das Maf dieser Menge
die Wahrscheinlichkeit fir X = b, und kiirzen diese mit P[X = b] ab. In unserem
Fall erhalten wir
1 1 1

PIX =1 = P(fw | X(@) = b)) = P({4,5) = g +c = 2.
DEFINITION 2.4 (Wahrscheinlichkeit). Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum,
M eine Menge, und X : Q) — M eine Zufallsvariable. Sei Z eine Teilmenge von
M. Dann definieren wir die Wahrscheinlichkeit, dass X in Z liegt, abgekiirzt
P[X € Z], durch

PXeZ]=PHw| X(w) € Z}).

Wenn Z einelementig ist und Z = {z}, dann schreiben wir auch P[X = z] fiir
P[X € Z].



2. WAHRSCHEINLICHKEIT 7

Wir iiberlegen uns nun, wie wir Vorgédnge beschreiben, die von mehrmaligem
Wiirfeln abhédngen. Dazu betrachten wir folgendes Beispiel: Wie grof§ ist die
Wahrscheinlichkeit, bei zweimaligem Wiirfeln die Augensumme 6 zu erhalten?
Wir gehen davon aus, dass bei zweimaligem Wiirfeln jede Folge gleich wahr-

scheinlich ist: (1,1) ist also gleich wahrscheinlich wie (2,3), (3,2) oder (1,6).
Daher definieren wir einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) durch
Q = {(u)l,(,(.)g) | w1, ws € {1,2,3,4 5,6}}
P((wy,ws)) = 55 fiir alle wy,ws € {1,2,3,4,5,6}.

Die Zufallsvariable X deﬁnieren wir durch
X (w1, ws)) = wy + ws.
Wir suchen die Wahrscheinlichkeit fiir X = 6. Wir erhalten
P[X = 6] = P({(w1,ws) € {1,2,3,4,5,6}* | X((wy1,w2)) = 6})
= P({(w1,ws) € {1,2,3,4,5,6}* | w1 + wy = 6})
P({(1,5),(2,4),(3,3),(4,2), (5, 1)})
5

T 36

Also ist die Augensumme mit Wahrscheinlichkeit also 13.888...%, gleich 6.

36’

Wir betrachten bei zweimaligem Wiirfeln folgende Zufallsvariablen:

(1) X((w1,wa)) == wi,
(2) Y((w1,wa)) == wa,
(3) Z((w1,ws)) := wy + wo.

X liefert also das Ergebnis des ersten Wurfes, Y das FErgebnis des zweiten Wurfes,
und Z die Summe der Augenzahlen beider Wiirfe. Der Ausgang von X und der
Ausgang von Y beeinflussen einander nicht; wenn ich auch weif3, dass der erste
Waurf 5 ist, so bleiben fiir den zweiten Wurf doch alle Ausgénge gleich wahrschein-
lich. Der Ausgang von X liefert aber Einschrédnkungen fiir den Ausgang von Z.
Ist der erste Wurf 5, so ist die Summe bestimmt nicht mehr 2 oder 12. Wenn
Zufallsvariablen einander nicht beeinflussen, so nennt man sie unabhdingig.

DEFINITION 2.5. Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, seien M, N Mengen,

und seien X : Q@ — M und Y : Q — N Zufallsvariablen. X und Y sind un-

abhdngig, talls fiir alle a € M und b € N gilt:
PIX=a&Y =0 =P[X =d]-P[Y =1

Dabei steht P[X = a & Y = ¥] fiir das Mal P({w € Q | X(w) = a und Y (w) =

b}).

LEMMA 2.6. Sei (€2, P) ein Wahrschemlichkeitsmumz seien M, N Mengen, und
seien X : Q — M und Y : Q — N Zufallsvariablen. Aquivalent sind:
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(1) X und Y sind unabhingig.
(2) Fiir alle Teilmengen A von M wund fir alle Teilmengen B von N gilt
PIXeA&Y eB]=P[Xe€A|-PY € B|.

Dabei steht P[X € A& Y € B] fir P{w e Q| X(w) € A und Y(w) € B}).

Beweis: (1)=(2):
PIXeA&YeB=P{weQ| X(w) € Aund Y(w) € B})

= > Pw)

we
X(w)€A und Y (w)eB

5 VD S

acA beB weQ
X(w)=a und Y (w)=b

:ZZP({wGQ | X(w) =aund Y(w) =b})

a€A beB

=> ) PIX=akY =1

ac€A beB
Nun verwenden wir die Unabhéngigkeit von X und Y und erhalten

Y)Y PIX=a&kVY=0b=> Y P[X=a P}y =0

= () _PlX=d])- (3 PlX=1)

= P[X € A]- P|X € B].

(2)=(1): Wir fixieren a € M und b € N. Wir erhalten P[X = a & Y = b] =
P[X € {a} & Y € {b}]. Wegen (2) ist der letzte Ausdruck gleich P[X € {a}] -
PlY € {b}] = P[X = a] - P[X = I]. 0

DEFINITION 2.7 (Bedingte Wahrscheinlichkeit). Sei (€2, P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum, seien M, N Mengen, und seien X :  — M und Y : Q@ — N Zu-
fallsvariablen. Sei A eine Teilmenge von M und B eine Teilmenge von N mit
P[Y € B] # 0. Dann definieren wir

PXeA&Y € B]

P[Y € B| ’
und nennen die linke Seite die Wahrscheinlichkeit, dass X in A ist, wenn wir
schon wissen, dass 'Y in B ist.

P XeA|Y e B]:=

Wir schréanken also unser Interesse auf jene Ereignisse ein, fiir die Y in B liegt,
und messen, fiir welchen Anteil von diesen X in A liegt.
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Wir iiberlegen uns dazu folgendes Beispiel: Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit,
dass bei zweimaligem Wiirfeln der erste Wurf ein Einser ist, wenn die Augensum-
me 4 ist?

Zur Losung wahlen wir den Wahrscheinlichkeitsraum
Q = {(w17w2) | w1, W2 € {17273747
P((wi,ws)) = % fiir alle wy,ws € {1,2,3,4,
Wir definieren die Zufallsvariablen X und Y durch
X(wi,wa) = w fiir alle wy,wq € {1,2,3,4,5,6},
Y(wi,ws) = wy+ wy fiir alle wy,wy € {1,2,3,4,5,6}.
Gesucht ist dann P[X =1 | Y = 4]. Wir berechnen
PX=1&Y =4]
P[Y = 4]
 P{we Q]| X(w)=1und Y(w) = 4})
B P{{we Q[ Y(w) =1}
P{(1,3)})
P({(1,3),(2,2),(3,1)})

5,61},
5,6}.

Y

PX=1|Y=4=

ol gleofg]-

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der erste Wurf ein Einser war, wenn wir schon

wissen, dass die Augensumme 4 ist, ist also %

Aus Neugier stellen wir auch folgende Frage: Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit,

dass die Augensumme 4 ist, wenn wir schon wissen, dass der erste Wurf ein Einser
war. Wir berechnen dazu

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Augensumme 4 ist, wenn wir schon wissen,
dass der erste Wurf ein Einser ist, ist also %. Wenn wir uns in dieses Experiment
erst zu dem Zeitpunkt einschalten, an dem der erste Wiirfel auf Eins gefallen
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ist, miissen wir nur mehr beobachten, ob der zweite Wiirfel auf 3 fallt, damit die
Augensumme 4 ist. Der zweite Wiirfel fallt mit Wahrscheinlichkeit % auf 3.

PROPOSITION 2.8. Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, seien M, N Mengen,
seien X : Q — M undY : Q — N Zufallsvariablen , und sei seit AC M, B C N.
Wenn X und Y unabhingig sind und P]Y € B] # 0, so gilt

PIX e A|Y e B]=P[X € A

Selbst wenn wir wissen, dass Y in B liegt, hat das keinen Einfluss auf die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass X in A liegt.

Beweis:

P[X € A& Y € B

PIXeA|YeB]= FY ¢

Nun verwenden wir, dass X und Y unabhéngig sind, und erhalten

PIXeA&YeB] P[XecAl PYcB|

P[Y € B] B P[Y € B]
= P[X € A].

3. Erwartungswert und Varianz

Wenn X eine Zufallsvariable vom Wahrscheinlichkeitsraum €2 nach R ist, dann
bezeichnen wir mit F(X) den Durchschnitt ihrer Ausgénge, und nennen ihn Er-
wartungswert.

DEFINITION 2.9. Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei X : Q@ — R
eine Zufallsvariable. Dann definieren wir den Erwartungswert E(X) von X durch

E(X)=> X(w)- Pw).

we

Wie {iblich bezeichnen wir {X (w) | w € Q} mit X ().

LEMMA 2.10. Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei X : Q — R eine
Zufallsvariable. Dann gilt

(2.1) E(X)= Y s-PX=s|

sEX ()
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Beweis: Wir definieren d(a,b) = 1, falls a = b und d(a,b) = 0, falls a # b. Wir
formen nun die rechte Seite von (2.1) um und erhalten:

Z s- P X =g]= Z s-Plwe Q| X(w) =s})

SEX(Q) SEX(Q)
s€X (%) weN
X(w)=s

=D ) P %)

s€X(Q) weN

= > > s Pw) o(X(w)s)

sEX () we

=3 Y s Pw)-d(X(w),s).

weN se X (Q)

In der inneren Summe im letzten Ausdruck ist nur der Summand mit s = X (w)
ungleich 0. Daher ist der letzte Ausdruck gleich

> X(w)- Pw)-1,
we
und das ist genau der Erwartungswert E(X). O

Eine wichtige Eigenschaft des Erwartungswertes ist seine Linearitét.

SATz 2.11. Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, seien X, Y Zufallsvariablen
von 0 — R, und sei t € R. Dann gilt:

(1) E(X+Y)=EX)+ E(Y).
(2) E(t-X)=t-E(X).

Dabei ist ¢ - X die Funktion, die jedes w auf t - X (w) abbildet.

Beweis: Die erste Eigenschaft beweisen wir durch

E(X+Y)=> (X(w)+Y(w)) Pw)

=) (X w)+Y(w)- Pw))
=Y X(W) P@)+ YV () Pl
weN we

— B(X)+ E(Y).
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Die zweite Eigenschaft beweisen wir durch

E(t-X)=) (t-X)w) Pw)

Die folgende Eigenschaft unabhéngiger Zufallsvariablen ist verbliiffend:

LEMMA 2.12. Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien X,Y : Q2 — R
unabhdngige Zufallsvariablen. Dann gilt

E(X-Y)=E(X)-E(Y).

Beweis: Wir berechnen F(X) - E(Y). Wir verwenden dazu die Darstellung von
E(X) aus Lemma 2.10 und erhalten

B(X) BY)=( 3 rPIX=r]) (Y s PV =5))

rex(Q) SEY(Q)

:Z ZTSP =r]- PlY = s]).

reX(Q) seY(Q)
Nun verwenden wir die Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen X und Y.
ZZTSP =r]- P[Y = ZZTSPZT&YZS}.
reX(Q) seY (Q) reX(Q) seY(Q)

Wir verwenden wieder die Funktion ¢ mit §(a,b) = 1, falls @ = b und 6(a, b) = 0,
falls a # b. Wir fassen fiir jedes t € R alle Summanden zusammen, fiir dier-s =t
ist. So erhalten wir

Z ZTSP =r&Y =g
reX(Q) seY(Q)
B SINTD Sl S TS SR T

teX(Q)Y(Q) reX(Q) seY (Q)
Wir zeigen nun als néchstes:

(2.2) Firallet € R: Z Z X=r&Y =s]-(rst)=PX-Y=t].
reX(Q) seY(Q)



3. ERWARTUNGSWERT UND VARIANZ 13
Um das zu begriinden, beweisen wir zunéchst:

(2.3) Fiir alle t € R gilt:
U U {weQ| Xw=rudY(w)=sundrs=t} ={we Q| X(w)Y(w) =t}
reX(Q) seY(Q)
Wir fixieren ¢ € R. Die Inklusion C ist offensichtlich. Fir die Inklusion D fixieren
wir w in € so, dass X(w) - Y(w) = t. Das Element w kommt dann in jener
Menge der Vereinigung auf der linken Seite von (2.3) vor, fiir die  := X (w) und

s := Y (w) ist. Das beweist (2.3). Da die Mengen, die auf der linken Seite von (2.3)
vereinigt werden, paarweise disjunkt sind, gilt

P U U{w€Q|X(w):rundY(w)zsundr‘s:t}
reX(Q) seY ()

Z Z {weQ| X(w)=rund Y(w)=sund r-s=t})

reX(Q) seY ()

= > Y PweQ|X(w)=rundY(w)=s})6(r-s,t).
reX(Q) seY(Q)
Das Mafl der Menge auf der linken Seite von (2.3) steht also auf der linken Seite
von (2.2), und das Mafl der Menge auf der rechten Seite von (2.3) steht auf
der rechten Seite von (2.2). Das beweist (2.2). Wir verwenden nun (2.2), um
weiterzurechnen, und erhalten

Z Z Z X=r&Y =s]-0(r-st)= Z t-PX- Y =t

tEX(Q)Y(Q)  reX(Q)seY(Q) tEX ()Y ()
=FE(X Y).
O
Ein Ma$ fiir die Schwankung einer Zufallsvariablen um ihren Erwartungswert ist

die Varianz. Fiir einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) und eine reelle Zahl a
bezeichnen wir mit @ die Funktion, die durch

a : QO — R
w — a

gegeben ist; @ ist also die konstante Funktion mit Funktionswert a.

DEFINITION 2.13 (Varianz). Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei
X : 2 — R eine Zufallsvariable. Dann ist die Varianz von X, abgekiirzt V(X),
definiert durch

V(X):=E <<X - E(X))Q) .
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Die Varianz ist also der Erwartungswert der Zufallsvariablen Y, die durch Y (w) =
(X(w) — F(X))? definiert ist.

SATZ 2.14. Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, sei n € N, und seien
X1, Xo, ..., X, : Q — R Zufallsvariablen, die paarweise voneinander unabhdingig
sind. Dann gilt

VIXi+Xo+--+X,) =V(Xy) + V(X)) + -+ V(X,).

Bewesis:

VXi+Xo+--+X,)=F (( X;

S G RCR)

-
I
_.
<.
I
—

Wir trennen nun die Summanden, fiir die ¢ = j ist, von denen, fiir die ¢ # j. Wir
erhalten

(2.4) ;;E«Xi—E(XZ)) (X]—E(Xj))>
:éﬁ:((}g-%)? +g i E((Xi—E(XZ-)) . (Xj—E(Xj))).

—

<
=

Wir fixieren nun 4,5 € {1,2,...,n} mit ¢ # j und betrachten den Ausdruck

(2.5) E((x-EX) (% -F(X))).
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Wir rechnen
E ((X@ - W) : (Xj - E(Xj)>>
=E<Xi'Xj—m'Xj—Xi'E(Xj)+E(Xi)'E(Xj))-

Wir verwenden die Linearitdt des Erwartungswertes; auflerdem verwenden wir,

dass E (X;) und E (X;) konstante Funktionen sind und somit £ (E (X;)- X j> =

E(E(X;)-X;) = E(X;) - E(Xj) gilt. AuBerdem verwenden wir, dass der Er-
wartungswert einer konstanten Funktion gleich ihrem (einzigen) Funktionswert
1st.

E(Xi-Xj—E(XZ-)-Xj—XZ--E(Xj)JrE(XZ-)-E(Xj))
=E(Xi - X;) - E(Xi) E(X;) - E(X;) - E(X;) + E(X;) - E (X))
=E(X;-X;) - E(Xy)  E(X;).

Da X; und X unabhéngig sind, liefert Lemma 2.12, dass der letzte Ausdruck 0
ist. Somit ist (2.5) gleich 0. Wenn wir nun in (2.4) weiterrechnen, erhalten wir

ZZH;E <<XZ-—M)2) +Zzn; zn; E((X_m) . (Xj_m»

J#i

4. Das schwache Gesetz der grofien Zahlen

Zur Beschreibung von Zufallsexperimenten, bei denen mehrmals hintereinander
gewiirfelt wird, eignen sich Produktrdume. Wir kiirzen Vektoren mit fettgedruck-
ten Buchstaben ab, also zum Beispiel (wy,ws, ..., w,) mit w.

DEFINITION 2.15 (Produktraum). Sei (€2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Der
n-fache Produktraum von (£, P), abgekiirzt (Q, P)", ist das Paar (Q", P(”)), das
durch
ar = {U) | Wi, Wa, ... ,Wy € Q},
PW (W) = P(wi):P(ws) - P(wn)

gegeben ist.

Tatsachlich ist auch im Produktraum die Summe der Wahrscheinlichkeiten wie-
der 1.
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PROPOSITION 2.16. Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei n € N.
Dann gilt

(2.6) > P(wi) Plws)+Plwn) =1.

wenn

Beweis: Wir beweisen die Gleichheit (2.6) mit Induktion nach n. Fir n = 1
folgt (2.6) unmittelbar aus der Tatsache, dass sich in €2 die Mafie der Elemente
zu 1 addieren. Sei nun n € N, n > 2. Es gilt

> P(wy) P(wa) - P(wn)

wenn

=Y 2 Plen) Plun) - Plwn) Pwn)

wn€Q weQn—1

=Y Plw) Y Pw) Plwn) P lwa).

WnEQ WEQ"‘71

Wir verwenden die Induktionsvoraussetzung und erhalten

> Plwn): > P(wr) Plws)Plwn1) =Y Plwn)-1.

wn€Q wen-1 wn €92

Da ) ein Wahrscheinlichkeitksraum ist, ist die Summe der Mafle der Elemente in
Q2 gleich 1. O

Wir iiberlegen uns, wie grof§ die Wahrscheinlichkeit ist, bei dreimaligem Wiirfeln
zumindest einen Sechser zu wiirfeln. Wir setzen

Q = {1,2,3,4,5,6}
0 = {(1,1,1),(1,1,2),...,(6,6,6)},

PO ((wy,wy,w3)) = ()7 = 2.
Die Zufallsvariable X, die uns interessiert, definieren wir so:
X ((w1, w2, ws)) := die Anzahl der Sechser in (w;,ws,ws).
Dann suchen wir also
PO ({we Q| X (w)>1}).

Da die Summe der Mafe aller Elemente von Q3 gleich 1 ist, kann man diese

Wahrscheinlichkeit auch durch den Ausdruck

1-P% ({we Q| X (w)=10})
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berechnen. Klarerweise ist X (w) genau dann 0, wenn w in {1,2, 3, 4,5} liegt. Es
gilt also

1-P® (fwe Q| X (w)=0}) =1- P ({1,2,3,4,5}°)
1
—1-—5.
g 216
~ (0.4213

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mindestens ein Sechser gewiirfelt wird, ist also
ungefahr 42%.

Wir beschéftigen uns jetzt mit der Frage, wie es bei langerem Wiirfeln mit der An-
zahl der Sechser aussieht. Man sollte ja erwarten, dass etwa ein Sechstel der Wiirfe
Sechser werden. Ein mathematische Aussage dariiber finden wir im “schwachen
Gesetz der grolen Zahlen”. Zuvor brauchen wir aber noch ein harmloses Lemma.

LeMMA 2.17 (Cebysév, Tschebyschow, Tschebyscheff). Sei (Q,P) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum, sei X : 0 — R eine Zufallsvariable, und sei ¢ € R mit
e > 0. Dann gilt

P 1X @)= e < 200
Wir berechnen E (X?).
E(X?) =) Pw) (X ()
= > PwEXW)’+ Y. PLE W)
\XQ(JLS)SFZE |XLE}5)S|]<€

Nun wissen wir, dass die Summanden in der ersten Summe mindestens die Grofie
P (w) - €* haben, und dass die Summanden der zweiten Summe positiv sind.
Insgesamt erhalten wir

Y, PWXW)+ Y, PWXW)=z Y Pwe+o

weN weN weN
X (w)|2e X (w)|<e X (w)|2e
=2 Y P = P{w] X (@]|>e}.
weN
X (w)|2e
Daher gilt
E(X?)
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SATZ 2.18 (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen). Sei (€2, P) ein endlicher Wahir-
scheinlichkeitsraum, sei X : Q — R eine Zufallsvariable, und sei ¢ > 0. Sei E,,
gegeben durch

E, = P® ({w || (%wa) ~E(X)]| 2 a}> .

i=1

Dann gilt

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei n Wiirfen zwischen 16% und 17% Sechser fallen,
konvergiert also gegen 1.

Beweis: Sei n € N. Wir definieren auf dem Produktraum (2, P)™ die Zufallsva-
riablen

X; (w) = X (w)
= X (w2)

X; (w) : X (wy) firie{1,2,...,n}

X, (@) = X (wn)

und

Y (W) = (%ZX(%)) —E(X).

Wir beobachten zunéchst, dass fiir alle ¢ die Gleichheiten £ (X;) = E (X) und
V(X;) = V(X) gelten. AuBlerdem sind X; und X fiir i # j unabhéngig. Wir
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berechnen nun den Erwartungswert von Y2, Es gilt

E(Y?) =Y P"(w)-(Yw)’

_ Z P (w) - (% (ZX (w)) —% <ZE(X)>)
= 3" P® (w) % ((ZXi (w)) - (ZE(XJ))
= % Z P™ (w) ((i){z (W) -F <ixl>>

Fiir 7 # j sind die Zufallsvariablen X; und X, unabhéngig. Satz 2.14 ergibt also

%V<ZX> = V)

— —V (X)),

Aus dem Lemma von Cebysév, Lemma 2.17, wissen wir, dass
E(Y?)

PO ({w | Y )| 2 e}) < =

Es gilt also

p™ ({w | | (%ix(@) ~E(X)| > s}) < %VEEX),

i=1

und somit
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5. Konstruktion von Zufallsvariablen

Wir konstruieren nun aus der Zufallsvariable X, die die Auswahl eines Zeichens
auf Basis eines Wurfes mit einem Wiirfel beschreibt, eine Zufallsvariable X", die
die Auswahl von n Zeichen durch n-maliges Wiirfeln beschreibt.

DEFINITION 2.19. Sei (€2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, sei A eine Menge, sei
n € Nund sei X : Q — A eine Zufallsvariable. Mit X bezeichnen wir die
Zufallsvariable, die durch
Xbl . oQr A
w — (X(w1), X(w2),...,X(wn))

definiert ist.

Wenn keine Verwechslung moglich ist, schreiben wir auch X% fiir XM,

Die folgende Konstruktion brauchen wir, um die Ergebnisse zweier Zufallsvaria-
blen gemeinsam zu untersuchen.

DEFINITION 2.20. Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, seien M, N Mengen,
und seien X : Q@ — M, Y : Q — N Zufallsvariablen. Dann definieren wir die
Zufallsvariable X ® Y durch
XY : Q — MxN
w — (X (w),Y(w)).



KAPITEL 3

Quellcodierung

1. Motivation
Wir versuchen in diesem Kapitel eine Grofle zu definieren, die misst, wieviele Bits
wir dazu brauchen, den Ausgang einer Zufallsvariablen zu iibertragen.
DEFINITION 3.1. Sei A eine Menge. Wir bezeichnen die Menge J, .y A" mit A",
AT ist also die Menge aller endlichen Folgen von Elementen aus A. Wir nennen
A* auch die Menge aller Warter iiber dem Alphabet A.

DEFINITION 3.2. Sei A eine Menge, und sei W € A™. Die Linge von W ist jenes
n, fiir das W € A" gilt. Wir kiirzen die Lénge von W mit L(W) oder |W| ab.

DEFINITION 3.3. Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei X : 2 — A eine
Zufallsvariable. Eine injektive Funktion C': AT — {0, 1} heifit giltige Codierung
der Ausginge von X. Wir definieren die Kompressionsrate von C' durch

R (C) := liminf L Y PIX=a] PX=ay--- P[X = a,]-L(C (a)).

n—oo M /

:Pm;gﬂ:ﬂ
Dann definieren wir den Informationsgehalt U; von X durch

Up (X) :=1inf{R(C) | C ist giiltige Codierung der Ausginge von X }.
Die Einheit von U (X) ist Bits/Ausgang von X.

Wir kénnen R (C) auch durch liminf, .. 1 - E (Lo C o X) abkiirzen.

Eine sinnvolle Definition des Informationsgehaltes eines Ausganges von X wére
auch die folgende.

DEFINITION 3.4. Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei X : 2 — A eine
Zufallsvariable, und sei n € N. Eine injektive Funktion C': A™ — {0,1}" heif}t

giltige Codierung von n Ausgdngen von X . Wir definieren die Kompressionsrate

von C durch

R(C) = % S PIXF = a] - L(C (a).

acAn
21
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Dann definieren wir den Informationsgehalt Us von X durch

Uy (X) :=liminf inf{R(C) | C ist giiltige Codierung von n Ausgingen von X }.
Die Einheit von U, (X) ist wieder Bits/Ausgang von X.

Wir werden sehen, dass sich sowohl U (X) als auch U (X) leicht berechnen
lassen.

2. Entropie

Wir definieren zunéchst eine Funktion h : [0, 1] — R durch

h : [0,1]] — R

0, wenn p = 0,
p = —p - log, (p) = p - log, (%) sonst.

LEMMA 3.5. Die Funktion h ist auf [0,1] stetig und konkav.

DEFINITION 3.6 (Entropie). Sei M € N, und seien py, ps, ..., py € [0, 1] so, dass
2?11 p; = 1. Wir definieren H (p1, po, ..., pym) durch
M M 1
H(p,pa, - opm) ==Y _h(p)= > pi 10822(]7)-
=1 i=1 '
pi#0

DEFINITION 3.7 (Entropie einer Zufallsvariablen). Sei (2, P) ein Wahrschein-

lichkeitsraum, sei A eine Menge, und sei X : {2 — A eine Zufallsvariable. Dann
definieren wir H (X') durch

H(X):= Y h(P[X=d)= >  —P[X=ad] logy(P[X =d]).
aeX(Q) acA
P[X=a]>0

LEMMA 3.8. Fir alle x € R mit x > 0 gilt log () < z — 1. Gleichheit gilt nur,
wenn r = 1.

LEMMA 3.9 (Die Ungleichung von Gibbs). Seien M € N, py,ps,...,pym € [0, 1],

und q1,qs, ..., qu € [0,1] so, dass Ef‘il P = Ef\il ¢ = 1. Wir nehmen an, dass

fir allei € {1,2,..., M} mit g; =0 auch p; = 0 gilt. Dann gilt:
(1)

Y —piclog(p) < > —pi-log(q).

i=1 i=1
pi#0 q: 70
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(2) Wenn
M M
Z —p; - log (p:) = Z —pi - log (¢:) ,
i=1 i=1
pi#0 q;7#0

so qilt fir allei € {1,2,...,M}: p; = g;.

Beweis: (1): Fiir alle i € {1,2,..., M} mit p; # 0 gilt nach Lemma 3.8

log (&) < &y,
pi bi

Daher gilt
M 0 M
> pilog (;) < > (ai—p)
i=1 ' i=1
pi#0 pi7#0
M M
= Z 4 — Z Di
i=1 i=1
pi#0 pi7#0
<1-1=0.
Daher gilt
M M
> —pilog(p) < Y —pilog(q)-
i=1 i=1
pi7#0 pi#0
Die rechte Seite ist gleich
M
> —pilog(q).
i=1
q: 70

(2): Wir nehmen an, dass Gleichheit gilt. Dann muss in beiden < im Beweis von
(1) Gleichheit gelten. Aus dem ersten < erhalten wir:

Fir alle i € {1,2,..., M} mit p; # 0 gilt p; = ¢;.

Aus dem zweiten < erhalten wir:

(3.1) > =1

pi#0
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Da sich alle ¢; zu 1 summieren, miissen also die g;, die nicht in der Summe in
(3.1) vorkommen, 0 sein. Das bedeutet:

Fiir alle i € {1,2,..., M} mit p; = 0 gilt ¢; = 0.
Also ist auch fiir diese 7 stets p; = g;. O

KOROLLAR 3.10. Sei M € N und seien py,pa, ..., Py S0, dass Eij\ilpi = 1. Dann
qgilt

H (p17p27 s 7pM) < 10g2 <M> :
KOROLLAR 3.11. Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien X und Y
auf Q definierte Zufallsvariablen. Dann gilt H(X ®Y) < H(X)+ H(Y). Die

Gleichheit H( X ®@Y) = H(X) + H(Y) gilt genau dann, wenn X und Y un-
abhdngig sind.

Beweis: Sei {x1,...,xpn} der Bildbereich von X und {yi, ..., ynx} der Bildbereich
von Y. Wir schreiben p (z;) fiir P[X = x;], p (y;) fur P[Y =y;| und p (2, y;) fur
PIX =z; & Y = y,|. Dann gilt:

H(X®Y)= > —p (i, y;) - 1ogy (p (w1,9;)) -

(i,)€{1, .. M}x{1,.,N}
p(wi,y;)7#0

Ebenso gilt

H(X) + Z p (w:)log, (p (i) + Z P (y;)1og, (p (y;))

M N
Z 10g2 Z p I‘Z, yj
i=1 j=1

(1,5)€{1,cs M} x{1,....N}
p(zi)7#0 und p(y;)70
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Nach der Ungleichung von Gibbs (Lemma 3.9) gilt nun

(32) > —p (zi,y;) - log, (p (2:,y;))
(iJ)E{1,s M} x {1, N}
p(zi,y;)#0
< > —p (z:,y;) - logs (p (z:) - p (7)) -

(i.5)€{1,,M}x{1,..N}
p(;)7#0 und p(y;)#0

Gleichheit gilt nach Lemma 3.9 (2) genau dann, wenn fiir alle ¢, j € {1,2,..., M} X
{1,..., N} gilt, dass p(z;,y;) = p(xi) - p(y;), also wenn X und Y unabhéngig
sind. O

LEMMA 3.12. Sei (X2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien X und Y auf
Q definierte Zufallsvariablen. Dann gilt H( X @ Y) > H(X).

Beweis: Sei {x1, ...,z } der Bildbereich von X und {yi, ..., yy} der Bildbereich
von Y. Es gilt

H(X)= Y —p(;)logy(p(z:))

p(xi)#0
M N
= > —logy(p(z:) - > plxi,y5)
j=1
i=1
p(xi)#0
= > —logs(p(x:)) - p(wi, y))-
() {1, MYX {1, N}
p(wi,y;)>0
Da stets p(z;,y;) < p(z;) gilt, erhalten wir
> —logy(p(x:)) - p(wi, y5)
() {1, MYX {110, N}
p(zi,y;)>0
< Z _10g2<p(37i7yj)) p(xz,y])
(6,)€{L,s MY x{1,...N}

p(i,y;)>0

—HX®Y).
O
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3. Zeichenweise Codierung

Wir versuchen nun, die Ausgénge eine Zufallsvariablen durch 0/1-Folgen, also
durch Elemente in {0,1}* zu codieren. Manchmal kodieren wir nicht nur mit
den zwei Symbolen 0 und 1, sondern allgemeiner mit Wortern iiber einem D-
elementigen Alphabet {by,bs,...,bp}.

DEFINITION 3.13. Sei B eine Menge und seien ¢,d € BT. Mit ¢ x d bezeichnen
wir die Konkatenation von ¢ und d.

Beispiel: Wenn B = {0,1}, ¢ = 01011, d = 10, so gilt ¢ * d = 0101110.

DEFINITION 3.14 (Codierung). Sei A eine Menge, und sei {by,bs,...,bp} ei-
ne D-elementige Menge. Eine Codierung von A ist eine Funktion C' : A —
{b1,ba,...,bp}". Die zu C gehorende erweiterte Codierung C* ist die Funkti-
on
C+ . A+ — {bth,...,bD}Jr
(ay,a9,...,a,) +—— C(ay)*C(az)*---*C(ay).

DEFINITION 3.15. Sei A eine Menge, sei {by, b, ...,bp} eine D-elementige Men-
ge, und sei C' eine Codierung von A nach {by,bs,...,bp}". C heiit eindeutig
decodierbar, wenn C injektiv ist.

Manchmal interessiert man sich nur fiir das Bild von A.

DEFINITION 3.16. Sei D > 2, und sei {by, b, ...,bp} eine Menge. Eine Folge aus
Wortern in C = C4, Cy, ..., Cy von {by, by, ..., bp}T heiit auch Code. Der Code
C ist eindeutig decodierbar, wenn al fiir alle m,n € N und fiir alle 41,79, ..., %,
und j1, j2, .-, jn € {1,2,..., M} folgendes gilt: Wenn

CipxCiyx---xCy =Cj xChy%---xCj

dann gilt m = n, und fir alle k € {1,...,m} gilt i = ji.

SATz 3.17 (Ungleichung von Kraft und McMillan). Sei D € N mit D > 2, und
sei C = (C1,Cy,...,Cy) ein eindeutig decodierbarer Code iiber dem Alphabet
{a1,as,...;ap}. Firie {1,2,..., M} sein (i) die Linge von C;. Dann gilt:

Mo

Dn(k)
k=1

<1

Beweis: Fiir m € N definieren wir C™ durch

Cm = {Czl*czg**clm | ,L.lal.Qa"')Z.m6{1727""M}}'
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C'™ besteht also aus allen Worten, die man durch Hintereinanderschreiben von

genau m Codewdrtern bilden kann. Wir berechnen nun (leyzl ﬁ) . Es gilt

2o\ 1 1 1
; Dntk) | Z Dnlk) " prka) D)

(k1,k2,.. km)€{1,2,..., M }™

(3.3)

1
- Z Dnlkn)Fn(ka)++nkm)
(k1,k2,....km)€{1,2,...,M}™

Sei nun # € N. Wir iiberlegen uns nun, wie oft der Summand +; in dieser Summe

D&C
auftritt. Dann gilt

Anzahl der Summanden i =

D:v

{ke{l,Q,...,M}m| in(kz):x}‘

Wir betrachten nun die Abbildung ¢, die durch
o {ke{l,2,.... M}y | Y n(k) =2} — {WeC™|LW)=uxa}
(kl,kQ,...,km) — Ckl *Ckg **Ckm
definiert ist. Da der Code C eindeutig decodierbar ist, ist die Abbildung ¢ in-

jektiv. Die Menge {W € C™ | L(W) = z} hat hochstens D* Elemente (mehr
Worter der Lange x gibt es nicht). Die letzte Summe von (3.3) ist daher <

Somadn@ bietl2- o Mym pe L Sei N = max{n (i) | i € {1,2,..., M}}. Wi

=1
haben also insgesamt bewiesen, dass fiir alle m € N

M 1 m
(Z Dn(k)) <N-m
=1

gilt. Es gilt also fiir alle m € N:

Mo
> < ¥/N- v/m.
k=1

Dnk) —

. . log(m) ; log(m) .
Da lim,y, oo /m = lim,, oo m = eimm—ce = =0 =1 gilt also

5 ! <1
k=1

.

SATZ 3.18 (Noiseless Coding Theorem — 1. Teil). Sei X eine Zufallsvariable, sei
A ={ay,aq,...,ay} ihr Wertebereich. Fiiri € {1,..., M} sei p; := P[X = a;].
SeiD e Nmit D > 2, und sei C : {ay,...,ap} — {b1,ba,...,bp}" eine eindeutig

decodierbare Codierung. Seien ny, no, ... ,ny die Lingen von C (ay),C (az),...,C (ay),
H(X)
logy (D)

und sei T = Zi‘il pi - n;. Dann gilt m >
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Beweis: Lemma 3.9 liefert

M M
Dni
H(pi,pa,....pm) = Y, —pilogy (pi) < —pilog, (7M n) :
@-—1 i=1 2= D7

pi;O
Also wissen wir
M M M
H(X) < (Z —p; log, (D_ni)> + log, <Z D_nj> : <sz> .
i=1 j=1 i=1

Da wegen der Ungleichung von Kraft und McMillan (Satz 3.17) Z;‘il D™ <1
gilt, ist der zweite Summand < 0. Daher gilt

M
H(X) <Y pini-log, (D),
=1

also

4. Priafixfreie Codes

DEFINITION 3.19. Sei D > 2, sei {by,by,...,bp} eine Menge, und seien A, B
Worter aus {b1, by, ...,bp}". Aist ein Prifiz von B, wenn A = B, oder wenn es
ein Wort C' gibt, sodass A« C = B.

DEFINITION 3.20. Seien Aj, As, ..., Ay Worter iiber {by,b,...,bp}. Die Folge
(A1, Ag, ..., Ag) ist ein prdfizfreier Code, wenn es keine i,5 € {1,2,...,k} gibt,
sodass ¢ # j und A; ein Préfix von A; ist.

SATZ 3.21. Prifixfreie Codes sind eindeutig decodierbar.

Beweis: Sei C = (C4,Cy, ..., Cyy) ein prifixfreier Code, seien m,n € N, und seien
1,92,y im und j, jo, ..., 7 € {1,..., M} so, dass
(34) Ch*Cig*"'*Cim:le*ng*"‘*Cjn-

Wir nehmen an, dass m < n. Falls fiir alle & € {1,...,m} gilt: i, = ji, so
muss wegen (3.4) n = m gelten. Sei nun k& minimal mit i, # jx. Es gilt nun
Ci, x Ciypy % x Gy, = Cy x Cy % -+ % (. Aufgrund dieser Gleichheit ist
entweder C;, ein Prifix von C}, oder Cj, ein Prifix von C;,. Da i # ji und C

ein préafixfreier Code ist, ist das unmdéglich. O
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SATZ 3.22. Sei k € N, sei D > 2, sei {b1,by,...,bp} eine Menge, und seien
ny,No,...,n € Nmit ng < ng < --- < ng. Dann gibt es genau dann einen
prifizfreien Code (Ay, Ag, ..., Ay) dber {by,ba,...,bp}, sodass |A1| = nq, ...,
|As| = ng, |Ag| = ng, wenn

1 1
et <1

(35) Dm + Dn2 Dre —

Beweis: Wir beweisen mit Induktion nach k, dass es einen prafixfreien Code
mit den vorgegebenen Codewortlédngen gibt, wenn die Ungleichung (3.5) erfiillt
ist. Fiir £ = 1 ist A; := 00...0 das gesuchte Codewort. Sei nun k£ > 2. Da
n1 mal
Zle D~ < 1, gilt auch Z?:_f D~m < 1. Daher gibt es nach Induktionsvor-
aussetzung einen prifixfreien Code aus k — 1 Wortern (A, ..., A1) mit Co-
dewortliangen (nq,...,ng_1). Als k-tes Wort diirfen wir jedes Wort wéhlen, das
keines der A; (i = 1,...,k — 1) als Préfix hat. Von den D™ Wortern der Lange
n, haben D™ ~™ das Wort A; als Préfix, D™ "2 das Wort Ay, und D"k~ k-1
das Wort A,. Fiir die Auswahl des k-ten Wortes bleiben uns also zumindest
D" — Zi:ll D" Worter der Lange ny iibrig. Das ist wegen (3.5) echt grofler

als 0. [
KOROLLAR 3.23. Sei k € N, sei D > 2, und seien (nq,na,...,ng) so, dass
es es einen eindeutig decodierbaren Code (A, A, ..., Ay) mit Codewortlingen

(n1,na,...,nk) gibt. Dann gibt es sogar einen prifizfreien Code (By, Ba, ..., By)
mit Codewortlingen (ny,na, ..., ng).

Beweis: Wegen der Ungleichung von Kraft und McMillan (Satz 3.17) gilt

k
Z D™ < 1.
=1

Satz 3.22 liefert dann einen prafixfreien Code mit den vorgegebenen Wortléangen.

g

SATZ 3.24 (Noiseless Coding Theorem — 2. Teil). Sei X eine Zufallsvariable mit
Entropie H (X). Dann gibt es eine prifizfreie Codierung C der Ausgdnge von X
auf {by,ba,...,bp}, fir deren durchschnittliche Codewortlinge w := E(LoC o X)
qgilt

HOY) ___HX)
——<n< .
log, (D) log, (D)

Beweis: Sei M € N und seien zq,2s,...,x) die Ausginge von X. Fiir jedes

i€ {l,...,M} sei p; := P[X = z;]. Wir nehmen an, dass K € N so ist, dass
p1>0,p2>0,...,pg >0und pgi1 = ... = pyr = 0. Wir wihlen dann natiirliche
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Zahlen nq,...,ng so, dass

1 1
(3.6) log (—) <n; <logp <—) + 1.
Di Di

und dass fiir mindestens ein ¢ die Ungleichung log, (pi) < n; gilt. Da dann fiir

i € {1,...,K} die Ungleichung —n; < logp(p;) (mit zumindest einmal < statt

<) gilt
SLRES WIS WIS
Wir wéhlen nun nKH, ..., Mg SO, dass
M- K
n; > lo fir je{K+1,...,M}.
J gD (1—Z£1D_"1> J { }

Es gilt dann

M
Z D < 1.
=1

Nach Satz 3.22 gibt es einen prifixfreien Code mit den Codewortléangen nq, no, ..., nay.
Fiir seine durchschnittliche Wortldnge n = Zfil p;n; erhalten wir aus Glei-
chung (3.6)

sz 1ogp( ) mel<zpz (lOgD <pz)+1)

Insgesamt erhalten wir

5. Bedeutung der Entropie

Wir kénnen jetzt die in der Sektion 1 definierten GroBen Uy (X) und Uy (X) fiir
den Informationsgehalt eines Ausgangs von X bestimmen.

Zuvor brauchen wir zwei Lemmas.

LEMMA 3.25. Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, sei X : Q — A eine
Zufallsvariable, und sei n € N. Dann gilt H(X") =n - H(X).

Beweis: Wir beweisen diesen Satz mit Induktion nach n. Fir n = 1 ist die
Behauptung unmittelbar klar. Fiir n > 2 definieren wir

XD (w0 we, o wy) = (X (wh), .., X (wpt)).
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X1 ist auf dem Wahrscheinlichkeitsraum Q" definiert. Diese Zufallsvariable
nimmt die gleichen Werte, mit den gleichen Wahrscheinlichkeiten, an wie X1,
Daher gilt H(X" V) = H(X["1), Nun definieren wir

XDy, wa, ..y wy) = X (wn).
X® nimmt die gleichen Werte, mit den gleichen Wahrscheinlichkeiten, an wie X.
Daher gilt H(X®M) = H(X). Die auf Q" definierte Zufallsvariable X ™~ g X1
liefert bis auf Umklammern die gleichen Ergebnisse wie die Funktion X™. Daher
gilt H(XM) = H(X") @ XW). Da die Zufallsvariablen X ™1 und X® un-
abhingig sind, gilt nach Korollar 3.11 H(X® Vo XW) = H(X®D)+H(XWV) =
H(X!" )4+ H(X). Nach Induktionsvoraussetzung ist das (n—1)H (X)+H(X) =
nH(X). O
LEMMA 3.26. Es gibt eine Prifizcodierung der natirlichen Zahlen C, sodass fiir
alle n € N fiir die Linge der Codierung L(C'(n)) gilt: L(C'(n)) < 2log,(n) + 2.

Beweis: Sei b(n) die Binardarstellung von n. So ist zum Beispiel b(8) = 1000. Wir
codieren nun die Zahl n so:

L(b(n))—1 mal
Es gilt L(C(n)) =2 - |logy(n) + 1].

SATZ 3.27. Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei X : Q — A eine
Zufallsvariable. Dann gilt Uy(X) = Uy(X) = H(X)

Dieser Satz folgt aus den folgenden drei Lemmas.

LEMMA 3.28. Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei X : Q — A eine
Zufallsvariable. Dann gilt Us(X) < Up(X).

Beweis: Wir zeigen, dass fiir alle ¢ > 0 gilt: Uy(X) < Uy(X) + . Aus der
Definition von U; erhalten wir eine injektive Funktion C' : A* — {0,1}" mit
liminf, .. LE(Lo C o X[M) < U;(X) + £. Folglich gibt es eine unendliche Men-
ge M C N, sodass fiir alle n € M gilt: 2E(Lo C o X") < U;(X) 4 ¢. Da die
Einschrinkung von C auf A" injektiv ist, gilt fiir alle n € M

1
inf{=E(LoC" o XI") | ¢": A" — {0,1}*,C" ist injektiv} < Uy(X) +e.
n

Daher gilt auch Us(X) < Uy (X) + €. Somit haben wir Us(X) < U; (X)) bewiesen.
U

LEMMA 3.29. Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei X : Q — A eine
Zufallsvariable. Dann gilt Uy(X) < H(X).
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Wir zeigen, dass fiir alle ¢ > 0 gilt: U1(X) < H(X) + e. Wir wéhlen dazu
m € N so, dass % < 5. Wegen Satz 3.24 und Lemma 3.25 gibt es eine préfixfreie

Codierung F : A™ — {0,1}" der Ausgénge der Zufallsvariablen X Ml sodass
E(Lo Fo XMy < m(XM)41.

Sei M := max{L(F(a)) | a € A™}.

Wir codieren nun ein a € A" und definieren dazu Funktionen Cy, Cy, C5 von A"

nach {0,1}7. Sei n := L(a). Es gilt also a = (a1, az, . .., a,).

e Als erstes codieren wir n von mit der Codierung aus Lemma 3.26. Sei ¢
diese Codierung. Wir setzen

Ci(a) :=¢(n).

e Nun codieren wir die ersten || Blocke von jeweils m Zeichen von a
mithilfe von F'. Es gilt also

Cy(a) = F((at,...,am)) * F((amy1, -, a2m))
Kook F((a’(L%Jfl)-m+17 SRR aL%Jm))
e Es bleiben uns nun zwischen 0 und m — 1 Zeichen iibrig. Diese codieren

wir mit Cs:

Cg(&) = F((GL%J-erla---aaL%J-m+(n7L%J-m)a Apy o ooy Ay ))

m—(n—|;*|-m) mal

Als Codierung von a wihlen wir nun C'(a) := C(a) * Cy(a) * C3(a). Die Funk-
tion C' ist eine injektive Funktion von A™ nach {0,1}*. Es gilt also U;(X) <
liminf, . %E (Lo C o X"). Wir schétzen jetzt die Lingen jedes einzelnen Teiles
der Codierung ab: Es gilt

E(Lo Cy o X"y < 3log,(n) fiir alle n > 4.

Die Léange von (5 kann so abgeschétzt werden.

E(LoCyoXM)y =" . B(LoFoXxlm)
m

n n

< — (HXM)y+1) == (m-HX)+1).

< (HE) +1) = — - (m- H(X) +1)
SchlieSlich gilt

E(LoCy0 XMy < M.

Insgesamt gilt
1 mly _ 1 mly L mly L g
— FE(LoCoX™) = —.FE(LoCioX"™)4+—-E(LoCyo X"™)+—-E(LoC30X™)
n n n n

1 1M
<38 | gixyp LM
n m n
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FﬁrallenENmitnzélundgl%m—l—% < £ gilt also

1
—E(LoCoXM) < H(X) +e.
n

Somit gilt Uy (X) < H(X) +e. O

LEMMA 3.30. Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei X : Q — A eine
Zufallsvariable. Dann gilt H(X) < Uy(X).

Wir zeigen, dass fiir alle ¢ > 0 gilt: H(X) < Uy(X) + €. Sel ¢ > 0. Es gibt
unendlich viele n, fiir die es eine injektive Funktion C': A™ — {0, 1}T gibt, sodass
E(LoCoXM) <n-(Us(X)+ 5). Wir withlen unter diesen n ein N mit N > 3
3log, (N~log2(|A\)+1)

und < £. Sei C eine injektive Funktion mit E(Lo C o XIM) <

N - (Ua(X) +5).

Der Bildbereich von C hat |A|Y Elemente. Fiir M := [N - log,(|A|)] gibt es
also zumindest 2V1°82014) = | A|N 0 /1-Folgen der Linge M. Wir konnen also aus

C' eine ebenfalls injektive Funktion C’ bilden, sodass fiir alle a € AV gilt, dass
L(C"(a)) < L(C(a)) und L(C"(a)) < N - logy(|A]) + 1.

Wir bilden folgende eindeutig decodierbare Codierung der Ausginge von XM,
Fiir a € AV bilden wir zuniichst C}(a), indem wir die Linge von C’(a) mit einem
préfixfreien Code fiir alle natiirlichen Zahlen, zum Beispiel mit dem Code ¢ aus
Lemma 3.26 codieren. Es gilt also

Ci(a) = c(L(C'(a))).
Wir definieren nun
Csy(a) := Cy(a) x C'(a).
Die Funktion Cj ist injektiv. Sie ist zudem eine eindeutig decodierbare Codierung

fiir die Ausgénge von XM, (Das heiit, auch die erweiterte Codierung Cy™ ist
injektiv.) Es gilt daher wegen des Noiseless Coding Theorems (Satz 3.18), dass

E(Lo Cyo XNy > g (XN,
Gleichzeitig gilt
E(LoCyo XNy = E(LoCyo XN 4+ E(Lo "o XIM)
< 3logy (N - logy(|A]) + 1) + N - (Ua(X) + 3)
Insgesamt gilt also

< 3log2(N -log,(A]) + 1)
- N
Somit gilt H(X) < Uy(X). O

H(X) 4 Us(X) + % < Up(X) +e.
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6. Konstruktion optimaler Codes

DEFINITION 3.31. Sei D > 2, und seien py, po,...,pa € [0, 1] so, dass E@']\iﬂ% =
1. Ein Code C = (C, Cy, ..., Cyy) iiber dem Alphabet {b1,ba, ..., bp} ist optimal
fir (p1,p2, ..., pum), wenn er prafixfrei (und damit eindeutig decodierbar) ist, und
wenn

M M
Y i L(C) =if{> pi-L(Dy) |
i=1 i=1

(D1, Ds, ..., Dyy) ist prifixfreier Code tiber {by,bs,...,bp}}.

Ein optimaler Code minimiert also die durchschnittliche Codewortlange.
Das Infimum wird tatséchlich angenommen.

LEMMA 3.32. Sei D > 2, und seien py,pa,...,pm € [0,1] so, dass Zi‘il pi =1
und p1 > py > -+ > py. Es gibt einen optimalen Code fiir (p1,ps, ..., py) tGber
{bl, b27 ey bD}.

Beweis: Wir betrachten zuerst den Fall, dass alle p; > 0 sind. Eine Moglichkeit, die
M Codewdérter zu wihlen, ist, alle M Worter mit der Lange [log,,(M)] zu wéhlen.
Dieser Code ist préifixfrei und hat durchschnittliche Codewortlénge [log,(M)].
Ein Code, bei dem irgendein Codewort langer als % ist, hat sicher sicher
eine hohere durchschnittliche Codewortliange als [log,(M)]. Folglich gibt es nur
endlich viele préfixfreie Codes, deren durchschnittliche Wortlédnge < [log,(M)]

ist; unter diesen muss fiir einen die durchschnittliche Wortlédnge minimal sein.

Wir betrachten nun den Fall, dass zumindest ein p; = 0 ist. Seien py,...,px >0
und pry1 = --- = py = 0. Es gibt einen préfixfreien Code mit durchschnittlicher
Wortlénge [log,(M)]. Ein Code, fiir den eines der ersten K Codeworter linger als

ﬂog;% ist, hat durchschnittliche Worténge > [log,(M)]. Wir wéhlen nun unter
den (endlich vielen) prifixfreien Codes (C, ..., Ck), fir die S5, DM < 1
und fiir alle ¢ € {1,..., K} auch L(C;) < Dog;% gilt, einen, der die durch-
schnittliche Codewortlange fiir (py,...,px) minimiert. Sei (D, ..., Dg) ein sol-
cher Code. Da Zfil D~HC) < 1, kénnen wir diesen Code zu einem prifixfreien
Code
(Dl,DQ’ .. .,DK’DK_i_l’ .. .’DM)

vervollstdndigen. Der so gewéhlte Code ist optimal: Nehmen wir an, ein préfixfrei-
er Code (E1, Fy, ..., Ey) hat bessere durchschnittliche Codewortlange. Dann gilt
S pil(E) < SE, pil(D;). Wegen der Wahl der D; muss daher S5 | D=HE) =
1 sein. Da M > K, verletzt E die Ungleichung von Kraft-McMillan; es kann ihn
also nicht geben. 0
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Der Huffman-Algorithmus findet optimale Codes. Er beruht auf den folgenden
Resultaten (cf. [Ash90, Ubung 2.5, S. 301]).

LEMMA 3.33. Seien p1,pa,...,pu € [0, 1] so, dass Zf‘il p; = 1, und sei
C = (C41,0Cy,...,Cy) ein optimaler Code fiir (p1,pa,--.,pm). Dann gilt fir alle
i,j€{1,..., M} mit p; > p; auch L(C;) < L(C).

Beweis: Wir bilden einen Code (C7, C3, ..., C,) durch C}, := Cy fur k € {1,2,..., M}\
{i, 7}, Ci = Cj, C} = C;. Da C optimal ist, gilt

M M
> pel(Cr) < pel(Ch),
h=1 h=1

also

piL(Ci) + p;L(C)) < pil(C) + pL(Cy).
Das bedeutet (p; — p;)(L(C;) — L(C;)) > 0. Da p; — p; > 0, gilt daher L(C;) <
L(C)). O

SATZ 3.34. Sei D > 2, sei M € N mit M > 1 so, dass M =1 (mod D — 1), und
seien py, P2, ..., pm € [0,1] so, dass Zi]‘ilpi =1undp, >py > - > py. Dann
gibt es einen optimalen Code fiir (p1,ps, ... ,pu) Uber {by,be, ..., bp}, sodass die
D letzten Worter Cyr—pi1, Crvi—paas - - -, Cap die gleiche Linge haben (sagen wir,
N) und in den ersten N — 1 Zeichen tbereinstimmen.

Das heisst, dass es ein Wort ) der Lange N—1 und eine Bijektion 7 : {1,..., D} —
{1,..., D} gibt, sodass gibt, sodass Cy;—p41 = @ *br), Cri—pt2 = Q@ *br(a), - . -,
CM = Q * b7r(D)-

Beweis: Wir starten mit einem optimalen Code E, aus dem wir einen optimalen
Code mit den gewiinschten Eigenschaften bauen werden.

Zunéchst wihlen wir diesen optimalen Code E so unter allen optimalen Codes,
dass > L(E;) minimal ist.

Da E ein optimaler Code ist, gilt fiir p; > p; auch L(E;) < L(E;). Wir bilden nun
den Code F, indem wir in E die Worter gleicher Wahrscheinlichkeit so ordnen,
dass fiir ¢« < j immer L(F;) < L(Fj) gilt. Anschliefend ordnen wir die Worter
gleicher Lénge (unabhéngig davon, ob sie gleich wahrscheinlich sind oder nicht)
so um, dass die Worter mit gleicher Lénge lexikographisch aufsteigend (also wie
im Telefonbuch) geordnet sind.

Der Code F hat die gleiche durchschnittliche Wortlénge wie E, und die Code-
wortldngen sind schwach monoton wachsend. Sei N := L(Fy); N ist dann die

maximale Codewortléinge von F. Sei I die Anzahl der Codewérter von F, die
Lénge N haben.
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Wenn [ = 1, so hat nur F); die Liange N. Wir konnen dann das letzte Zeichen
von Fj; weglassen und erhalten einen préfixfreien Code, der ebenfalls optimal ist
und bei dem die Summer der Codewortldngen um 1 kleiner als bei E ist. Das
steht im Widerspruch zur Wahl von E.

Wenn I > D, so spalten wir das letzte Codewort F); auf. Seien () ein Wort der
Lénge N —1und s € {1,2,..., D} so, dass Fj;y = @ * bs. Wir bilden einen neuen
Code G durch G := F} fiir j < M — D, und Gp—p4; = @ * b;. Auch G ist ein
préfixfreier Code: kein Codewort der Liange N — 1 kann Prifix eines @) * b; sein.
Wenn ein Codewort Gy, der Lénge N mit k < M — D gleich @ * b; wire, dann
konnen in F nach G = Fj, nur mehr die Worter @ * bj;1,...,Q * by stehen, da
das die einzigen Wérter der Lénge NN sind, die lexikographisch zwischen @ * b;
und @ * by liegen. Dann hat F hochstens M — D+ D —1 Waorter, ein Widerspruch.
Der Code G erfiillt also die gewiinschten Eigenschaften.

Wenn [ € {2,3,...,D — 1}, so wéhlen wir wieder das letzte Wort Fj; = @ * by
und bilden einen Code G durch G; := Fj fiir j < M — I und Gp—11j := Q@ x b;
fir j € {1,...,1}. G ist ein préfixfreier Code. Nun zeigen wir:

Jedes R € {by,by,....0p}" "1\ {Q} ist ein Codewort von G,
oder hat ein Codewort als (echten) Préfix.

Nehmen wir an R ist kein Codewort, R # ), und R hat kein Codewort als Préfix.
Nun bilden wir einen Code H, indem wir in G das M-te Wort durch R ersetzen.
Der so entstandene Code H ist ein préfixfreier Code und widerspricht der Wahl
von E. Daraus erhalten wir
M-I
pDN-1_1_ DN-1-L(Cr)
Das ergibt modulo D — 1:

0=M-—1 (mod D—1).

Da M =1 (mod D —1), gilt I =1 (mod D —1). Das ist ein Widerspruch zu
I €{2,3,...,D — 1}. Dieser Fall kann also nicht auftreten. Il

SATZ 3.35. Sei D > 2, M =1 (mod D — 1), M > D. Seienpy,pa,...,pu € [0, 1]
so, dass Ei]‘ilpi =1lundpy >py>--->py. Wenn C = (C1,Cy,...,Cpy_pi1)
ein optimaler Code fiir

D

(p1,p2; - - - PM—D, ZPM—D-H‘)
i=1
15t, so 1St
C = (C1,C4,...,Cr—p,Cri—ps1 % b1, Crr—py1 x ba, ..., Cri—py1 % bp)

ein optimaler Code fir (p1,pa, ... ,Pum)-
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Beweis: Sei E ein optimaler Code fiir (p1,ps, ..., par), dessen letzte D Worter die
gleiche Lange haben und in allen Zeichen aufler dem letzten iibereinstimmen. Sei
@ so, dass Eyy = Q «b; mit j € {1,..., M}. Dann ist (Ey, B, ..., Ex—p, Q) ein
prifixfreier Code aus M — D + 1 Codewortern. Denn wenn () Prifix irgendeines
E; mit i € {1,...,M — D} ist, so gibt es ein k mit E; = Q) oder F; = Q * by.
Beides ist unmoglich. Da der Code C optimal fiir (p1, pa, ..., py—py1) ist, gilt
(3.7)

isz(Ci)—i-( Z pz) (Cyv-p11) Zp@ i) ( Z pl-).(L(EM)—l).

i=M—-D+1 i=M—-D+1

Nun berechnen wir die durchschnittliche Codewortlange von C’. Es gilt

Durchschnittliche Codewortléinge von C’

M-D M
=Y plC)+ > pi- (L(Cu—ps1) +1)
i=1 i=M—D+1
M-D M M
= piL(C) + Z pil(Cyvi-p41) + Z Di-
i=1 i=M—D+1 i=M—D+1
Wegen (3.7) gilt
M-D M M
Z sz(C@/) + Z sz—(CM—DJrl) + Z Di
=1 i=M—-D+1 i=M—-D+1
M-D M M
< piL(E;) + ( Z pi) S(L(Em) — 1) + Z Pi-
i=1 i=M—D+1 i=M—D+1

Da die letzten D Codeworter von E gleich lang sind, gilt

i pz‘L(E@') + ( Z pi> . (L(EM) — 1) + Z Di

i=1 i=M—D+1 i=M—D+1
M-D M M
i=1 i=M—D+1 i=M—D+1
M
i=1
= durchschnittliche Codewortlange von E.
Da E optimal ist, ist also auch C’ optimal. U

Dieser Satz liefert einen Algorithmus zur Konstruktion optimaler Codes, wenn
M =1 (mod D—1). Falls M # 1 (mod D — 1), so erlaubt der folgende Satz,
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Zeichen mit Wahrscheinlichkeit 0 hinzuzufiigen, bis die Bedingung
M =1 (mod D—1)
erfiillt ist.
SAaTz 3.36. Sei D > 2, M > 2, und seir € {0,...,D — 2} so, dass M +r

1 (mod D —1). Seien py,pa,...,pm € [0,1] so, dass Zf‘ilpi =1 und p1 > ps
co->py. Wenn C = (C1,Cy, ..., Cuyyr) €in optimaler Code fiir

(p17p27"'7pM70707"'70)
—_———

r mal

VIl

ist, so ist (C1,Cy,...,Cy) ein optimaler Code fir (p1,p2, ..., Pm)-

Beweis: Fiir r = 0 gilt der Satz offensichtlich. Sei nun r > 1. Wir nehmen an, der
Code (El, EQ, Cey EM) erfillt

>_pil(E) <3 pil(Cy).

Wenn Ef\il DY) < 1, dann konnen wir E zu einem préfixfreien Code fiir
(p1,D2, - - -, Pmar) erweitern. Dieser Code hat hat kiirzere durchschnittliche Co-
dewortlinge als (Cy,Cy, ..., Cyy,) und widerspricht somit dessen Optimalitét.
Also gilt S DY) = 1. Sei N die maximale Codewortlinge von E. Dann gilt

M
ZDN_L(Ei) — DN
=1

Modulo D — 1 betrachtet bedeutet das
M =1 (mod D—1).

Dann gilt » = 0. Das ist im Widerspruch zu r > 1 und zeigt, dass es den Code E
mit kiirzerer durchschnittlicher Codewortliange als (C4, Cs, . .., C)ys) nicht geben
kann. Also ist (C1, Cs, ..., Cy) optimal. O

7. Eine andere Sichtweise des Quellcodierungssatzes

DEFINITION 3.37. In dieser Sektion wird ein Quellcodierungssatz ([Mac03, S.
78, Theorem 4.1], Satz 3.43) bewiesen, aus dem sich Teile des Noiseless Coding
Theorems herleiten lassen.

Sei X : 2 — A eine Zufallsvariable. Wir definieren die Zufallsvariable LogP(X)
durch
LogP(X) : @ — R
Y { —log,(P[X = X (w)]) falls P(w) > 0,
0 sonst.
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PrROPOSITION 3.38. Sei X : Q — A eine Zufallsvariable. Der Erwartungswert
von LogP(X) ist H(X).

Beweis: Es gilt

E(LogP(X))= ) P(w)-(~logy(P[X = X(w)]))

P(w)>0
= Y Pw- Y, (—log(PX =a])-§(X(w),a)
Plys0 PIXal>0
=Y —lgPX =) Y PW)-6(X(@).a)
PN —al>0 Pl
= Y —log,(P[X =a])-P[X =a] = H(X)
P[X=a]>0

DEFINITION 3.39. Sei X : (0 — A eine Zufallsvariable, sei n € N, und sei § > 0.

Wir nennen ein a € A" eine typische Ausgangsfolge von X der Ldnge n zum
Parameter (3, falls P[X[" = a] # 0 und

_%ng (PIX! = a]) — H(X)| < 3.

Sei T'(X,n, 3) die Menge der typischen Ausgangsfolgen von X der Lénge n zum
Parameter 3.

Ein Ausgang a € A" ist also typisch, wenn
(3.8) 9~ nH(X)4n6 > plxlnl — g] > 9= nH(X)=nf,

Auf lange Sicht haben wir es sehr wahrscheinlich mit typischen Ausgéngen von
X zu tun.

PrROPOSITION 3.40. Sei X : Q — A eine Zufallsvariable, set n € N, und sei
B> 0. Dann gilt

V(LogP(X
(39) PIX € T(X,n,8)] > 1 - %.
Beweis: Das schwache Gesetz der grofien Zahlen liefert fiir LogP (X):
n AN V (LogP (X))
Pl )({w | (g%LogP(X)(wQ) — E(LogP(X))| < ﬁ}) >1— T
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Nun zeigen wir, dass fiir alle w € Q" mit P™ (w) > 0 gilt:

< [3 genau dann,

(3.10) | (% Zn:LogP(X)(wi)> — E(LogP(X))

wenn X "(w) € T(X,n, B).
Sei w € Q" so, dass P™(w) > 0. Wegen Proposition 3.38 gilt
1 n
| (5 )3 LogP<X><wi>) — B(LogP(X))| < 6
i=1

genau dann, wenn

-3 (Z log, (PLX = X(w»])) ~ H(X)| <5

Das ist dquivalent zu

|~ los (H PIX = X(w»]) — H(X)| < 5,

i=1
also auch zu .
| — = logy(PIX! = X)) — H(X)| < 6.

Das Element w erfiillt diese Eigenschaft genau dann, wenn X™(w) in der Menge

<P}

also in T'(X, n, ) liegt. Damit ist (3.10) gezeigt. Somit gilt auch (3.9). O

fae A" | |~ Llogy(PX" = al) — H(X)

Wir wissen auch, wie viele Ausgénge ungefahr typisch sind.

PROPOSITION 3.41. Sei X : Q — A eine Zufallsvariable, sei n € N, und sei
B > 0. Dann gilt fir die Anzahl der typischen Ausgdinge von X :

- V (LogP (X)) LgrHX)=n8 | T(X 1, §)] < 2nHCO+n8,
B%n
Beweis: Wir wissen:

PIXMeT(X,n,8)= > PXM=al

aET(X,TL,/B)

Wegen P[X" € T(X,n,3)] <1 und (3.8) gilt
1= Z P[X["] =a] > Z 9—nH(X)-nf _ IT(X,n,3)|- o—nH(X)=ng

acT(X,n,B) acT(X,n,B)
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Daher gilt
T(X,n,B)] < 25,
Das beweist die zweite behauptete Ungleichung.

Um die erste Ungleichung zu beweisen, beobachten wir, dass wegen Propositi-
on 3.40 gilt:

V (LogP (X))
Also gilt
LogP(X
Z P[X[n]:a]zl_v< 0og ( ))
B#*n
aeT(X,n,3)
Nach (3.8) gilt daher
_ V (LogP (X))
nH(X)4+n
|T(X,n,ﬁ)|-2 ( HﬁZl—T
und somit
LogP(X
(x5 < (1 - L) s
n

0

DEFINITION 3.42. Sei 6 € (0,1), und sei X : 0 — A eine Zufallsvariable. Wir
definieren Hs(X) := logy(min{|S| | S C Aund P[X € S] >1-4}).

SATZ 3.43 (cf. [Mac03, Seite 78, Theorem 4.1]). Sei X eine Zufallsvariable,
und sei § € (0,1). Dann konvergiert die Folge (~Hs(X) | N € N) und es gilt
limy_oo +Hs(XM) = H(X).

Beweis: Sei ¢ > 0.

Wir konstruieren als erstes ng, sodass fiir alle n > ng gilt:

1
—Hs(X") < H(X) +e.
n

V (LogP(X)

Sei dazu ng so, dass 1 — s ) >1-4. Wegen Proposition 3.40 gilt dann fiir

alle n > nyg:
PIXM e T(X ne)>1-06.
Daher gilt fiir alle n > ng:
Hs(X") < logy(IT(X, n,€)]).
Aus Proposition 3.41 folgt
Hs(X"y < nH(X) + ne.



42 3. QUELLCODIERUNG

Nun zeigen wir, dass es nyg € N gibt, sodass fiir alle n > nyq gilt:
1
n
Dazu zeigen wir, dass es ein ng gibt, sodass fiir alle n > ng und fiir alle Teilmengen
S von A" mit |S| < 2M(X)7me gilt dass P[XIM € S] < 1 — § ist. Fiir diese

n gilt dann auch Hs(XM™) > nH(X) — ne. Sei ng so, dass 27035 < 1;5 wnd
V(?g)gQP(X))
3)*mo

Plxtle s) < P[xM e snT(X,n, %)} + P [XI g T(X,n, %)] .

(3.11) Hs(X™M) > H(X) —e.

< 1%5. Wir fixieren n € N mit n > ny. Es gilt nun

Wegen (3.8) gilt
P [X["] € SNT(X,n, g)] < |S] - 2 HE+ns

Da |S| < 2nH(X)=ne grhalten wir

wlm

P [XW € SNT(X,n, g)] < 97m,

Somit gilt
. V(LogP(X
P [XW € SNT(X,n, E)] e [XW ¢ T(X,n, 5)] < g-n3 , V(LogP(X))

2 2 (5)%-n

Da n > ng, erhalten wir daraus
1—60 1-90
PxMesS < ——+—-=1-04.
2 2

Fiir n > ng gilt also auch (3.11). O

Aus Satz 3.43 lasst sich der 1. Teil des Noiseless Coding Theorems herleiten, und
zwar ohne dass wir die Ungleichung von Kraft und McMillan brauchen.

2. Beweis von Satz 3.18: Sei R := Zi‘il p; - n;. Dann gilt also

E(LoCoX)=R.
H(X)

log, (D)
< % Sei nun n € N mit n > ng. Nach dem

Wir zeigen, dass fiir alle ¢ > 0 gilt: R > — ¢. Wir fixieren dazu ¢ > 0.
V(LoCoX)
(5)2n0

schwachen Gesetz der grofien Zahlen gilt

Wir wéhlen ng € N so, dass

I 5 2
(n) Z A b z
P ({w | H;Locoxm) Rl<sh=>z
Sei C" die erweiterte Codierung von {ay, as, ...,ap }+ nach {by,bs,...,bp}". Es
gilt dann
ZLOC’OX(wi) = LoC* o XM(w).

i=1
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Es gilt also

2
(3.12) f)LoC+oXWL<nR+n§ > 2.
Sei S die Menge, die durch

S:={aec A" | LoC+(a)<nR+n%}

definiert wird. Da C' eindeutig decodierbar ist, ist C* injektiv. Es gibt aber
hochstens ZZLZ?MEJ D? Wérter iiber einem D-elementigen Alphabet, deren Linge

< nR+n3 ist. Es gilt

[nR+nsg | NRAnE
Z Di < DlrftnslHt < prRins+l
< D1 <
=1
Wegen (3.12) gilt
2
PWMeﬂzg

Fiir 0 := 3 gilt also
H(;(X[n]) < logg (DnRJrn%Jrl) )

Wir erhalten also

(3.13) Hxxw)gb&u».m3+n%+1)

Da Gleichung (3.13) fiir alle n > nq gilt, gilt fiir alle n > ng mit % < £ auch

5
Hs(X™) <log,(D) - (nR+ ne).
Nach Satz 3.43 gilt lim, .o 2 Hs(X[) = H(X). Wir erhalten also
H(X) < Togy(D) - (R+2),

H(X)
log, (D)

und somit —e¢ < R. L]

Wir konnen Satz 3.43 auch benutzen, um Codierungen zu konstruieren, die H(X)
nahe kommen.

KOROLLAR 3.44. Sei X : Q — A eine Zufallsvariable mit Entropie H (X), und sei
e > 0. Dann gibt es einn € N und eine prifizfreie Codierung C' der Ausgdinge von
XU quf {by, by, ..., bp}, fiir deren durchschnittliche Codewortlinge E(LoC o X")
qgilt:

H(X)

1
ZE(LoCoXxMhy <« 227 4 o
n(o ° )_b&@fm
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Beweis: Wir wahlen d so, dass ¢ < m. Aus Satz 3.43 erhalten wir ein

ny € N, sodass fiir alle n > ng gilt: Hy(X™) < n- (H(X)+ £). Es gibt also fiir
alle n € N mit n > ng eine Menge S,, C A" mit P[X € S,] > 1— ¢ und

|| < 20T

Sei nun n € N so, dass n > ng und % < % Die Elemente in S,, lassen sich also
mit Wortern, die alle die gleiche Lange [log,(].S,|)] haben, codieren. Sei C; diese
Codierung.

Alle Folgen in A" lassen sich mit Wortern codieren, die alle die gleiche Lénge

[logp(|A|™)] haben. Sei Cy diese Codierung.

Wir definieren nun eine Codierung C' : A" — {by, by, ...,bp}" folgendermafien:

e Wenn a € S, so ist C'(a) := 0 C4(a).
e Wenn a € S, so ist C(a) := 1% Cy(a).

C ist eine prifixfreie Codierung der Ausginge von X . Wir bestimmen nun eine
obere Schranke fiir E(L o C o XI"). Es gilt

%-E (LoCoXxW) < % ((L+1logp (277C9F%) +1) +6 - (1 +logp (|A]") + 1))

2 1 2) - 0-2
< = +logp (2) - H(X) + OgDé) —+ ==+ dlogp (|4))
4 HX) -« H(X)
n

3
logy(D) 3 3° log, (D)

+ €.
O



KAPITEL 4

Kanalcodierung

1. Bedingte Entropie

Seien X, Y Zufallsvariablen. Die bedingte Entropie H(Y|X) gibt an, wieviele Bits
wir zur Ubertragung eines Ausganges von Y im Durchschnitt brauchen, wenn wir
annehmen, dass dem Sender und dem Empféinger der Ausgang von X bekannt
ist.

DEFINITION 4.1. Sei Q ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien X :  — A und

Y : Q — B Zufallsvariablen. Dann definieren wir die bedingte Entropie von Y,
wenn X bekannt ist durch H(Y|X):= HX ®Y) — H(X).

SATZ 4.2. Sei Q ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien X : 2 — A und Y :
Q) — B Zufallsvariablen. Dann gilt

H(Y|X) = > —P[X=a &Y =b]-logy(P[Y =b| X =a]).

(a,b)eAxB
P[X=a & Y=b]>0

45
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Beweis: Es gilt

Y —PX=a&Y =0b-log,(P[Y =b| X =d)

(a,b)eAxB
P[X=a & Y=b]>0

S —P[X:a&yzb]-log2(P[Y;[;&:);]:a])

(a,b)eAxB
P[X=a & Y=b]>0

= Y —PX=a&Y =10 (log,(P[Y =b& X = a]) — log,(P[X = a]))

(a,b)eAxB
P[X=a & Y=b]>0

— Z —P[X=a& Y =b]-logy(P[Y =b & X = a])

(a,b)eAxB
P[X=a & Y=b]>0

— Y —PX=ak& Y =1 log,(P[X = d])

(a,b)eAxB
P[X=d & Y=b]>0

=HX®Y)- Y —log(P[X=a)- Y PX=a&Y =10

ac€A beB

P[X=a]>0 P[X=a & Y=b]>0
=HX®Y)- Y —log,(P[X =a]) P[X =d
a€A
P[X=a]>0

—H(X®Y) - H(X) = H(Y|X).

DEFINITION 4.3. Sei 2 ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei X : 2 — A eine

Zufallsvariable. Fiir a € A mit P[X = a] > 0 definieren wir eine Menge Q|x—,
durch

Qxee ={w e Q| X(w) = a}.
Wir definieren auf dieser Menge ein Maf§ durch

P(w)

Mool = Pl =y

PROPOSITION 4.4. Sei Q) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien X : Q@ — A
und Y : Q — B Zufallsvariablen. Sei a € A mit P[X = a| > 0. Dann ist die
Funktion
Y|X:a : Q|X:a — B
w — Y(w)
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eine Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (| x=q, P x=a). Es gilt

HY|X)= ) PX=a HY|x=)

a€A
P[X=a]>0

Beweis:

Y. PX=a-H(Y|x=0)

acA
P[X=a]>0
= Z P[X = CL]' Z - \X:a[Y|X:a = b]'10g2(P\X:a[Y|X:a = b])
acA beB
P[X=a]>0 Pix=alY|x=a=0]>0
PlY =b & X =d
= ). PX=adl > T PIX =d logy(P[Y =b| X = a)
acA beB
P[X=a]>0 P[Y=b & X=a]>0
=> > ~PlY =b& X =a] logy(PlY =b| X =d)
acA

beB
P[Y=b & X=a]>0

— H(Y|X).

Die letzte Gleichheit gilt wegen Satz 4.2.
O

PROPOSITION 4.5. Sei Q0 ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien X : Q@ — A
und Y : Q — B Zufallsvariablen. Wir definieren die Zufallsvariable LogP(Y|X)
durch

LogP(Y|X) — R
{ —log, (P Y(w) | X = X(w)]) falls P(w) > 0,

0 sonst.

Dann gilt E(LogP(Y|X)) = H(Y|X).
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Beweis: Wir verwenden in diesem Beweis wieder die Funktion § mit der Eigen-
schaft 0(z,y) = 1, falls x = y und 6(x,y) = 0, falls = # y.

E(LogP(Y[X)) = Y P(w)-(~logy(PY =Y(w) | X = X(w)]))

P(w>0)
= ) P >, (—logy(P[Y =b| X =a])) - (Y (w),b) - 0(X(w), a))
Plost) PIYD e X0
= > (—logs(PlY =b| X =a])) > 6(Y(w),0)-8(X(w),a))- P(w)
P[y(iﬂfé?jpo P?f)go
= > (—logy(PlY =b| X =a)))PlY =b & X =a] = H(Y|X).

(a,b)eAxB
PY=b & X=a]>0

2. Eigenschaften der bedingten Entropie

Wir werden einige Eigenschaften der bedingten Entropie brauchen.

SATZ 4.6. Sei Q ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien X : @ — A und Y :
Q) — B Zufallsvariablen. Dann gilt:

(1) 0 < HY|X) <
(2) HY @ Z|X) < H(Y|X) + H(Z|X).

(3) (Kettenregel) HY @ Z|X)=H(Y|X)+ H(Z| X ®Y).
(4) HZIX®Y) < H(Z|X).

H(Y).

Beweis: (1): Aus Satz 4.2 folgt H(Y|X) > 0, da alle Summanden nichtnegativ
sind. Wegen Korollar 3.11 gilt H(Y|X)=H(Y®X)-H(X)< HY)+H(X)—
H(X)=H(Y). Un (2) zu beweisen, benutzen wir die Darstellung der bedingten
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Entropie aus Proposition 4.4 und erhalten

HY®Z|X)= Y  H(Y®Z)|x=)
acA
P[X=a]>0

= Z H(Y|X:a &® Z|X:a)

a€A
P[X=a]>0

< Y H(Y|x=a) + H(Z|x=)

a€A
P[X=a]>0

= > H(V|x=)+ Y, H(Z|x=)

acA acA
P[X=a]>0 P[X=a]>0

=HY|X)+ H(Z|X).
Fiir (3) berechnen wir H(Y|X)+ HZ|IX®Y)=H(Y ®X)-H(X)+ HZ®
XQY)-HX®Y)=-HX)+HZX®Y)=HY ® ZX). Un (4) zu
beweisen, verwenden wir die Gleichung (3) und erhalten H(Z|X ® V) = H(Y ®
Z|X)—H(Y|X). Nun verwenden wir (2) und erhalten H(Y ® Z|X) - H(Y|X) <
H(Y|X)+ H(Z|X) - H(Y|X) = H(Z|X). O

LEMMA 4.7. Sei Q ein Wahrscheinlichkeitsraum, sei n € N, und seien
X1, Xo, .o, X und Y1, Ys, .. Y, auf Q definierte Zufallsvariablen. Dann gilt

HY,® @Y, | X1 @ ®X,) <Y HYi|X).

i=1
Beweis: Durch Induktion erhalten wir aus Satz 4.6 (2) die Ungleichung
HY, @ @Y, X1 @ 0X,) <> HYi|X; 9 ®X,).
i=1

Nun ist der i-te Summand dieser Summe wegen Satz 4.6 (4) hochstens H(Y;]X;).
Esgilt also HY1 ® - @Y, | X1 @@ X,) <> | HY|X;). O

SATZ 4.8. Sei Q) ein Wahrscheinlichkeitsraum, seien n, M, N € N, und seien
X1, X0, 0, Xt Q= A{1L,2,... . M} und Y1,Ys,...,Y, : Q — {1,2,...,N} Zu-
fallsvariablen. Sei X =X, ® - @ X, undY =Y, ® ---QY,. Wir nehmen an,
dass fir alle (iy,19,...,1,) € {1,2,..., M}"™ und (j1,72,---,Jn) € {1,2,..., N}"
mit P[X = (iy,...,i,)] > 0 gilt:

PY = (j1o- - gn) | X = (i, in)] = [] PV = di | Xio =i,

k=1
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Dann gilt H(Y|X) =1, H(Yi|Xy).

Beweis:
H(Y[X) =
= Y P =j&X=Tlog(PY =7|X=1)
je{1,2,..,N}"
ie{1,2,...M}"
P[Y=j & X=i]>0
=> > —PlY =7 & X =1]logy(P[Yy = ji | Xy = i]).
F=1 ez, Ny
ie{1,2,..,.M}"

P[Y=] & X=i]>0

Wir berechnen jetzt die innere Summe und erhalten

je{1,2,..,N}"
€{1,2,...M}"

P[Y=j & X=i]>0

> 3 PV =j&X =1
j€{1,2,...N}" (a,b)e{1,2,..., M} x{1,2,....N}
i€{1,2,....M}" P[Yy=b & Xp=a]>0

P[Y=j & X=1]>0

log,(PYy =b | Xy = al]) - 6(jx, b) - 0(ix, a)
— Z —logy(P[Yy = b | X} = d])-

(@b)e{1,2,.. M}x{1,2,...N}
P[Yk:b & Xk:a]>0

> 00k, b) - 0(in,a) - PV = j & X =]

je{1,2,..,N}"
i€{1,2,.... M }™

= Z —logy(P[Yy =0 | Xi =al])- P[Yy =0 & Xi, = ]

(a,b)e{1,2,....M}x{1,2,....N}

= H(Yi| X))
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3. Bedeutung der bedingten Entropie

Wir geben nun eine Interpretation von H(Y|X) an. Fir a € A” und b € B”
schreiben wir (a, b)” fiir den Vektor ((ay, 1), (az,bs), ..., (an,b,)) in (A x B)™

DEFINITION 4.9. Sei 2 ein Wahrscheinlichkeitsraum, seien X : €2 — A und
Y : Q — B Zufallsvariablen, und sei n € N. Eine Funktion C': (AxB)" — {0, 1}
ist eine giiltige Codierung von n Ausgingen von Y auf der Basis von X, wenn

fiir alle a € A™ die Abbildung

Ca : B" — {0,1}"
b — C((a,b)7)

injektiv ist. Wir definieren Us(Y'|X), den Informationsgehalt von Y auf der Basis
von X, durch

1
Us(Y|X) := liminf inf{EE(L oCo(X®Y)|

n—oo

C' ist eine giiltige Codierung von n Ausgéngen

von Y auf der Basis von X }

SATZ 4.10. Sei Q ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien X : QQ — A und Y :
Q) — B Zufallsvariablen. Dann gilt Us(Y|X) = H(Y|X).

Wir zeigen als erstes Us(Y|X) < H(Y|X). Sei n € N. Wir betrachten die Zu-
fallsvariablen X[ und Y, die beide auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum
Q" definiert sind. Sei a € A™ mit P[XI" = a] > 0. Wir betrachten die auf
erlnl:a definierte Zufallsvariable Y| (,_,. Wir finden eine prifixfreie Codie-
rung C, der Ausginge dieser Zufallsvariablen, die im Durchschnitt hochstens
H(Y™|ym_,) + 1 Bits pro Ausgang braucht. Das bedeutet

Py =b & X = 3]
4.1 L(Cy(b)) < HYM | gpuy) + 1.
@) Y s (Calb)) < HI M x0_) +
beB”
Fiir die a € A" mit P[X" = a] = 0 wihlen wir als C, irgendeine injektive

Funktion von B™ nach {0, 1}". Wir definieren nun C': (A x B)" — {0,1}* durch

C((a,b)T) := C,(b).
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Wir berechnen nun den Erwartungswert von Lo C o (X ® Y)". Es gilt

E(LoCo(X@Y)=>3" 3" PlxM=a&y" =b] - L(C((a,b)"))

acA™ beB"

o] — "l — 4
- Y rptea Y e m)

Xl = ]
acA™ bes™
P[x["=a]>0
< Y PP =al (HY ) + 1)
acA™
P[x["l=a]>0

= H(yM| x4 1.

Wir verwenden nun Lemma 4.7 fiir die Zufallsvariablen X; : Q" — A, w — X (w;)
und Y; : Q" — B, w — Y (w;) und erhalten

HYMXM) 4+ 1 <Y HW|Xp) +1=n-HY|X)+1
k=1
Somit erhalten wir Us(Y|X) < liminf, .. H(Y|X) + =, und somit U(V]X) <
H(Y|X).

Nun zeigen wir Us(Y]X) > H(Y|X). Dazu zeigen wir, dass fiir alle € > 0 gilt:
Uy(Y|X) > H(Y|X) — €. Sei dazu € > 0. Fiir alle n € N gibt es eine prifixfreie
Codierung C'x von X", die im Durschnitt weniger als H(X ™)+ 1 Bits pro Aus-
gang von X[ braucht. Wegen der Definition von Uy (Y |X) gibt es fiir unendlich
viele n € N eine giiltige Codierung C' von n Ausgaiigen von Y auf der Basis von
X mit

E(LoCo(X@Y)M) <n- (Up(Y]|X) + %).

Da fiir jedes a € A" die zugehorige Funktion C, nur | B|™ verschiedene Werte an-

nehmen muss, konnen wir jedes C, durch eine injektive Funktion C}, ersetzen, so-
dass fiir alle b € B" gilt L(C%(b)) < L(Ca(b)) und L(CL(b )) <log,(|B|")+1. Wir

IOgQ(nIOgQ(‘B‘)+1)+2 < 6

wiéhlen jetzt unter diesen unendlich vielen n € N eines mit
8

und 711 < £. Wir bilden dann folgende eindeutig decodierbare Codlerung der
Ausginge von (X ® Y),

Sei ¢: N — {0,1} eine prifixfreie Codierung der natiirlichen Zahlen, die fiir alle
n € N die Abschitzung

L(c(n)) < 2logy(n) + 2
erfiillt. Fiir a € A" und b € B" codieren wir (a,b)” durch

Cxev((a,b)") = Cx(a) x c(L(Cy)(b)) x C4(b).
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Der Erwartungswert fiir die Léange dieser Codierung C'xgy lésst sich durch

E(Lo Cxgy o (X @ Y)M)

< (H(X!) +1) + (2logy(nlogy(|B) + 1) +2) + (n- (Ux(Y]X) + )

abschéitzen. Wegen des Noiseless Coding Theorems muss also gelten
(H(XM)-+1) + (2logy(nlogy(| BI) + 1) +2) + (n- (UyY1X) 4 5)) 2 H(X@Y)P),
also
(RH(X) +1) + (2 logy(n logy(|B]) + 1) +2) + (n- (Ua(Y]X) +5)) 2 n H(X &),
Wir divideren diese Ungleichung durch n und erhalten

H(X) + % + % U (Y|X) + % > H(X®Y),

also
Uy(X)>H(Y|X)—e.

4. Der gegenseitige Informationsgehalt

DEFINITION 4.11. Sei €2 ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien X :  — A und
Y : Q) — B Zufallsvariablen. Die gegenseitige Information zwischen X und Y ist
definiert durch

I(X;Y)=HX)+HY)-HX®Y).

Es gilt I(X;Y) = H(X) — H(X]Y). Die Grole I(X;Y) gibt also an, wieviele
Bits man sich bei der Ubertragung von X spart, wenn man Y kennt. Ebenso gilt
I(X;Y)=HY)—- HY|X). I(X;Y) gibt also zugleich an, wieviele Bits man
sich bei der Ubertragung von Y spart, wenn man X kennt.

5. Markovketten

DEFINITION 4.12. Sei €2 ein Wahrscheinlichkeitsraum, sei n € N, seien

Ay, Ag, ..., A, Mengen, und sei fiir i € {1,2,...,n} die Funktion X; : Q — A;
eine Zufallsvariable. Die Folge (X1, Xa,...,X,,) ist eine Markovkette, wenn fiir
alle j € {2,...,n} und fir alle (a1, as, ..., a;) € []]_; A; mit

P[X1:a1 & Xo=ay & ... &Xj,lzaj,l] >0
gilt:
(42) PIXj=a; | Xjo1 = a;4]
IP[Xanj | Xj,lzaj,l &X]’,QICLJ‘,Q & ... &Xlzal].
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LEMMA 4.13. Sei S ein Wahrscheinlichkeitsraum, sein € N, seien Ay, As, ..., A,
Mengen, und sei fir i € {1,2,...,n} die Funktion X; : Q — A; eine Zufallsva-
riable. Wir nehmen an, dass (X1, Xs, ..., X,) eine Markovkette ist.
(1) Seien r € Ny, iy,149,...,i, € Nund k € {1,...,n — 1} so, dass
<< <k

Dann gilt fiir alle a € Hf;l A; mit PIXp =ar & Xiy =a;, & ... X, =
aiT] > 0:

P[Xk—f—l = Ag+1 | Xk = ag & Xil = Q4 & .. ~Xir = aiT] = P[Xk—f—l = Ak+1 | Xk = ak].

2) Seien i < j < k. Dann gilt fir alle (a;,a;,a;) € A; x A; x A, mit
( J g j J
P[Xk:ak&X]:aJ &XZ:CLZ] > 0:

P[szak | Xj:aj&Xi:ai]:P[Xk:ak | Xj:aj].
Beweis: Wir beweisen (1) durch Induktion nach k& — r. Falls k& — r

ist die Behauptung genau die Markov-Eigenschaft (4.2). Wenn k& — r > 2, dann
wéhlen wir ein j € {1,2,...,k — 1} \ {41, ...,4,}. Wir kiirzen nun ab:

plaj,,...,a;,) = P[X; =a; & - & Xj, = a;,].

Sei (aiy, .-, ai.,ak) so, dass p(a;,...,a;.,a;) > 0. Dann gilt
P(@iys - Qi Ay A1) = Z P(aiys - Gy g, Ay Q)
aj€A;
Wir nehmen nun an, dass a; so ist, dass p(a;,, ..., a;., a;, a, ap+1) # 0. Dann gilt
P(@iys - -5 Qi g, gy gir) = p(iys - -5 G, a5, ax) - plags | @iy, -5 a6, a5, ).

Nach Induktionsvoraussetzung gilt also

plai,, .. -7az‘r7aj,ak,ak+1) = p(ai,, . .. aairaajaak) - pagsa | a)-
Somit gilt
Z p(aiw sy Qg GG, G, a’kJrl)

ajGAj

= > plai, i a5, ak) - plags | ax)

ajGAj
= p(a’kJrl | a’k) : p(a’iw ceey Gy, ak)'
Daraus erhalten wir
p(ailu ey Gy A, akJrl) _ p(ak-i-l | ak)-
p(a'ip ey Qg a’k)

Das beweist (1).
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Wir beweisen nun (2) durch Induktion nach k — j. Falls k — j = 1, so ist die
Gleichung (2) ein Spezialfall der bereits bewiesenen Gleichung (1). Falls k—j > 2,
so gilt (mit den gleichen Abkiirzungen wie im Beweis von (1)):

plaj, ar) = Z plaj, a1, ar)

ap_1€AL_1
p(aj,ar—1)>0

- Z p(a;) - plag— | aj) - plag | aj,g_1).

ap_1€AL_1
p(aj,ap—1)>0

Nach Induktionsvoraussetzung gilt p(ax—_; | a;) = p(ax—1 | @i, a;). Gemeinsam
mit (1) erhalten wir

> play) - plaes | a) - plax | aj,a5-1)

ap_1€A5_1
p(aj,ar—1)>0

= Z play) - plar—1 | ai, a5) - plax | as, a5, ax_1)

ap_1€AK_1
p(ajyak71)>0

=pla;)- Y. plar,a | aa)

ap_1€Ax_1
p(ajyak71)>0

= play) - plax | ai,a;)

Somit gilt p(ay | a;) = plag | i, ay). O

Aus (2) dieses Lemmas folgt sofort:

KOROLLAR 4.14. Sein > 3, sei (X1, Xs,...,X,) eine Markovkette, und seien
i,7,k € N so, dass i < j < k <n. Dann ist (X;, X;, Xi) eine Markovkette.

LEMMA 4.15. Sei (XY, Z) eine Markovkette. Dann gilt:

(1) HZ|IX ®Y) = H(Z|Y);
(2) HX|Y ® Z) = H(X|Y).

Beweis: Fiir alle x,y, z bilden wir folgende Abkiirzungen: p(x,y, 2) :

&Y =y& Z==2],p(z| x):=P[Z=2| X =x]. Wir beweisen nun (1

P[X =
). Nach
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Satz 4.2 gilt

HZIX®Y)= >  —p(x,y.2) - log,(p(z | z,y))

(z,y,2)EAXBxC
p(x,y,2)>0

- Z —p(x,y, 2) - logyp(z | y)

(z,y,2)EAXBXC
p(z,y,2)>0

= > —ply,2)logs(p(z | y) = H(Z|Y).

(y,2)eBxC
p(y,2)>0

Fiir (2) zeigen wir zunéchst, dass mit (X,Y, Z) auch (Z,Y, X) eine Markovkette
ist. Tatséchlich gilt, falls p(z,y, z) > 0, auch

pl,y,2) _ pla,y) - p(z | 2y)
p(y. 2) p(y) - p(z | y)
Wir verwenden nun, dass (X,Y, Z) eine Markovkette ist, und erhalten
pe,y)-pzlzy) _plr.y) -ply) _
= px | y).
p(y) - p(z | y) p(y) - p(z | y)

Somit ist auch (Z, Y, X) eine Markovkette. Nach (1) gilt also H(X|Y) = H(X|Y®
7). ]

LEMMA 4.16. Sei (X,Y, Z) eine Markovkette. Dann gilt 1(X;7) < I(Y;Z) und
1(X:2) < I(X:Y).

plr |y, z) =

Beweis: Es gilt I(Y;Z) = H(Z) — H(Z|Y). Wegen Lemma 4.15 gilt H(Z) —
H(ZY) =H(Z)-HZX®Y) Da HZIX®Y) < H(Z|X), gilt H(Z) —
H(ZIX®Y) > H(Z)— H(Z|X) = I(X;Z). Fiir den zweiten Teil berechnen

wir [(X;Y) = H(X) — H(X]|Y). Wegen Lemma 4.15 gilt H(X) — H(X|Y) =

H(X) - HX|Y ® Z) > HX) — H(X|Z) = [(X; Z). O

X

SATZ 4.17. Sei (Xl, ..., X,) eine Markovkette, und sei 1 <i < j <mn. Dann gilt

Beweis: Da (X1, X;, X,,) eine Markovkette ist, gilt 1(X;; X,,) < I(X;; X,,). Da
(X, X, X,,) eine Markovkette ist, gilt 1(X;; X,,) < I(X;; X;). O

6. Kanile

DEFINITION 4.18. Seien M, N € N. Eine stochastische M x N-Matriz ist eine
M x N-Matrix mit Eintrdgen aus [0, 1], deren Zeilensummen alle gleich 1 sind.
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Seien X : Q — {xy,29,...,zy} und Y : Q — {y1, 42, ...,yn} Zufallsvariablen,
und sei P[X = ;] > 0 fiir alle ¢ € {1,...,M}. Dann ist die Matrix A mit
A(i,j) :== PlY =y, | X = x;] eine stochastische M x N-Matrix.

DEFINITION 4.19. Seien M, N € N. Ein Kanal ist ein Tripel

(<x17x27---737M)7(y17y27-"7yN)7A)7

wobei A eine stochastische M x N-Matrix ist, die Zeichen x4, xq, . .., x); paarweise
verschieden sind, und die Zeichen v, s, ...,yn ebenfalls paarweise verschieden
sind. Die Zeichen x4, ...,z heiflen Fingabezeichen, die Zeichen yy, . .., yyx heiflen
Ausgabezeichen des Kanals.

DEFINITION 4.20. Sei K = ((xl, To, s ar), (Y1, Y2, - UN), A) ein Kanal, und
sei X : Q — {x1,29,...,2)} eine Zufallsvariable. Eine Zufallsvariable Y : Q —

{y1, 92, ..., yn} isteine zum Kanal K und zur Fingabe X passende Ausgabe, wenn
fir alle s € {1,..., M} mit P[X = x;] > 0 gilt: A(i,j) = PlY =y, | X = x,].

SaTz 4.21. Sei K = ((z1,%2,...,20m), (41, Y2, - - Yn), A) ein Kanal, und seien
XY Zufallsvariablen. Wir nehmen an, dass Y eine zu K und X passende Aus-
gabe ist. Firi € {1,..., M} sei p; := P[X = x;] und A; der i-te Zeilenvektor
von A. Dann gilt

I(X;Y)=H((p1,p2,---,pm) - A) — Zpi'H<Ai)'

Beweis: Wir berechnen I(X;Y) als H(Y) — H(Y|X). Zunéchst sehen wir, dass
fir alle j € {1,..., N} gilt:

(4.3) PIY =y;] :ZP[X:@- &Y =yl
=N PIX =1 A(ij) = Y pAG,j).

Folglich gilt H(Y) = H((p1,pa;---,pum) - A).
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Nun berechnen wir H(Y|X). Es gilt
H(Y]X)
= > PIX =2, &Y = y;] - logy(P[Y = y; | X = x])
(1,5)€{1,c, M} x{1,....N}
P[X::L‘i & Y:yj}>0
= > pi - A(i, §) - loga(A(, 5))

(i) E{L,rs M} x{L,....N}
P[X=z; & Y=y;]>0

= > Y e Al) Toma(AG )

pi>0  A(ij)>0

= Z piH(A;) = ZpiH<Ai>'

pi>0
[

DEFINITION 4.22. Sei A eine stochastische M x N-Matrix, und seien p1, pa, ..., py €
[0,1] so, dass S°M, p; = 1. Fiird € {1,..., M} sei A; der i-te Zeilenvektor von A.
Dann definieren wir

T(A, (pl,pg, e ,pM)) = H((pl,pg, e ,pM) . A) — Zpl . H(AZ)

Wir nennen T(A, (p1,p2, - - - ,pM)) den Transinformationsgehalt von A beziiglich
der Wahrscheinlichkeiten (p1, pa, ..., Pur)-

SATZ 4.23. Sei K ein Kanal mit Matriz A, und seien X,Y Zufallsvariablen,
sodass Y eine zu K und X passende Ausgabe ist. Sei p; :== P|X = x;]. Dann gilt

I(X;Y)=T(A, (p1,p2; - -, pmr))-

DEFINITION 4.24. Sei K ein Kanal mit M Eingabezeichen und Kanalmatrix A.
Dann ist die Kanalkapazitit C' von K durch
M

C:= sup {T(Av <p17p27 v 7pM)) | P1,D2,-.-,PM € [07 1]721)1 = 1}
i=1
definiert

Fiir eine zum Kanal K und zur Eingabe X gehorende Ausgabe Y gilt also wegen
Satz 4.21 immer I(X;Y) < C.

Wir verwenden jetzt den Kanal mehrmals.
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DEFINITION 4.25. Sei n € N, sei K = ((z1,22,...,2um), (Y1, Y2, -, yn), A) ein
Kanal, und sei X : Q — {zy,z9,..., 2", Y + @ — {y1,42,...,yn}". Dann
ist Y eine zur n-facher Verwendung von K und zur Eingabefolge X passende

Ausgabefolge, wenn fiir alle (z;,, z,,...,2;,) mit P[X = (z;, %4, ..., 2;,)] >0

gﬂt: P[Y = (yjl7yj27 s 7yjn) | 7 = (Iiuxim B 7xln)] = HZ:I A(Zk7]k>

LEMMA 4.26. Sein € N, set K = ((x1, 22, ..., 2zn), (Y1, Y2, - - -, yn), A) ein Kanal,
und sei X : Q — {x1, 29, ..., o}, Y 1 Q — {y1, vy, ..., yn ", und sei Y eine
zur n-facher Verwendung von K und zur Eingabefolge X passende Ausgabefolge.
Sei k € {1,...,n}, sei X}, die k-te Komponente von X, und sei Y, die k-te
Komponente von Y. Dann gilt fiir alle iy, € {1,..., M} mit P[Xy = 2;,] > 0 und
alle jr, € {1,2,...,N}:

Py, =y;, | Xi = 2] = A(ix, jir)-
Beweis: Wir fithren den Beweis fiir £ = 1. Sei ¢ so, dass P[X; = z;] > 0.

Wir kiirzen P[Xy =z, & - & X, =2, & Y1 =y;, & -+ &Y, = y;,] mit
(i1, .- 0n, J1,---Jn) ab und erhalten:

P[Xl = Ty & Yi = yjl]
:p(ilajl)

= > T I

(2, eyin)€{1,..., M} 1
(G25-dn)€{1,.., N} 1

- 3 pliv, - in) - AGin, 1) - [ AGk, i)

(250 in)E{l 7777 M}n71 h=2

(j2s-rjn)E{L,.., N} 1

(i2 ..... in)e{l ..... M}"71 (]2 ..... jn)e{l ..... N}nfl k=2
(i2y0eyin) {1, M} k=2 je{l,..N}

_ 3 Plir, - in) - Alin, ) - [ 1
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SATZ 4.27. Sei K ein Kanal mit Kanalkapazitit C, sein € N, und sei Y eine

zur n-facher Verwendung von K und zur Eingabefolge X passende Ausgabefolge.
Dann gilt I(X;Y) <n-C.

Beweis: Fiir k € {_1, ...,n} sei X; die k-te Komponente von X und Y}, die k-te
Komponente von Y. Wegen Lemma 4.26 gilt, wenn P[X; = z;,| > 0:

Somit ist die Voraussetzung von Satz 4.8 erfiillt, und es gilt H(Y|X) = Y_7_ | H(Yi|Xy).
Wegen (4.4) ist Y eine zur Eingabe X} und zum Kanal K passende Ausgabe.
Somit gilt I(Xy;Yx) < C. Es gilt nun

I(X:7) = H(Y) — HY|X)
<3 HYY) — HVIX)
= ZH<Yk> - ZH<Yk|Xk)

k=1

= ZH<Yk> — H (Y| Xy)

= I(Yi; Xy)
k=1

<n-C.
O
7. Untere Schranken fiir den Ubertragungsfehler
DEFINITION 4.28. Sei K ein Kanal mit Eingabezeichen (z1,zs, ..., x)), Ausga-

bezeichen (yi,vs,...,yny) und Kanalmatrix A. Seien U, X,Y,V auf Q definierte
Zufallsvariablen. (Wir stellen uns vor, dass U(w) eine Nachricht, X (w) eine Co-
dierung dieser Nachricht fiir den Kanal, Y (w) die Ausgabe aus dem Kanal, und
V(w) die decodierte Nachricht ist.) Wir nennen (U, X,Y, V) ein Ubertragungssy-
stem fiir bindre Nachrichten der Linge m mit n-facher Benutzung des Kanals K,
falls folgende Eigenschaften erfiillt sind:

) (U, X,Y,V) ist eine Markovkette,
YU :Q —{0,1}™,

) X Q= {10, .., 20"

) Y:Q— {y17y27"'7yN}n7
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(5) Y ist eine zur n-fachen Verwendung von K und zur Eingabefolge X
passende Ausgabefolge,
6) V:Q—{0,1}™.

Die Ubertragungsrate des Systems ist gegeben durch R := ™ [Nachrichtenbits pro
Kanalzeichen].

DEFINITION 4.29. Sei (U, X,Y,V) ein auf Q definiertes Ubertragungssystem fiir
binéire Nachrichten der Lénge m. Dann definieren wir folgende Gréfen, um den
Ubertragungsfehler zu messen:

(1) den i-ten Einzelfehler Fj;, der bestimmt, ob die i-te Komponente der
empfangenen Nachricht mit der i-ten Komponente der gesendeten Nach-
richt {ibereinstimmt. Es gilt F;(w) = 1, falls U(w) (i) # V(w) (i), und
F;(w) = 0 sonst.

(2) die mittlere Bitfehlerrate pg, die durch pp := ZE(3°" | F;) definiert ist.

(3) die Blockfehlerrate p,, die durch p. := P[>, Fi > 1] definiert ist.

SATZ 4.30. Sei K ein Kanal mit Kanalkapazitit C, und sei (U, X,Y,V) ein
auf Q definiertes Ubertragungssystem fiir bindre Nachrichten der Linge m. Wir
nehmen an, dass alle Nachrichten gleichwahrscheinlich sind, also dass P[U =
x| = 27" fir alle x € {0,1}™. Sei p. die Blockfehlerrate und pg die Bitfehlerrate

des Ubertragungssystems. Es gilt:

Beweis: Fir den Beweis von (1) definieren wir eine Funktion F' auf 2 durch
F(w) =1, falls > | Fj(w) > 1, und F(w) = 0, falls >, F;(w) = 0. Fiir den
Erwartungswert F(F) gilt dann E(F') = p.. Wegen der Kettenregel gilt
HU®F|V)=H(U|V)+ H(F|V&U,).
Ebenso gilt
HU®F|V)=H(F|V)+ HU|V®F).
Da der Fehler F' durch V und U vollsténdig bestimmt ist, gilt H(F|V @ U) = 0.

Weiters gilt H(F|V) < H(F) = H(pe, 1 —p.). Nun finden wir eine Abschitzung
fir H({U|V ® F'). Wegen der Kettenregel gilt

HUIV © F) = H(U ® V|F) — H(V|F)
=pe-H(USV)|p=1)+(1—pe) H(URV ) | p=o) —pe H(V|p=1) —(1—pe) H (V| p=o)-

Es gilt nun H((U ® V)|p=o) = H(V|r=o), da im Fall ' = 0 die Ergebnisse von
U und V iibereinstimmen. Somit erhalten wir

HUV @ F) =pe - HU|p=1|V|r=1) < pe - H({U|p=1) < pe - 10gy(2™) = pe - m.
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Es gilt also
HUV) < H(pe, 1 = pe) + pe - m
und somit
HU; V) 2 H(U) = H(pe, 1 = pe) = pe-m
Wegen Satz 4.17 gilt I(U; V) < I(X;Y). Wegen Satz 4.27 gilt I(X;Y) < n-C.
Nach Voraussetzung gilt H(U) = m. Wir erhalten also

n-C>m—H(pe, 1 —pe) + pe-m,

also = .
2021_ <p67 _pe)_pe’
m m
und somit con )
De > 1 — (pea - pe) .
R m

Wegen H (p., 1 — p.) < 1 folgt daraus direkt (1).

Fiir den Beweis von (2) definieren wir eine Zufallsvariable F' durch
F=F® -&F,.
Es gilt wieder
HU®F|\V)=HU|V)+ H(F|V&®U)
und
HU®F|V)=H(F|V)+ HU|V®F).
Da auch dieses F' durch den Ausgang von U und V vollstindig gegeben ist, gilt

wieder H(F|V ®U) = 0. Ebenso ist U durch V' und F vollstédndig bestimmt, also
gilt H{U|V ® F) = 0. Sei p; der Erwartungswert von F;. Es gilt dann

m m 1
H(F|V) Z ; (pi, 1 —pi) =m ; —H(pi, 1 - p)
Wegen der Konkavitét der Funktion z +— H(z, 1 — x) gilt

H(pi, 1= pi) < m - H(=— zpz, ~ 25
i=1

m .

S|-

1

Es gilt LS p;= 15" B(F) = LBE(Y, F) = pp. Insgesamt gilt also

H(F|\V)<m-H(pg, 1 —pp).
Es gilt also
HUV) <m-H(ps, 1 - pp),
und somit wegen H(U) = m auch
I(U;V) =m—m-H(ps, 1 - pp).
Da I(U;V) < n-C, erhalten wir
n-C>m-—m-H(pg, 1 —pg),
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und somit

= Q

>1—H(pp, 1 —pa).

Wir beweisen nun (3). Wir definieren F' := > F;. Dann gilt Es gilt pp =
wE(F) = 5300 PIF = j] < 3300 m- PIF = j] = 32, P[F = j] =
P[F > 1] = p. und p. = P[F" > 1] :Zj:1P[F:j] < Zj:lj'P[F:j] =
E(F)=mpg. O

8. Sichere Ubertragung

Ziel dieses Abschnittes ist, folgende Versions des Shannonschen Kanalkodierungs-
satzes zu beweisen.

SATZ 4.31. Sei K ein Kanal mit Kanalkapazitit C, sei R < C, und sei € > 0.
Dann gibt es ein ng € N, sodass es fir alle n > ng ein Ubertragungssystem
(U, X,Y,V) mit n-facher Benutzung des Kanals K gibt, das folgende Eigenschaf-
ten erfillt:

(1) Die Ubertragungsrate R’ erfillt R’ > R.

(2) Fiir alle Nachrichten x € {0,1}™ gilt: P[V =x | U =x| > 1 —¢.

(3) Y st eine zur n-fachen Verwendung des Kanals K und zu X passende
Ausgabefolge.

Wir werden den in [CTO06] vorgestellten Weg einschlagen (siche auch [Mac03]),
und koénnen diesen Satz nach einigen Vorbereitungen am Schluss dieser Sektion
beweisen.

Seien xq,...,x) die Eingabezeichen und yy,...,yy die Ausgabezeichen dieses
Kanals, fiir den wir ein Ubertragungssystem suchen. Wir wihlen s Elemente
aus {x1,...,xp}"; mit diesen s Wortern konnen wir s verschiedene Nachrichten,
also ungefiahr log,(s) Bits kodieren. Fiir jedes dieser s Worter x wéhlen wir eine
Teilmenge B von {yi,...,ynx}", in der wir alle Worter sammeln, die wir zu x
decodieren.

DEFINITION 4.32. Sei ((x1,Za,...,2p), (Y1,Y2,---,Yn), A) ein Kanal, und seien
s,n € N. Ein (s,n)-Code fir diesen Kanal ist ein Paar

(xD, ..., x®) (By,...,B))),
wobei fiiralled € {1, ...,s} gilt: x®) € {x1, 29, ..., 27/} und B; C {y1, %o, ..., yn}"
Weiters fordern wir, dass fiir ¢ # j die Schnittmenge B; N B; leer ist.

Wenn wir y empfangen und y liegt in B;, dann decodieren wir y zu x),
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Wir {iberlegen uns nun, wie wahrscheinlich es ist, dass die Eingabe von x in den
Kanal die Ausgabe y erzeugt.

DEFINITION 4.33. Sei ((x1,x2,..., %), (Y1,Y2,---,Yn), A) ein Kanal, und seien
x €{xy, 29, ..., xm}", Y € {y1,Y2,...,yn " Dann definieren wir w(y | x) durch

w(y | X) = w((yjn o 7yjn) | (xi17 s >xln)) = H A(Zkvjk)
k=1

Wir messen nun fiir jeden Code die Wahrscheinlichkeit fiir einen Decodierungs-
fehler. Da wir zunéchst keine Wahrscheinlichkeitsrdume definieren, verwenden
wir das Wort Plausibilitdt und nicht das Wort Wahrscheinlichkeit.

DEFINITION 4.34. Sei ((x1, %2, ..., 2n), (Y1, Y2, - - ., yn), A) ein Kanal, seien s,n €
N, und sei ((xV),...,x®) (By,..., By)) ein Code fiir diesen Kanal. Dann defi-
nieren wir die Fehlerplausibilitit beim Senden von x® durch

e(x 0, x), By, B i) = 1= 3wy | x9).
YEB;

Die durchschnittliche Fehlerplausibilitit fiir diesen Code, abgekiirzt e((x(V), ..., x(®)))
ist gegeben durch

1 S

e((xW,.. x) (By,...,By)) ==Y e((xM, ... x¥) (By,...,B,),i).
s
i=1

DEFINITION 4.35. Seien X : Q@ — A und Y : Q — B Zufallsvariablen, sei
n € N und sei f > 0. Wir nennen ein (a,b)” € (A x B)" eine gemeinsam
typische Ausgangsfolge von X Y der Linge n zum Parameter 3, wenn folgende
Eigenschaften gelten:

(1) Die Folge (a,b)T ist eine typische Ausgangsfolge von X ® Y der Liinge
n zum Parameter § (wie in Defintion 3.39 definiert).

(2) Die Folge a ist eine typische Ausgangsfolge von X der Lénge n zum
Parameter f3.

(3) Die Folge b ist eine typische Ausgangsfolge von Y der Léinge n zum
Parameter 3.

Sei GT(X,Y,n,3) die Menge der gemeinsam typischen Ausgangsfolgen von X ®
Y.

PROPOSITION 4.36. Seien X : Q — A und Y : Q — B Zufallsvariablen, sei
n € N, und sei 8 > 0. Dann gilt
(45) P(X@Y)"eGT(X,Y,n,f)]
S V(LogP(X)) + V(LogP(Y)) + V(LogP(X ® Y))
> n
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Beweis: Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass (a,b)” nicht typisch fiir X ® Y zum
Parameter 3 ist, gilt nach Proposition 3.40

V(LogP(X ®Y
PIX @Y ¢ T(X 0 Yin ) < L2 O ),

Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass a nicht typisch fiir X zum Parameter ( ist, gilt

" V(LogP(X))

P[X[ ! ¢T(X,n,p) < T
Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass b nicht typisch fiir Y zum Parameter g ist, gilt

V(LogP(Y
PIY! g 7(v,n, ) < LEETD
n

Die Wahrscheinlichkeit, dass zumindest eine der Eigenschaften dafiir, dass (a, b)T
gemeinsam typisch fiir X und Y ist, nicht gilt, ist also héchstens

V(LogP(X ®Y))  V(LogP(X)) V(LogP(V))
Bn Bn B

n

LEMMA 4.37. Seien X : Q — A und Y : QQ — B Zufallsvariablen. Wir definieren

nun auf Q" x Q" die Zufallsvariablen X([jlbl}em und Ya[ﬁ}em durch
X["]

allein(wl?wQ) = X[n] (wl)

und

Y(L[Z}ein(wlu w?) = Y[n] ((UQ) .

@Y T ¢ GT(X,Y,n, B)] < 2n(-1(XY)+38)

allein

Dann gilt P[(XM

allein

Bewezis:
P(xM oyl T c oT(X,Y, - pixM =) & Py
[( alleln® allem) € ( y 15 T, 5)] [ allein a] [ allein
(a,b)T €eGT(X,Y;n,B)
= > P[xM = a] . P[yl" = b].

(a,b)T€GT(X,Y,n,B)

Nun verwenden wir, dass a typisch fiir X und b typisch fiir Y ist und erhalten
aus der Ungleichung (3.8)

Z p[X[n} _ a]_P[Y[n} — b < Z 9—nH(X)+nB o—nH(Y)+ns

(a,b)TeGT(X,Y,n,B) (a,b)TeGT(X,Y,n,3)
Da GT(X,Y,n,3) C T(X ® Y,n,3), hat diese Summe wegen Proposition 3.41
hochstens 2M1(X@Y)+n8 Qummanden. Wir erhalten also

Z 9 nH(X) 48 g=nH(Y)ins < gn(H(X@Y)~H(X)~H(Y)+3p)

(a,p)TeGT(X,Y,n,B)

:b]
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also insgesamt

@ YT € GT(X,Y,n, 3)] < 27(-1XY)+35)

allein

PIX

allein

0

DEFINITION 4.38. Sei K = ((z1,22,...,Zn), (Y1,Y2, - --,yn), A) ein Kanal, sei-
en s,n € N, sei f > 0, und seien X : Q@ — {z1,z9,...,2y} und YV : Q —
{y1,92,...,yn} Zufallsvariablen, sodass Y eine zur Eingabe X und zum Kanal
K passende Ausgabe ist. Fiir a € {x1,z,..., 2y }" definieren wir

J(@) = {y € {y1, 92, ..., yn}" | (a,y) € GT(X,Y,n, §)}.

Sei X = (xV, ..., x®) € ({x1,20,...,20}")% Fiir i € {1,...,s} definieren wir
die Menge B;(X,Y,X, ) durch

Bi(X,Y,%, ) = Jx)\ | J{T®) | ke {1,... s}, k #1i}.

Die Menge B; (X, Y, (xM, ... x®), B) enthélt also alle y, sodass (x| y) gemein-
sam typisch sind und y mit keinem anderen x*) gemeinsam typisch ist.

PROPOSITION 4.39. Sei K = ((z1,x2,...,2Mm), (Y1,Y2, - --,Yn), A) ein Kanal, sei-
en s,n € N, sei 3 > 0, und seien X : Q — {x1,29,...,2y} und Y : Q —
{y1,92, ..., yn} Zufallsvariablen, sodass Y eine zur Eingabe X und zum Kanal

K passende Ausgabe ist.

Die Zufallsvariable X™ ist auf Q" definiert, die Zufallsvariable (X ™)l quf (Qm)°.
Sei F' folgende auf (2")° definierte Zufallsvariable:

Fw) = e((X")¥w), (Bu(X, Y, (X)), B),..., B(X, Y, (X)) (w), 9))).
Dann gilt

V(LogP(X ® Y)) + V(LogP(X)) + V(LogP(Y))
Fon

E(F) < +(s—1)-2MIXY)435),

Beweis: Wir werden in den folgenden Rechnungen einige Abkiirzungen verwen-
den.

X = (xW, .. x)
p(X) = PXM)=x]
X = {zry,x9,.. ., 20 }"
B(x) = B(X.Y.x0,.. x®) ).
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Wir erhalten jetzt fiir den Erwartungswert von F":

Z > X (B1(X), .-, Bs(X)),1)

i=1 XeX's
N %Z Yop®E (1= Y wly [ xD)
i=1 XeX* yEB; ()
13 Y Y ey X9,
i=1 XeXs yEB;(X)

Sei S; der i-te Summand der dufleren Summe. Dann gilt wegen der Definition der
Mengen B;(X)

Si= Y p® - wly|x)

XEXS yEBi
S0 w1k - Y Y wly |
XEX'S yeJ(x() k=1 YEJ(x(R)
k#i
(4.6) |
=) p®- Y wly|x?)
xeX® yeJ(x()
-2 Z ) el XY,
xexs yeJ (x(¥)
k;ﬁz

Wir berechnen als erstes den Ausdruck

S r®- Y wly [ x?).

xeXs yeJ(x()
Wir fassen nun die Summanden mit gleichem x® zusammen. Es gilt offensichtlich
2 p®- 3, wyx) =3 ) sax?) p®)- ), wly]x?).
xeXs yeJ(x() XEXS aceX yeJ(x()

Wir vertauschen die Summanden und erhalten

Z Zé(a,x(i))~p(i)~ Z w(y | xU Z Z 5(a, x Z w(y | xD).

XeXs acX yGJ(x(Z)) acXx xeXx's yEJ(x('L))

Fiir die Summanden, fiir die §(x¥, a) 7& 0, gilt x) = a. Es gilt also

Z Z 5(a, x9)-p(x)- Z w(y | xU Z Z 5(a, x" Z w(y | a).

acX xXeXs yeJ(x(®) acX xeXs yeJ(a)
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Da 3 @ w(y | @) nicht von X abhéingt, kénnen wir diesen Ausdruck heraus-
heben und erhalten

Y sax) p®)- > wly|a)

acX XeXs yE€J(a)

||
S\
=}
=
p
~  ~—
I
Q')
99
N

Da die Zufallsvariable Y zum Kanal K und zur Eingabe X passend ist, gilt
P[XI" =a] - w(y | a) = PIXI" =a & Y = y]. Also gilt

> ) PlxM=al-w(y]a)

acX yeJ(a)
—3 Y PIXM —a &yl =y
acX ycJ(a)
= > PIXM =a &yl =y]
(a,y)T€GT(X.Yn.0)
= P[(X oY) € GT(X,Y,n,p)].

Aus diesen Rechnungen und aus Satz 4.36 erhalten wir

47 D p® - > wly|x)

XX yeJ(x®)
51— V(LogP (X)) + V(LogP(Y)) + V(LogP(X ® Y))
il /82/]’1/ .

Als néchstes nehmen wir k£ # ¢ an und schétzen den Ausdruck

S Y uly|x)
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nach oben ab. Zuerst fassen wir wieder die Summanden mit gleichem x*) und
x() zusammen. Formal machen wir das so:

dop®) - D wly | x?)
xXeXs yeJ(x(*))
=53 Y dax®) -8, x®) px) - Y wly | x?)

acX beX xeXs yGJ(x(k))

CY S s abx) px) - Y wly |
acX beX XeX's yeJ(b)

S D SRR B SRR ORTE)
acX beX \yeJ(b) xeXs

Da die s Komponenten von (X)) unabhingig sind, ist dieser letzte Ausdruck
gleich

I3 D wiyla)|-Pxt=a)- P[XIM =]

acX beX \yeJ(b)

:ZP[X["]: Z ZPX["—a w(y | a)

bexX y€J(b) acX

=Y PxM=b]. Y Y PxM=agky=y]
bex yeJ(b) acX

— Z P[x" =1p]- Z Pyl =y]
beX yeJ(b)

= > PIXM = p]. Pyl —y].

(b,y)T€GT(X,Yn,)

Wir definieren nun die Zufallsvariablen X" [n] und Y[ wie im Lemma 4.37.

allein allein
Dann erhalten wir

S PXM=b] Pyl =y
(b,y)TeGT(X,Y,n,3)

= Z P[Xglll]ein ® Ya[lrllem - (b y)]
(b,y)TeGT(X,Y,n,B)
= P[(Xyjiin ® Yaiian)" € GT(X,Y,, )]

Aus diesen Rechnungen und Lemma 4.37 erhalten wir also

(4.8) Z p(x) - Z w(y | x@) < gn(-1(XGY)+36)

xEXS yeJ(x(®)



70 4. KANALCODIERUNG

Aus (4.6), (4.7) und (4.8) erhalten wir also

V(LogP(X ®Y)) + V(LogP(X)) + V(LogP(Y))
Fon

Somit erhalten wir fiir E(F):

S, >1— —(s5—1)-2n-IXY)+35)

1 S
E(F)zl—;;Si

< V(LogP(X ®Y)) + V(LogP(X)) + V(LogP(Y))
< )

+(s—1)- on(=1(X;Y)+38)

0

PROPOSITION 4.40. Sei ((x1,xa,...,2n), (Y1, Y2, - - -, Yn), A) ein Kanal mit Ka-
nalkapazitit C, und sei € > 0. Sei R < C'. Dann gibt es ein ng € N, sodass es fiir
alle n > ng einen (s,n)-Code fiir diesen Kanal gibt, der folgende FEigenschaften
erfillt.

(1) s =2l
(2) Die durchschnittliche Fehlerplausibilitit fir diesen Code e erfiillt e < e.
Beweis: Wir setzen €1 := %, und s := 2/l Wir wihlen als erstes Zufallsva-

riablen X, Y so, dass Y eine zur Eingabe X und zum Kanal K passende Ausgabe
ist, und I(X;Y) > C' — ;. Wir setzen (3 := ;. Die Zufallsvariable F' aus Propo-
sition 4.39 muss auch Werte annehmen, die nicht grofler als ihr Erwartungswert
sind. Es gibt also wegen Propsition 4.39 zumindest ein w € (2")*, sodass

V(LogP(X © Y)) + V(LogP(X)) + V(LogP(Y))

g2-n

Fw) < 4 (s—1)-2n(-IXY)+3e)

Wir wahlen als Code

und
B; = B;i(X,Y,(xV, ... x()) &).

Die Zahl F(w) ist dann genau die durchschnittliche Fehlerplausibilitiat dieses
Codes e. Es gilt nun

(5 — 1) . 2n(*I(X;Y)+351) < 2[nR] . 2n(7](X;Y)+351)
< 2nR+1 . 2n(fC+€1+351)

— 2n(0—6€1+%—0+4€1)

Wenn n so grof} ist, dass % < g4, so gilt

271(0—6814-%—0-}—461) < 2—61-n
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Wenn wir n nun so wihlen, dass n > -+ und V(LOgP(X®Y))+V(L20 gP(X))+V(LogP(Y'))
) N

Eln
sund 271" < 5 so gilt e = Fw) < e.

O IA

Wir kénnen daraus jetzt das Ubetragungssystem konstruieren.

Beweis von Satz 4.31: Wir erhalten aus Proposition 4.40 ein ng € N, sodass es fiir
alle n > ng einen (s,n)-Code fiir den Kanal K mit s = 2Mn 5] gibt, dessen durch-
schnittliche Fehlerplausibilitdt hochstens § ist. Somit ist zumindest fiir die Hélfte
der Codewoérter die Fehlerplausibilitit beim Senden des Wortes x®) héchstens .
Wir nehmen an (x, ..., x(2)) seien diese Wérter. Wir bilden daraus folgendes

Ubetragungssystem fiir Nachrichten der Linge [n%} — 1 mit n-maliger Ver-
wendung des Kanals. Die Variable U wéhlt eine von § = “$%1-1 Nachrichten

der Linge [n“tf] — 1, jede mit gleicher Wahrscheinlichkeit. Die Zufallsvariable
X nimmt fiir die i-te Nachricht den Wert x® an. Die Zufallsvariable Y ist zur
Eingabe X und zur n-maligen Verwendung von K passend. Wir decodieren ein
y zu i, falls y € B;, und zu By, falls y in keinem B; liegt. Die Zufallsvariable V'
nimmt dann als Wert die i-te Nachricht an. Die Fehlerwahrscheinlichkeit beim
Senden der Nachricht ¢ ist dann genau die Fehlerplausibilitdt beim Senden des
iten Codeworts (beziehungsweise sogar eventuell kleiner, falls ¢ = 1). Es gilt (wir
schreiben n; fiir die i-te Nachricht):

PV =n;|U=n]>P[Y € B | X =x
-3 Ty T X
€B;
Da Y eine zur n-maligen Verwendung von K und X passende Ausgabefolge ist,
gilt
Y PV =y | X=x"1=> w(y|x?)
yeB; yeB;
=1-e(X, B,i)
>1—ce.
C+R CtR_
Nun berechnen wir die Ubertragungsrate R’ = +n 11 > = +n = C;F B _ %
Falls n > C 7> 1st diese Ubertragungsrate R’ groBer als R.
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