
KAPITEL 10

Lineare Algebra über k[x1, . . . , xn]

Wir beschreiben in diesem Kapitel, wie man Gleichungssysteme mit Koeffizienten

in multivariaten Polynomringen über einem Körper lösen kann.

1. Grundaufgaben für Moduln

In diesem Kapitel ist k stets ein Körper, n ∈ N, und k[x ] := k[x1, . . . , xn].

Definition 10.1. Sei m ∈ N, und sei Sei v = (v1, . . . , vm) ∈ k[x ]m. Die Po-

lynomdarstellung Φ(v) (bzw. Φe(v)) von v bezüglich der neuen Variablen e =

(e1, . . . , em) ist das Element
�m

i=1 viei im Polynomring k[x1, . . . , xn, e1, . . . , em].

Sei E := {ei | i ∈ m} und E2 die Menge {eiej | i, j ∈ m}. Der Ring

k[x , e ]/ �E2�k[x ,e] heißt Idealisierung des k[x ]-Moduls k[x ]m. Wir können nun

jeden Untermodul in ein Ideal von k[x , e ]/ �E2�k[x ,e] verwandeln.

Lemma 10.2. Sei m ∈ N. Mit I(k[x ]m) bezeichnen wir den von

e1 +
�
E2

�
k[x ,e]

, . . . , em +
�
E2

�
k[x ,e]

erzeugten Untermodul des k[x ]-Moduls k[x , e ]/ �E2�k[x ,e].

(1) I : k[x ]m → I(k[x ]m), I(v) := Φe(v) + �E2�k[x ,e] ist ein k[x ]-

Modulisomorphismus.

(2) Die k[x ]-Untermodule des Moduls I(k[x ]m) sind genau die Ideale I des

Rings k[x , e ]/ �E2�k[x ,e] mit I ⊆ �E�k[x ,e] / �E2�k[x ,e].

Korollar 10.3. Jeder Untermodul von k[x ]m ist endlich erzeugt.

Seien v (1), . . . , v (l) ∈ k[x ]m. Mit
�
v (1), . . . , v (l)

�
bezeichnen wir den von diesen

Vektoren erzeugten k[x ]-Untermodul von k[x ]m.
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Satz 10.4. Die Abbildung Î : {M | M ist k[x ]-Untermodul von k[x ]m} → {I | I
ist Ideal von k[x , e ]},

Î(
�
v (1), . . . , v (l)

�
) :=

�
{Φ(v (1)), . . . ,Φ(v (l))} ∪ E2

�
k[x ,e]

ist eine Bijektion zwischen den Untermoduln von k[x ] und den Idealen von k[x , e ]

mit E2 ⊆ I ⊆ �E�k[x ,e]. Weiters gilt M1 ⊆ M2 genau dann, wenn Î(M1) ⊆
Î(M2).

Satz 10.5. Seien r, s ∈ N, sei M ein Untermodul von k[x ]s+r. Dann gilt

M ∩ ({0}s × k[x ]r) = Î−1(Î(M) ∩ k[x , es+1, . . . , es+r]).

Daraus sehen wir, dass wir aus Erzeugern für M mithilfe der Eliminationseigen-

schaft von Gröbnerbasen M ∩ (0s × k[x ]r) berechnen können.

Satz 10.6. Seien n, r, s ∈ N, und seien a1, . . . ,ar ∈ k[x1, . . . , xn]
s. Seien

b1, . . . , br ∈ k[x ]s × k[x ]r definiert durch b1 := (a1, (1, 0, . . . , 0)), . . . , br :=

(ar, (0, 0, . . . , 1)). Sei Πr : k[x ]s × k[x ]r → k[x1, . . . , xn]
r, Πr(v ,w) := w die

Projektion auf die zweite Komponente, und sei

S := {(y1, . . . , yr) ∈ k[x ]r |
r�

i=1

yiai = 0}

der Modul der Syzygien von a1, . . . ,ar, und sei M ⊆ k[x1, . . . , xn]
s+r der von

b1, . . . br erzeugte k[x ]-Modul. Dann gilt

S = Πr(M ∩ ({0}s × k[x ]r)).

Beweis: ⊇: Die Menge N := {(v , (y1, . . . , yr)) ∈ k[x ]s × k[x ]r | v =
�r

i=1 yiai}
ist ein k[x ]-Untermodul von k[x ]s × k[x ]r. Da alle Erzeuger von M in N liegen,

gilt M ⊆ N . Sei nun w ∈ Pr(M ∩ ({0}s × k[x ]r)). Dann gilt (0,w) ∈ M , also

(0,w) ∈ N und folglich 0 =
�

wiai, und somit w ∈ S.

⊆: Sei y ∈ S. Dann gilt
�r

i=1 yiai = 0, also
�r

i=1 yibi = (0, y). Folglich gilt

(0, y) ∈ M und somit y ∈ Pr(M ∩ (0s × k[x ]r)). �

2. Matrizennormalformen

Definition 10.7. Sei k ein Körper, seien n, r, s ∈ N, seien e = (e1, . . . , es) neue

Variablen, sei x = (x1, . . . , xn), und sei ≤ eine zulässige Ordnung auf N0
n. Die
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Monomordnung ≤� auf k[x , e ] ist durch durch

(2.1) eαx β ≥� eα�
x β� ⇔ α >lex α

� oder (α = α� und β ≥ β�)

definiert. Eine Matrix A ∈ k[x ]r×s mit Zeilenvektoren a1, . . . , ar ∈ k[x ]s \ {0} ist

in Treppennormalform bezüglich ≤, wenn für G := {Φe(a1), . . . ,Φe(ar)} gilt:

(1) G ∪ E2 ist eine Gröbnerbasis bezüglich ≤�.

(2) Alle Elemente von G sind reduziert in G ∪ E2.

(3) Deg≤�(Φe(a1)) >
� · · · >� Deg≤�(Φe(ar)).

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Mit Rm×n bezeichnen wir die Menge aller

m×n-Matrizen mit Einträgen aus R. Für A ∈ Rm×n ist col(A) = {Ax | x ∈ Rn}
der Spaltenmodul von A, row(A) = {yA | y ∈ Rm} der Zeilenmodul von A. Die

Menge ker(A) = {y ∈ Rn | Ay = 0} ist der Kern oder Nullmodul von A.

Satz 10.8. Sei k ein Körper, sei A ∈ k[x ]r×s, und sei ≤ eine zulässige Mo-

nomordnung für k[x ]. Dann gibt es genau eine Matrix H mit s Spalten, sodass

row(A) = row(H) und H in Treppennormalform bezüglich ≤ ist.

Beweisskizze: Sei e := (e1, . . . , es) ein Tupel neuer Variablen, sei E = {e1, . . . , es},
seien a1, . . . , ar die Zeilenvektoren von A, sei G eine reduzierte Gröbnerbasis von

{Φe(a1), . . . ,Φe(ar)} ∪ E2 bezüglich der in (2.1) definierten Monomordnung ≤�,

und seien g1, . . . , gt die Elemente von G \E2 mit Deg≤�(g1) >
� · · · >� Deg≤�(gt).

Für i ∈ t sei hi ∈ k[x ]s so, dass Φe(hi) = gi. Dann leistet die Matrix H, deren

Zeilenvektoren h1, . . . , ht sind, das Gewünschte.

Die Eindeutigkeit folgt aus der Eindeutigkeit der reduzierten Gröbnerbasis. �

Lemma 10.9. Sei ≤ eine zulässige Monomordnung in k[x ], und sei A =

(aij)(i,j)∈r×s ∈ k[x ]r×s in Treppennormalform bezüglich ≤. Für i ∈ s ist die i te

Stufe von A die Menge

Si = {at,i ||| t ∈ r, at,i �= 0, und at,1 = · · · = at,i−1 = 0}.

Das i te Gabelideal von row(A) ist die Menge

Fi = {p ∈ k[x ] | ∃pi+1, . . . , ps ∈ k[x ] : (0, . . . , 0� �� �
i−1

, p, pi+1, . . . , ps) ∈ row(A)}.

Dann ist Si eine reduzierte Gröbnerbasis des Ideals Fi bezüglich ≤.
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Beweis: Sei p ∈ Fi mit p �= 0 und sei v = (0, . . . , 0� �� �
i−1

, p, pi+1, . . . , ps) ∈ row(A).

Dann gilt Φe(v) ∈ Î(row(A)), also pei +
�s

j=i+1 pjej ∈ Î(row(A)). Seien

a1, . . . ,ar die Zeilenvektoren von A. Da {Φe(a1), . . . ,Φe(ar)}∪E2 eine Gröbner-

basis von Î(row(A)) ist, gibt es ein t ∈ r, sodass Lt(Φe(at)) | Lt(pei +�s
j=i+1 pjej), also Lt(Φe(at)) | Lt(p)ei. Dann gilt ei | Lt(Φe(at)). Also gilt

at ∈ Si. Der Vektor at ist daher von der Form (0, . . . , 0, at,i, at,i+1, . . . , at,s) mit

at,i �= 0. Somit gilt Lt(Φe(at)) = at,iei. Es gilt also Lt(Φe(at))ei | Lt(p)ei und
somit Lt(at,i) | Lt(p). Somit bildet Si eine Gröbnerbasis von Fi. �

Satz 10.10. Sei k ein Körper, sei A ∈ k[x ]r×s, und sei ≤ eine zulässige Mono-

mordnung für k[x ]. Sei H die Treppennormalform von (A|Ir) bezüglich ≤. Wir

schreiben H in der Form

H = ( B C
0 D ) ,

wobei B genau s Spalten und C genau r Spalten hat, und die letzte Zeile von B

nicht der Nullvektor ist. Dann sind B und D in Treppennormalform, row(B) =

row(A), row(D) = ker(AT ) und B = CA.

Beweis: Seien e := (e1, . . . , es) und f = (f1, . . . , fr) Tupel neuer Variablen. Wir

bezeichnen die Zeilenvektoren von B mit b1, . . . , bm, die Zeilenvektoren von C

mit c1, . . . , cm, und die Zeilenvektoren von D mit d1, . . . , dl. Wir zeigen nun, dass

B in Treppennormalform ist. Sei G1 := {Φe(b1), . . . ,Φe(bm)}. Um zu zeigen,

dass G1 ∪ E2 eine Gröbnerbasis ist, wählen wir p ∈ �G1 ∪ E2�k[x ,e] mit p �= 0

und zeigen, dass Lt(p) durch einen führenden Term von G1 ∪ E2 teilbar ist. Da

p ∈ �G1 ∪ E2�k[x ,e], gibt es h1(x ), . . . , hm(x ) ∈ k[x ] und r ∈ �E2�k[x ,e], sodass

p(x , e) = (
m�

i=1

hi(x )Φe(bi)) + r(x , e).

Sei

q(x , e , f ) := (
m�

i=1

hi(x )Φe,f (bi, ci)) + r(x , e).

Wir betrachten nun Lt(q). Wenn in Lt(q) eine Variable fj aus f vorkommt, so

kann diese Variable nur in einem Summanden hi(x )Φe,f (bi, ci)) vorkommen. Da

fj dann nur mit Exponent 1 auftritt, kann wegen der Ordnung der Variablen in q

keine der Variablen aus e vorkommen. Damit kommt auch in p(x , e) = q(x , e , 0)

keine der Variablen aus e vor. Dann gilt aber p = 0. In Lt(q) kommt also kein fj
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vor. Wegen p(x , e) = q(x , e , 0) kommt der Term Lt(q) dann auch in p vor. Da

Supp(p) ⊆ Supp(q) gilt dann Lt(p) = Lt(q).

Wenn nun Lt(q) �∈ �E2�k[x ,e,f ], so verwenden wir, dass H in Treppennormalform

ist, und somit

G = {Φe,f (bi, ci) | i ∈ m} ∪ {Φf (dj) | j ∈ l} ∪ (E ∪ F )2

eine Gröbnerbasis ist. Es gibt dann also ein i ∈ m, Lt(Φe,f (bi, ci)) | Lt(q). Da
bi �= 0, gilt Lt(Φe,f (bi, ci)) = Lt(Φe(bi)). Somit gilt Lt(Φe(bi)) | Lt(p). Folglich
ist G1 ∪ E2 eine Gröbnerbasis.

Wegen bi �= 0 gilt Deg(Φe(bi) = Deg(Φe,f (bi, ci)), und somit gilt Deg(Φe(b1) >
�

· · · >� Deg(Φe(bm)).

Wir zeigen nun, dass G1 in G1∪E2 reduziert ist. Nehmen wir an, Lt(Φe(bi)) teilt

ein Monom in Φe(bj). Wegen Lt(Φe(bi)) = Lt(Φe,f (bi, ci)), teilt Lt(Φe,f (bi, ci))

daher ein Monom aus Φe(bj). Alle Monome aus Φe(bj) kommen auch in

Φe,f (bj, cj) vor. Das steht aber dann im Widerspruch dazu, dass G in G∪(E∪F )2

reduziert ist.

Wir zeigen als nächstes, dass auch D in Treppennormalform ist. Da

{Φf d1, . . . ,Φf (dl)} ∪ F 2 = G ∩ k[x , f ] und e >> f >> x , folgt das aus der

Eliminationseigenschaft von Gröbnerbasen.

Da row(H) = row(A|Ir), gibt es S ∈ k[x ]r×h und T ∈ k[x ]h×r mit H = S(A|Ir)
und (A|Ir) = TH. Daraus sieht man leicht, row(B) = row(A).

Wir zeigen nun ker(AT ) = row(D). “⊆”: Sei y ∈ k[x ]r so dass, ATy = 0, also yA =

0. Dann gilt y(A|Ir) = (0, y). Somit gilt Φe,f (0, y) ∈ Î(row(A|Ir))∩k[x , f ]. Wegen

der Elimationseigenschaft von Gröbnerbasen gilt daher Φe,f (0, y) ∈ Î(row(D)),

und somit (0, y) ∈ row(D). “⊇”: Jedes (x, y) ∈ row(A|Ir) ist von der Form (zA, z)

und erfüllt damit x = yA. Wenn nun y ∈ row(D), so gilt (0, y) ∈ row(0|D), und

somit (0, y) ∈ row(A|Ir). Also gilt 0 = yA, und somit y ∈ ker(AT ).

Für die Gleichung B = CA beobachten wir, dass jeder Vektor (x, y) ∈ row(A|Ir)
die Gleichheit x = yA erfüllt. Daraus erhalten wir B = CA (und auch 0 =

DA). �

Satz 10.11. Sei A ∈ k[x ]r×s und b ∈ k[x ]r×1. Sei H die Treppennormalform von
�

bT

AT
Is+1

�
.
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Wir schreiben H in der Form

H =




B ∗ ∗
0 v S

0 0 D


 ,

wobei B genau r Spalten, v genau 1 Spalte, und D genau S Spalten hat, in der

letzten Zeile von B nicht der Nullvektor steht, und der letzte Eintrag von v nicht

0 ist. Dann gilt:

(1) Die Einträge von v sind die reduzierte Gröbnerbasis des Ideals

(col(A) : b) := {p ∈ k[x ] | p b ∈ col(A)}

von k[x ].

(2) Das Gleichungssystem Ax = b ist genau dann lösbar in k[x ]s, wenn

v = (1). Dann hat S genau eine Zeile, und −S ist eine Lösung von

Ax = b.

(3) D ist in Treppennormalform, und row(D) = ker(A).

Beweisskizze: Wir setzen A� :=
�

bT

AT

�
, r� := s + 1, s� := r. Dann hat die Trep-

pennormalform von (A�|Ir�) nach Satz 10.10 die Form
�
B� C�
0 D�

�
mit B� ∈ k[x ]m×r

und D� ∈ k[x ]l×(s+1). Wir schreiben D� = ( v S
0 D ). Nach Satz 10.10 gilt row(D�) =

ker((A�)T ), also

row(( v S
0 D )) = ker(b|A) = {(x, y) ∈ k[x ]1+s | bx+ Ay = 0}.

Außerdem ist ( v S
0 D ) in Treppennormalform. Somit steht in den Zeilen von v eine

reduzierte Gröbnerbasis des ersten Gabelideals F1 von ker(b|A). Es gilt F1 = {u ∈
k[x ] | ∃y ∈ k[x ]s : ub+ Ay = 0} = {u ∈ k[x ] | ub ∈ col(A)} = (col(A) : b).

Das Gleichungssystem Ax = b ist genau dann lösbar wenn 1 ∈ (col(A) : b). Dann

ist die reduzierte Gröbnerbasis von F1 = {1} und somit v = (1). In diesem Fall

gilt S ∈ k[x ]1×s, und wegen (1|S) ∈ row(( v S
0 D )) = ker(b|A) auch b + AST = 0.

Also ist −S eine Lösung von Ax = B.

Da D� in Treppennormalform ist, gilt row(D) = {y ∈ k[x ]s | (0, y) ∈ row(D�)} =

{y ∈ k[x ]s | Ay = 0} = ker(A). �

Übungsaufgaben 10.12


