KAPITEL 10

Lineare Algebra iiber k[z1,...,z,)

Wir beschreiben in diesem Kapitel, wie man Gleichungssysteme mit Koeffizienten

in multivariaten Polynomringen iiber einem Korper 16sen kann.

1. Grundaufgaben fiir Moduln
In diesem Kapitel ist k stets ein Korper, n € N, und k[z] := k[xy, ..., z,)].

DEFINITION 10.1. Sei m € N, und sei Sei v = (vy,...,v,) € k[x]™. Die Po-
lynomdarstellung ®(v) (bzw. ®.(v)) von v beziglich der neuen Variablen e =

(e1,...,ey) ist das Element > " wv;e; im Polynomring k[, ..., Ty, €1,. .., €.

Sei E := {e; | i € m} und E? die Menge {e;e; | 7,5 € m}. Der Ring
klz, e]/<E2>kz[:c,e] heiflt Idealisierung des k[x|-Moduls k[z|™. Wir kénnen nun

jeden Untermodul in ein Ideal von k[z, e]/ (E2>k[ | verwandeln.

z,e

LEMMA 10.2. Sei m € N. Mit Z(k[x]™) bezeichnen wir den von

e+ (E%), e+ <E2>k[m,e]

[z.e]’

erzeugten Untermodul des k[x]-Moduls k[z, e]/ <E2>k[m,e]‘

(1) T : k[lz]™ — Z(k[z]™), I(v) = ®.(v) + (Ez)k[%e] ist ein k[x]-
Modulisomorphismus.

(2) Die k[z]-Untermodule des Moduls Z(k[z]™) sind genau die Ideale I des
Rings k[z, e]/ <E2>k[$,e] mit I C <E>k[z,e] / <E2>k[$,e]‘

KOROLLAR 10.3. Jeder Untermodul von k[x|™ ist endlich erzeugt.
Seien v, ... v® € k[x]™. Mit [’v(l), e v(l)} bezeichnen wir den von diesen

Vektoren erzeugten k[z]-Untermodul von k[x]™.
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SATZ 10.4. Die Abbildung T : {M | M ist k[z]-Untermodul von k[z]™} — {I | I
ist Ideal von klx, e},

~

I([v(l), ce v(l)}) = <{q)('v(l)), L0} U E2>k

[z, €]

ist eine Bijektion zwischen den Untermoduln von k[x] und den Idealen von k[, €]
mit B> C I C (E)k[%e]. Weiters gilt My C My genau dann, wenn f(Ml) -

A~

Z(Msy).
SATZ 10.5. Seien r,s € N, sei M ein Untermodul von k[z]**". Dann gilt

MO ({0} x k[z]") = T HZ(M) N[z, essq, . . ., esrr])-

Daraus sehen wir, dass wir aus Erzeugern fiir M mithilfe der Eliminationseigen-
schaft von Grobnerbasen M N (0° x k[z]") berechnen koénnen.

SATz 10.6. Seien n,r,s € N, und seien ai,...,a. € klxy,...,x,]°. Seien
bi,...,b. € k[x]® x k[z]" definiert durch by = (ay,(1,0,...,0)),...,b. =
(a,,(0,0,...,1)). Sei I, : k[z]® x klz]" — k[z1,...,2,]", IL.(v,w) := w die

Projektion auf die zweite Komponente, und sei

Si={(y, - ur) € k[z]" | Zyiai =0}

s+r

der Modul der Syzygien von ay, ..., a., und sei M C k[xy,...,z,] der von

by, ... b, erzeugte k[x]-Modul. Dann gilt
S =1L.(M N ({0}° x k[z]")).

Beweis: O: Die Menge N := {(v, (y1,...,y,)) € k[z]* x k[z]" | v = >_|_, via;}
ist ein k[z]-Untermodul von k[z]* x k[z]". Da alle Erzeuger von M in N liegen,
gilt M C N. Sei nun w € P.(M N ({0}° x k[z]")). Dann gilt (0, w) € M, also
(0,w) € N und folglich 0 = > w;a;, und somit w € S.

C: Sei y € S. Dann gilt Y7, y;a; = 0, also >.._, y:b; = (0,y). Folglich gilt
(0,y) € M und somit y € P.(M N (0° x k[z]")). O

2. Matrizennormalformen

DEFINITION 10.7. Sei k ein Korper, seien n,r, s € N, seien e = (eq, ..., €5) neue
Variablen, sei € = (z1,...,z,), und sei < eine zulissige Ordnung auf Ny". Die
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Monomordnung <’ auf k[x, e] ist durch durch
(2.1) ez’ > ez’ o a > o oder (o =a' und § > ')

definiert. Eine Matrix A € k[z]|™*® mit Zeilenvektoren ay, ..., a, € k[z]*\ {0} ist
in Treppennormalform beziglich <, wenn fiir G := {®.(a1),...,Pc(a,)} gilt:

(1) G U E? ist eine Grébnerbasis beziiglich <.
(2) Alle Elemente von G sind reduziert in G U E2.
(3) DEG</(®e(ay)) >"--- > DEG</(Pe(a,)).

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Mit R™*" bezeichnen wir die Menge aller
m X n-Matrizen mit Eintrdgen aus R. Fir A € R™ " ist col(A) = {Ax | x € R"}
der Spaltenmodul von A, row(A) = {yA | y € R™} der Zeilenmodul von A. Die
Menge ker(A) = {y € R" | Ay = 0} ist der Kern oder Nullmodul von A.

SATZ 10.8. Sei k ein Korper, sei A € k[z]™*, und sei < eine zulissige Mo-
nomordnung fir k[x]. Dann gibt es genau eine Matriz H mit s Spalten, sodass
row(A) = row(H) und H in Treppennormalform beziiglich < ist.

Beweisskizze: Sei e := (eq, ..., es) ein Tupel neuer Variablen, sei E = {ej, ..., e},
seien ay, ..., a, die Zeilenvektoren von A, sei GG eine reduzierte Grobnerbasis von
{®(ay),...,Pe(a,)} U E? beziiglich der in (2.1) definierten Monomordnung <’,
und seien gy, . .., g; die Elemente von G'\ E? mit DEG</(g1) >’ - -+ >' DEG</(g;).
Fiir i € t sei h; € k[z]® so, dass ®.(h;) = ¢;. Dann leistet die Matrix H, deren

Zeilenvektoren hq, ..., h; sind, das Gewiinschte.
Die Eindeutigkeit folgt aus der Eindeutigkeit der reduzierten Grébnerbasis. [
LEMMA 10.9. Sei < eine zulissige Monomordnung in klx|, und sei A =

(ai) (G jyerxs € klx]*® in Treppennormalform beziglich <. Fir i € s ist die ite
Stufe von A die Menge

rXs

Si={ari|ter,a,; #0, unda; =+ =ap;—1 =0}.
Das ite Gabelideal von row(A) ist die Menge

E - {p S I{Z[IIJ] | EIp’H-l?‘ -3 Ps € ]{5[113] : (07 N 707 D, Pit1,--- 7p3) € I'OW(A)}
i—1

Dann ist S; eine reduzierte Gréobnerbasis des Ideals F; beziiglich <.
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Beweis: Sei p € F; mit p # 0 und sei v = (0,...,0, p, pit1,...,ps) € row(A).
i
Dann gilt ®.(v) € Z(row(A)), also pe; + > i—in1 Pi€j € Z(row(A)). Seien
ai,...,a, die Zeilenvektoren von A. Da {®.(a),...,P.(a,)}UE? eine Grobner-
basis von Z(row(A)) ist, gibt es ein t € r, sodass LT(®.(a;)) | Lr(pe; +
> j—ir1Pi€j), also Lr(®e(ar)) | Lr(p)e;. Dann gilt e; | Lr(®c(ar)). Also gilt
a; € S;. Der Vektor a; ist daher von der Form (0,...,0, a, atit1,- .., at) mit
at; # 0. Somit gilt L1(P.(a;)) = are;. Es gilt also LT(®.(ar))e; | LT(p)e; und
somit LT (a;;) | LT(p). Somit bildet S; eine Grobnerbasis von F;. O

SATZ 10.10. Sei k ein Korper, sei A € k[x]™*, und sei < eine zuldssige Mono-
mordnung fir klx]. Sei H die Treppennormalform von (A|I,) beziiglich <. Wir
schreiben H in der Form

H = (jg g) )
wobei B genau s Spalten und C genau r Spalten hat, und die letzte Zeile von B

nicht der Nullvektor ist. Dann sind B und D in Treppennormalform, row(B) =

row(A), row(D) = ker(AT) und B = CA.

Beweis: Seien e := (eq,...,es) und f = (fi,..., f.) Tupel neuer Variablen. Wir
bezeichnen die Zeilenvektoren von B mit by,...,b,,, die Zeilenvektoren von C
mit ¢y, ..., ¢y, und die Zeilenvektoren von D mit dy, ..., d;. Wir zeigen nun, dass
B in Treppennormalform ist. Sei Gy = {®.(b1),...,Pe(bm)}. Um zu zeigen,
dass Gy U E? eine Grobnerbasis ist, wihlen wir p € (G} U E?) Kz.e] Wit p # 0
und zeigen, dass LT(p) durch einen fiihrenden Term von G; U E? teilbar ist. Da
p € (G1UE?), o, gibt es hi(z), ... hin(z) € k[z] und r € (E?)y, ), sodass

z,e€]

m

p(x,e) = (Z hi(x)®e(b;)) + r(x, e).

=1

Sei
q(z, e, f):= (Z hi(@)Pe,p(bi, i) + 1(x, €).

Wir betrachten nun LT(g). Wenn in LT(g) eine Variable f; aus f vorkommt, so
kann diese Variable nur in einem Summanden h;(x)®. ¢(b;, ¢;)) vorkommen. Da
f; dann nur mit Exponent 1 auftritt, kann wegen der Ordnung der Variablen in ¢
keine der Variablen aus e vorkommen. Damit kommt auch in p(z, e) = ¢(z, e, 0)

keine der Variablen aus e vor. Dann gilt aber p = 0. In Lr(¢) kommt also kein f;
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vor. Wegen p(z, e) = q(x, e,0) kommt der Term Lr(¢q) dann auch in p vor. Da
Supp(p) € Supp(q) gilt dann Lt(p) = LT(q).

Wenn nun L1(q) ¢ (E?) Kz,e,p)» SO verwenden wir, dass [ in Treppennormalform

ist, und somit
G={Peys(bici) | iem}U{Ps(dj)|jel}U(EUF)?

eine Grobnerbasis ist. Es gibt dann also ein i € m, LT(®, s(b;,¢;)) | LT(g). Da
b; # 0, gilt LT(®e f(bi, ;) = LT(Pe(b;)). Somit gilt Lr(P.(b;)) | LT(p). Folglich
ist G4 U E? eine Grobnerbasis.

Wegen b; # 0 gilt DEG(®.(b;) = DEG(®, f(bi, ¢;)), und somit gilt DEG(®,(by) >’
- >' DEG(®Pc(by)).

Wir zeigen nun, dass G in G; U E? reduziert ist. Nehmen wir an, LT(®.(b;)) teilt
ein Monom in ®.(b;). Wegen LT(®,(b;)) = L1(Per(bi,c;)), teilt LT(Pe f(bs, ;i)
daher ein Monom aus ®.(b;). Alle Monome aus ®.(b;) kommen auch in
@, #(b;, c;) vor. Das steht aber dann im Widerspruch dazu, dass G in GU(EUF')?

reduziert ist.

Wir zeigen als néchstes, dass auch D in Treppennormalform ist. Da
{®pdy,...,Pp(d))} UF? = GNklz,f] und e >> f >> z, folgt das aus der
Eliminationseigenschaft von Grobnerbasen.

Da row(H) = row(A|L,), gibt es S € k[z|™" und T € k[z]"*" mit H = S(A|I,)
und (A|l.) = TH. Daraus sieht man leicht, row(B) = row(A).

Wir zeigen nun ker(A”) = row(D). “C”: Seiy € k[z]" so dass, ATy = 0, also yA =
0. Dann gilt y(A|L.) = (0, y). Somit gilt @, (0, y) € Z(row(A|L,))Nk[z, f]. Wegen
der Elimationseigenschaft von CGrébnerbasen gilt daher @, ((0,y) € Z(row(D)),
und somit (0,y) € row(D). “D”: Jedes (z,y) € row(A|l,) ist von der Form (zA, z)
und erfiillt damit x = yA. Wenn nun y € row(D), so gilt (0,y) € row(0|D), und
somit (0,y) € row(A|I,). Also gilt 0 = yA, und somit y € ker(AT).

Fiir die Gleichung B = C'A beobachten wir, dass jeder Vektor (z,y) € row(A|L.)
die Gleichheit = = yA erfiillt. Daraus erhalten wir B = C'A (und auch 0 =
DA). O

SATZ 10.11. Sei A € k[x]"™* und b € k[z]™'. Sei H die Treppennormalform von

bT
( AT IS-‘rl > .
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Wir schreiben H in der Form

B x
H = 0 wv
0 O

SR

wober B genau r Spalten, v genau 1 Spalte, und D genau S Spalten hat, in der
letzten Zeile von B nicht der Nullvektor steht, und der letzte Eintrag von v nicht

0 ust. Dann gilt:
(1) Die FEintrige von v sind die reduzierte Grébnerbasis des Ideals
(col(A) : b) :={p € k[z] | pb € col(A)}

von k[x].

(2) Das Gleichungssystem Ax = b ist genau dann losbar in k[z]®, wenn
v = (1). Dann hat S genau eine Zeile, und —S ist eine Ldsung von
Az =b.

(3) D ist in Treppennormalform, und row(D) = ker(A).

Beweisskizze: Wir setzen A’ := (ff}), r" = s+ 1, s := r. Dann hat die Trep-

pennormalform von (A’|1,+) nach Satz 10.10 die Form (%" ) mit B’ € k[z]™*"

und D' € k[z]>*E+Y. Wir schreiben D' = (3 %). Nach Satz 10.10 gilt row(D’) =
ker((A)T), also

row((§ )) = ker(b]A) = {(z, y) € k[z]"" | bx + Ay = 0}.

AuBlerdem ist (§ ) in Treppennormalform. Somit steht in den Zeilen von v eine
reduzierte Grobnerbasis des ersten Gabelideals Fy von ker(b|A). Es gilt F} = {u €
klz] | Jy € k[z]® : ub+ Ay = 0} = {u € k[z] | ub € col(A)} = (col(A) : b).

Das Gleichungssystem Ax = b ist genau dann lésbar wenn 1 € (col(A) : b). Dann
ist die reduzierte Grobnerbasis von F; = {1} und somit v = (1). In diesem Fall
gilt S € k[z]™**, und wegen (1]S) € row((§5)) = ker(b|A) auch b+ AST = 0.
Also ist —S eine Losung von Az = B.

Da D’ in Treppennormalform ist, gilt row(D) = {y € k[z]|* | (0,y) € row(D’)} =
{y € klz]° | Ay = 0} = ker(A). O

UBUNGSAUFGABEN 10.12



