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KAPITEL 1

Mengenlehre

1. Geordnete Mengen

Eine geordnete Menge (M,≤) ist ein Paar aus einer Menge und einer Ordnungsre-

lation (also einer reflexiven, transitiven und antisymmetrischen binären Relation)

auf M . Die Relation ist ≤ ist linear , wenn für alle x, y ∈M gilt: x ≤ y oder y ≤ x.

Man nennt dann M eine Kette.

Definition 1.1. Eine geordnete Menge (M,≤) erfüllt die Maximalbedingung ,

wenn jede nichtleere Teilmenge von M ein maximales Element hat.

(M,≤) erfüllt also die Maximalbedingung, wenn

∀N ⊆M : N 6= ∅ ⇒ ∃n ∈ N : (∀x ∈ N : n ≤ x⇒ n = x).

gilt.

Definition 1.2. Eine geordnete Menge (M,≤) erfüllt die aufsteigende Kettenbe-

dingung (ACC), wenn es keine injektive Funktion f : N→M mit der Eigenschaft

f(i) < f(i+ 1) für alle i ∈ N gibt.

(M,≤) erfüllt also die (ACC), wenn es keine streng mononton wachsende Folge

〈mi ||| i ∈ N〉 aus M gibt.

Für die folgenden Sätze setzen wir voraus, dass die Axiome der Zermelo-Fränkel-

schen Mengenlehre mit Auswahlaxiom erfüllt sind.

Proposition 1.3. Eine geordnete Menge (M,≤) erfüllt die (ACC) genau dann,

wenn es für jede schwach monoton wachsende Folge 〈mi ||| i ∈ N〉 aus M ein

N ∈ N gibt, sodass für alle k ∈ N mit k ≥ N gilt: mk = mN .

Beweis: Sei (M,≤) eine geordnete Menge mit (ACC), und sei 〈mi ||| i ∈ N〉 eine

schwach monoton wachsende Folge aus M . Wenn es kein N mit der gewünschten

Eigenschaft gibt, so gibt es für alleN ∈ N ein k > N mitmN < mk. Wir definieren
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2 1. MENGENLEHRE

nun eine Funktion g : N → N rekursiv. Sei g(1) := 1. Für n ∈ N definieren wir

g(n + 1) als ein k ∈ N mit mg(n) < mk. Dann ist die Folge 〈mg(n) ||| n ∈ N〉 eine

eine streng monoton wachsende Folge aus M , im Widerspruch zur (ACC).

Wenn (M,≤) die (ACC) nicht erfüllt, so gibt es eine streng monoton wachsende

Folge aus M . Diese Folge wird aber nie konstant. �

Satz 1.4. Für eine geordnete Menge (M,≤) sind äquivalent:

(1) (M,≤) erfüllt die (ACC).

(2) (M,≤) erfüllt die Maximalbedingung.

Beweis: (1)⇒(2): Wir nehmen an, dass (M,≤) die (ACC) erfüllt. Wenn (M,≤)

nun die Maximalbedingung nicht erfüllt, so besitzt M eine nichtleere Teilmenge T

ohne maximales Element. Wir definieren nun eine Funktion f : N→ T rekursiv.

Wir wählen t ∈ T und definieren f(1) := t. Für n ∈ N definieren wir f(n + 1)

folgendermaßen: Da f(n) kein maximales Element von T ist, gibt es ein Element

t1 ∈ T , sodass f(n) < t1. Wir definieren nun f(n + 1) := t1. Die Funktion

f ist streng monoton wachsend, im Widerspruch dazu, dass (M,≤) die (ACC)

erfüllt. (2)⇒(1): Wir nehmen an, dass (M,≤) die (ACC) nicht erfüllt. Dann

gibt es eine streng monoton wachsende Funktion f von N nach M . Die Menge

T := {f(i) ||| i ∈ N} hat dann kein maximales Element. Also erfüllt (M,≤) die

Maximalbedingung nicht. �

Eine Möglichkeit, maximale Elemente einer Menge zu finden, bietet oft das Lem-

ma von Zorn.

Satz 1.5 (Lemma von Zorn). Sei (M,≤) eine geordnete Menge. Wir nehmen

an, dass jede linear geordnete Teilmenge L von M eine obere Schranke in M

hat. (Das heißt, dass es für jede linear geordnete Teilmenge L ein m ∈ M gibt,

sodass für alle l ∈ L die Relation l ≤ m gilt.) Dann besitzt (M,≤) ein maximales

Element.

Beweis: Siehe etwa [Hal76].



KAPITEL 2

Kommutative Ringe mit Eins

1. Kommutative Ringe mit Eins

Definition 2.1. Eine Algebra 〈R,+,−, ·, 0, 1〉 ist ein kommutativer Ring mit

Eins , wenn +, · binäre Operationen auf R sind, − eine unäre Operation auf

R ist, und 0, 1 Elemente aus R sind, sodass für alle x, y, z ∈ R die folgenden

Eigenschaften erfüllt sind:

(1) x+ 0 = x

(2) x+ (−x) = 0

(3) (x+ y) + z = x+ (y + z)

(4) x+ y = y + x

(5) (x · y) · z = x · (y · z)

(6) x · y = y · x
(7) x · 1 = x

(8) x · (y + z) = x · y + x · z.

Satz 2.2. Sei 〈R,+,−, ·, 0, 1〉 ein kommutativer Ring mit 1, und seien x, y ∈ R.

Dann gilt

(1) −(−(x)) = x

(2) x · 0 = 0.

(3) −(x · y) = (−x) · y = x · (−y).

Beweis: (1): −(−x) = −(−x) + 0 = 0 + (−(−x)) = (x + (−x)) + (−(−x)) =

x+((−x)+(−(−x)) = x+0 = x. (2): x·0 = x·0+0 = x·0+(x·0+(−x·0)) = (x·0+

x ·0)+(−x ·0) = x ·(0+0)+(−x ·0) = x ·0+(−x ·0) = 0. (3): Wir verwenden jetzt

außer den bei der Definition von kommutativen Ringen verwendeten Gleichungen

auch die Folgerungen, dass für alle z ∈ R auch (−z) + z = 0 und 0 + z = z gilt.

−(x ·y) = −(x ·y)+x ·0 = −(x ·y)+x · (y+(−y)) = −(x ·y)+(x ·y+x · (−y)) =

(−(x·y)+x·y)+x·(−y) = 0+x·(−y) = x·(−y). Mithilfe des Kommutativgesetzes

folgt nun auch (−x) · y = −(x · y). �

3



4 2. KOMMUTATIVE RINGE MIT EINS

2. Ideale

Definition 2.3. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Eine nichtleere Teil-

menge I von R ist ein Ideal von R, wenn für alle r ∈ R und i, j ∈ I gilt, dass r · i
und i+ j in I sind.

Aus dieser Definition sieht man, dass der Durchschnitt von Idealen von R wieder

ein Ideal von R ist.

Definition 2.4. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei A eine Teilmenge

von R. Dann ist das von A erzeugte Ideal 〈A〉R definiert durch

〈A〉R :=
⋂
{I ||| I Ideal von R und A ⊆ I}.

Satz 2.5. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei A ⊆ R. Dann gilt

〈A〉R = {
n∑
i=1

riai ||| n ∈ N0, a1, . . . , an ∈ A, r1, . . . , rn ∈ R}.

Beweis: Sei J := {
∑n

i=1 riai ||| n ∈ N0, a1, . . . , an ∈ A, r1, . . . , rn ∈ R}. Da 0 ∈ J ,

und da J abgeschlossen unter + und unter Multipkation mit Elementen von R

ist, ist J ein Ideal von R. Außerdem gilt offensichtlich A ⊆ J . J ist also ein Ideal

von R mit A ⊆ J . Aus der Definition von 〈A〉R als Durchschnitt aller solchen

Ideale sieht man also 〈A〉R ⊆ J .

Um die Inklusion J ⊆ 〈A〉R zu zeigen, wählen wir ein Element j ∈ J . Es gibt

also n ∈ N0, a1, . . . , an ∈ A und r1, . . . , rn ∈ R, sodass j =
∑n

i=1 riai. Aus der

Definition von 〈A〉R sehen wir, dass A ⊆ 〈A〉R gilt. Damit liegt jedes ai in 〈A〉R.

Da 〈A〉R ein Ideal von R ist, liegt also auch jedes Summand riai in 〈A〉R, und

schließlich auch die Summe j. �

Übungsaufgaben 2.6

(1) (Erzeugen von Idealen) Bestimmen Sie jeweils, ob das von der Menge S erzeugte Ideal

〈S〉 des Rings R gleich dem ganzen Ring R ist!

(a) R = Z, S = {105, 70, 42, 30}.
(b) R = Z× Z, S = {(4, 3), (6, 5)}.
(c) R = Z101, S = {[75]101}.

(2) (Erzeugen von Idealen) Bestimmen Sie jeweils, ob das von der Menge S erzeugte Ideal

〈S〉 des Rings R[x, y] gleich dem ganzen Ring R[x, y] ist!

(a) S = {xy, x3y + 1}.
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(b) S = {x2y, xy2 + 1}.
(c) S = {xy + x, 1 + y2}.

(3) (Zornsches Lemma) Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Ein Ideal von R ist

maximal , wenn es ein maximales Element in

{I ||| I ist Ideal von R und I 6= R}

ist. Zeigen Sie, dass jedes von R verschiedene Ideal in einem maximalen Ideal von R

enthalten ist! Wo verwenden Sie, dass R ein Einselement hat?

Definition 2.7. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei I ein Ideal von

R. Dann ist I endlich erzeugt , wenn es eine endliche Menge A ⊆ R gibt, sodass

I = 〈A〉.
Wird ein Ideal von einem einzigen Element a erzeugt, so schreiben wir I = (a).

Ein Ideal von solcher Form heißt Hauptideal .

Wir bezeichnen die Menge aller Ideale eines Rings R mit Id R.

Satz 2.8. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Dann sind äquivalent:

(1) (Id R,⊆) erfüllt die (ACC).

(2) Jedes Ideal von R ist endlich erzeugt.

Beweis: (1)⇒(2): Sei I ein Ideal von R, das nicht endlich erzeugt ist. Wir kon-

struieren nun rekursiv eine Folge 〈ik ||| k ∈ N〉 von Elementen von I. Wir setzen

i1 := 0. Für n ∈ N definieren wir nun in+1. Da das Ideal 〈{i1, . . . , in}〉R endlich

erzeugt ist, gilt 〈{i1, . . . , in}〉R 6= I. Es gibt also j ∈ I mit j 6∈ 〈{i1, . . . , in}〉R. Sei

in+1 ein solches j.

Wir definieren nun für k ∈ N das Ideal Ik durch

Ik := 〈{i1, . . . , ik}〉R .

Dann ist die Folgen 〈Ik ||| k ∈ N〉 eine streng monoton wachsende Folge von Idea-

len von R, im Widerspruch zur (ACC). (2)⇒(1): Sei 〈Ik ||| k ∈ N〉 eine schwach

monoton wachsende Folge von Idealen von R. Dann ist I :=
⋃
{Ik ||| k ∈ N} eben-

falls ein Ideal von R. Dieses Ideal I ist nach Voraussetzung endlich erzeugt. Seien

m ∈ N und a1, . . . , am ∈ I so, dass I = 〈a1, . . . , am〉R. Es gibt dann ein N ∈ N,

sodass {a1, . . . , am} ⊆ IN . Dann gilt aber auch I ⊆ IN . Folglich gilt für alle

k ∈ N mit k ≥ N : Ik ⊆ I ⊆ IN . Wegen der Monotonie gilt IN ⊆ Ik. Insgesamt

gilt Ik = IN ; die Folge der Ideale bleibt also ab dem Index N konstant. Somit

erfüllt (Id R,⊆) die (ACC). �
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Definition 2.9. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. R heißt noethersch,

wenn jedes Ideal von R endlich erzeugt ist.

Definition 2.10. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Ein Ideal I von R ist

maximal , wenn I 6= R und wenn es kein Ideal J mit I ⊆ J ⊆ R, I 6= J , J 6= R

gibt.

In einem noetherschen Ring ist jedes Ideal in einem maximalen Ideal enthalten.

Aus dem Zornschen Lemma folgt, dass das sogar für alle kommutativen Ringe

mit Eins gilt:

Satz 2.11. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei I ein Ideal von R mit

I 6= R. Dann gibt es ein maximales Ideal M von R mit I ⊆M .

Beweis: Sei

E := {J ||| J ist Ideal von R und I ⊆ J 6= R}.

Um zu zeigen, dass (E ,⊆) ein maximales Element hat, verwenden wir das Lemma

von Zorn. Sei dazu K eine nichtleere Teilmenge von E , die bezüglich ⊆ linear

geordnet ist. Wir setzen

S :=
⋃
{K ||| K ∈ K}.

Wir zeigen nun, dass S ein Ideal von R ist. Seien i, j ∈ S und r ∈ R. Da i ∈ S,

gibt es K1 ∈ K, sodass i ∈ K1. Ebenso gibt es K2 ∈ K, sodass j ∈ K2. Da K
linear geordnet ist, gilt K1 ⊆ K2 oder K2 ⊆ K1. Wenn K1 ⊆ K2, so liegen i + j

und r · i in K2; falls K2 ⊆ K1, liegen i+ j und r · i in K1. In beiden Fällen liegen

also i+ j und r · i in S. Somit ist S ein Ideal von R.

Nun zeigen wir, dass S in E liegt. Es gilt I ⊆ S. Es bleibt also zu zeigen, dass

S 6= R. Nehmen wir an, S = R. Dann gilt 1 ∈
⋃
{K ||| K ∈ K}. Es gibt also ein

K ∈ K mit 1 ∈ K. Dann gilt K = R. Somit gilt R ∈ E , im Widerspruch zur

Definition von E . Es gilt also S 6= R, und somit S ∈ E .

Das Zornsche Lemma liefert nun ein maximales Element M von E . �

3. Faktorringe

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei I ein Ideal von R. Für jedes r ∈ R
definieren wir

r + I := {r + i ||| i ∈ I}.
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Die Menge R/I ist definiert durch

R/I := {r + I ||| r ∈ R}.

Wir bezeichnen dabei r + I als die Restklasse von r modulo I. Auf der Menge

der Restklassen definieren wir nun eine Operation � von R/I × R/I nach R/I

folgendermaßen. Wir definieren

m := {
(
(r + I, s+ I), r · s+ I

)
||| r, s ∈ R}.

Diese Relation m ist eine Funktion von R/I × R/I nach R/I. Dazu zeigen wir,

dass für alle a, b, c1, c2 ∈ R/I gilt: Wenn ((a, b), c1) ∈ m und ((a, b), c2) ∈ m, so

gilt c1 = c2. Seien also a, b, c1, c2 ∈ R/I. Dann gibt es r1, s1 ∈ R, sodass r1+I = a,

s1 + I = b und r1 · s1 + I = c1. Ebenso gibt es r2, s2 ∈ R, sodass r2 + I = a,

s2 + I = b und r2 · s2 + I = c2. Da r2 ∈ r2 + I, gilt auch r2 ∈ r1 + I. Somit

gibt es i ∈ I mit r2 = r1 + i. Ebenso gibt es j ∈ I mit s2 = s1 + j. Es gilt nun

r2 · s2 = (r1 + i) · (s1 + j) = r1 · s1 + r1 · j+ i · s1 + i · j. Für i′ := r1 · j+ i · s1 + i · j
gilt i′ ∈ I. Folglich gilt

r2 · s2 + I = (r1 · s1 + i′) + I.

Nun gilt für alle t ∈ R, dass (t+ i′)+I = t+I, da (t+ i′)+ i1 = t+(i′+ i1) ∈ t+I

und t+ i2 = t+ i′+ (i2− i′) ∈ (t+ i′) + I. Also gilt r2 · s2 + I = r1 · s1 + I. Folglich

gilt c1 = c2. Die Relation m ist also wirklich funktional.

Für m(r + I, s+ I) schreiben wir auch (r + I)� (s+ I).

4. Homomorphiesatz

...





KAPITEL 3

Teilbarkeit in kommutativen Ringen

1. Definitionen

Ein kommutativer Ring mit Eins R ist ein Integritätsbereich, wenn er zumindest

zwei Elemente hat und für alle a, b mit a 6= 0 und b 6= 0 auch ab 6= 0 gilt.

Definition 3.1. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien a, b ∈ R.

Dann gilt a|b, wenn es ein r ∈ R gibt, sodass b = ra.

Definition 3.2. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

• Ein Element u ∈ R ist invertierbar , wenn es ein v ∈ R mit uv = 1 gibt.

• Ein Element p ∈ R ist prim, wenn es nicht invertierbar ist, und für alle

a, b ∈ R mit p|ab gilt: p|a oder p|b.
• Ein Element r ∈ R ist irreduzibel , wenn es nicht invertierbar ist, und für

alle s, t ∈ R mit r = st gilt: s ist invertierbar oder t ist invertierbar.

• Zwei Elemente a, b ∈ R sind assoziiert , wenn es ein invertierbares Ele-

ment u ∈ R gibt, sodass au = b. Wir schreiben dann a ∼ b oder a ∼R b.

Lemma 3.3. Sei R ein Integritätsbereich, und sei p ein primes Element von R

mit p 6= 0. Dann ist p irreduzibel.

Beweis: Sei p prim, p 6= 0, und seien s, t ∈ R so, dass p = st. Dann gilt p|st.
Da p prim ist, gilt p|s oder p|t. Im Fall p|s gibt es ein s1 ∈ R, sodass ps1 = s.

Durch Multiplikation dieser Gleichung mit t erhalten wir ps1t = st = p. Also gilt

p(s1t−1) = 0. Wegen p 6= 0 ist also t invertierbar. Im Fall p|t erhalten wir analog,

dass s invertierbar ist. �

Übungsaufgaben 3.4

(1) (Invertierbare Elemente) Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Zeigen Sie:

(a) Das Produkt invertierbarer Elemente ist wieder invertierbar.

9



10 3. TEILBARKEIT IN KOMMUTATIVEN RINGEN

(b) Ein Element r ∈ R ist genau dann invertierbar, wenn das von r erzeugte Ideal

(r) gleich R ist.

(2) (Integritätsbereiche) Zeigen Sie, dass jeder endliche Integritätsbereich ein Körper ist.

(Hinweis: Betrachten Sie für r 6= 0 die Abbildung x 7→ r · x.)

(3) (Prime Elemente) Sei R ein Integritätsbereich. Ein Ideal I von R ist prim, wenn

I 6= R und für alle a, b ∈ R gilt: a · b ∈ I ⇒ (a ∈ I oder b ∈ I). Zeigen Sie:

(a) Ein Element r ist genau dann prim, wenn das Hauptideal (r) prim ist.

(b) Wenn r prim und u invertierbar ist, so ist auch r · u prim.

(4) (Einfache Ringe) Ein Ring R ist einfach, wenn er keine Ideale außer {0} und R hat.

Zeigen Sie, dass die beiden folgenden Behauptungen äquivalent sind:

(a) R ist ein einfacher kommutativer Ring mit Eins, und |R| ≥ 2.

(b) R ist ein Körper.

(5) (Irreduzible Elemente) Sei R ein Integritätsbereich, und sei r ∈ R mit r 6= 0.

(a) Zeigen Sie, dass folgende Bedingungen äquivalent sind.

(i) r ist irreduzibel.

(ii) Das Ideal (r) ist ein maximales Element in der Menge aller Hauptideale

von R, die ungleich R sind.

(b) Zeigen Sie: Wenn r irreduzibel ist, ist auch jedes zu r assoziierte Element irre-

duzibel.

2. Faktorielle Integritätsbereiche

Definition 3.5. Sei R ein Integritätsbereich. R ist faktoriell , wenn folgendes

gilt:

(1) Für alle r ∈ R \ {0}, die nicht invertierbar sind, gibt es ein s ∈ N und

irreduzible f1, . . . , fs ∈ R, sodass

r = f1 · · · fs.

(2) Für alle m,n ∈ N und für alle irreduziblen f1, . . . , fm, g1, . . . , gn ∈ R mit

f1 · · · fm = g1 · · · gn

gilt m = n, und es gibt eine bijektive Abbildung π : {1, . . . ,m} →
{1, . . . , n}, sodass für alle i ∈ {1, . . . ,m} gilt: fi ∼R gπ(i).

Lemma 3.6. Sei R ein faktorieller Integritätsbereich. Dann ist jedes irreduzible

Element prim.
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Beweis: Sei f irreduzibel, und seien a, b ∈ R so, dass f |ab. Zu zeigen ist, dass f

mindestens eines der Elemente a oder b teilt. Wegen f |ab gibt es r ∈ R, sodass

fr = ab.

Wenn a = 0, so gilt f |a; wenn b = 0, so gilt f |b. Wir nehmen nun an, dass

a 6= 0 und b 6= 0. Wenn a invertierbar ist, dann gilt fra−1 = b, und somit

f |b; wenn b invertierbar ist, gilt f |a. Es bleibt der Fall, dass a, b beide 6= 0 und

beide nicht invertierbar sind. Dann gibt es m,n ∈ N und irreduzible Elemente

a1, . . . , am, b1, . . . , bn ∈ R, sodass

a = a1 · · · am und b = b1 · · · bn.

Falls r invertierbar ist, dann ist fr irreduzibel, und wegen der Eindeutigkeit der

Zerlegung zu einem ai oder bj assoziiert. Wenn fr zu einem ai assoziiert ist, dann

gilt fr|a, und somit f |a; wenn fr zu einem bj assoziiert ist, dann gilt f |b.

Wenn r nicht invertierbar ist, dann gibt es l ∈ N und irreduzible Elemente

r1, . . . , rl ∈ R, sodass

fr1 · · · rl = a1 · · · am · b1 · · · bn.

Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung ist f zu einem ai oder bj assoziiert. Es

gilt also wieder f |a oder f |b. �

3. Zerlegung in irreduzible Elemente

Definition 3.7. Sei R ein Integritätsbereich, und sei I ⊆ R. I ist eine vollständi-

ge Auswahl irreduzibler Elemente, wenn alle i ∈ I irreduzibel sind und es für jedes

irreduzible f ∈ R genau ein i ∈ I mit f ∼R i gibt.

Definition 3.8 (Zerlegung). Sei R ein Integritätsbereich, und sei I ⊆ R eine

vollständige Auswahl irreduzibler Elemente von R. Sei a ∈ R\{0}. Eine Funktion

α : I → N0 ist eine Zerlegung von a, wenn

(1) {i ∈ I ||| α(i) 6= 0} ist endlich.

(2) a ∼R
∏

i∈I i
α(i).

Dabei definieren wir für alle i ∈ I, dass i0 := 1 ist. Ebenso ist ein Produkt
∏

i∈∅
immer gleich 1.
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Lemma 3.9. Sei R ein faktorieller Integritätsbereich und sei I eine vollständige

Auswahl irreduzibler Elemente von R. Seien a, b ∈ R \ {0}, sei α eine Zerlegung

von a bezüglich I und β eine Zerlegung von b bezüglich I. Dann sind äquivalent:

(1) a|b.
(2) Für alle i ∈ I gilt α(i) ≤ β(i).

Beweis: Wir beweisen nur (1)⇒(2). Sei r ∈ R so, dass ar = b. Wir nehmen an,

dass es ein i0 ∈ I gibt, sodass α(i0) > β(i0). Dann gilt

r · iα(i0)0 ·
∏
i∈I
i 6=i0

iα(i) ∼R iβ(i0)0 ·
∏
i∈I
i 6=i0

iβ(i).

Es gibt also ein invertierbares u1 ∈ R, sodass

u1 · r · iα(i0)0 ·
∏
i∈I
i 6=i0

iα(i) = i
β(i0)
0 ·

∏
i∈I
i 6=i0

iβ(i).

Da R ein Integritätsbereich ist und i
β(i0)
0 6= 0, gilt

u1 · r · iα(i0)−β(i0)0

∏
i∈I
i 6=i0

iα(i) =
∏
i∈I
i 6=i0

iβ(i).

Der Ring R ist faktoriell. Also gibt es ein invertierbares Element u2 ∈ R und ein

s ∈ N0 und irreduzible Elemente r1, . . . , rs ∈ R sodass r = u2r1 · · · rs. Es gilt

dann

(3.1) u1u2r1 · · · rs · iα(i0)−β(i0)0

∏
i∈I
i 6=i0

iα(i) =
∏
i∈I
i 6=i0

iβ(i).

Falls {i ∈ I ||| β(i) > 0 und i 6= i0} = ∅, so ist i0 invertierbar, im Widerspruch

dazu, dass i0 irreduzibel ist. Wenn die rechte Seite von (3.1) aus einer positiven

Anzahl von Faktoren besteht, können wir verwenden, dass R faktoriell ist. Wir

erhalten dann ein i1 ∈ I mit i1 6= i0 und i1 ∼R i0. Das ist unmöglich, da I keine

verschiedenen assoziierten Elemente enthält. �
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Lemma 3.10 (Eindeutigkeit der Zerlegung). Sei R ein faktorieller Integritäts-

bereich und sei I eine vollständige Auswahl irreduzibler Elemente von R. Sei

f ∈ R \ {0}. Dann gibt es genau eine Zerlegung α : I → N0 von f .

Beweis: Wir zeigen zunächst, dass es ein α mit den geforderten Eigenschaften

gibt. Wenn f invertierbar ist, so definieren wir α durch α(i) = 0 für alle i ∈ I.

Es gilt f ∼R 1, also ist (2) aus Definition 3.8 erfüllt. Wenn f nicht invertierbar

ist, so gibt es s ∈ N und irreduzible Elemente g1, . . . , gs ∈ R, sodass

f = g1 · · · gs.

Seien nun i1, . . . , is ∈ I und u1, . . . , us invertierbare Elemente von R, sodass für

alle j ∈ {1, . . . , s} gilt: gj = ujij. Es gilt dann f = (u1 · · ·us) · (i1 · · · is). Für i ∈ I
definieren wir α(i) als die Anzahl der Elemente von {j ∈ {1, . . . , s} ||| ij = i}. Um

die Eindeutigkeit zu zeigen, fixieren wir α, β : I → N0, sodass beide Funktionen

nur an endlich vielen Stellen nicht 0 sind, und∏
i∈I

iα(i) ∼R
∏
i∈I

iβ(i).

Wegen Lemma 3.9 gilt dann α = β. �

Satz 3.11. Sei R ein Integritätsbereich. Dann sind äquivalent:

(1) R erfüllt die ACC für Hauptideale, und jedes irreduzible Element von R

ist prim.

(2) R ist faktoriell.

Beweis: (1)⇒(2). Wir zeigen zunächst, dass sich jedes nicht invertierbare Element

r 6= 0 in ein Produkt von irreduziblen Elementen zerlegen lässt. Dazu nehmen

wir an, dass es ein nicht invertierbares Element r 6= 0 gibt, das sich nicht zerlegen

lässt. Wir wählen r ∈ R \ {0} so, dass (r) maximal in der Menge

{(r′) ||| r′ ist nicht invertierbar und nicht Produkt von irreduziblen Elementen}

ist. Da r nicht invertierbar ist, gilt (r) 6= R. Nun wählen wir s ∈ R so, dass (s)

maximal in der Menge

{(s′) ||| (r) ⊆ (s′) 6= R}

ist. Wir zeigen als erstes, dass s irreduzibel ist. Wenn s = s1s2, so gilt (s) ⊆ (s1)

und (s) ⊆ (s2). Wenn s1 nicht invertierbar ist, so gilt wegen der Maximalität von

(s) die Gleichheit (s) = (s1). Folglich gibt es t ∈ R, sodass s1 = ts, also s1 = ts1s2.
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Da s1 6= 0, ist s2 invertierbar. Somit ist s irreduzibel. Da r ∈ (s), gibt es t1 ∈ R,

sodass r = t1s. Wenn t1 invertierbar ist, so ist r irreduzibel, im Widerspruch

zur Wahl von r. Wenn t1 nicht invertierbar ist, so gilt (r) ⊆ (t1) 6= R. Wenn

nun (r) = (t1), so gibt es ein s1 ∈ R mit t1 = s1r = s1t1s. Da t1 6= 0, ist dann

s1s = 1 und s somit invertierbar. Also gilt (r) 6= (t1). Wegen der Maximalität

von (r) lässt sich t1 als Produkt von irreduziblen Elemente schreiben. Fügen

wir zu diesem Produkt noch s dazu, haben wir auch r als Produkt irreduzibler

Elemente geschrieben, im Widerspruch zur Wahl von r. Somit lässt sich jedes

nicht invertierbare Element 6= 0 in irreduzible Elemente zerlegen.

Nun zeigen wir die Eindeutigkeit. Seien m,n ∈ N, und f1, . . . , fm, g1, . . . , gn irre-

duzible Elemente, sodass f1 · · · fm = g1 · · · gn. Wir zeigen durch Induktion nach

min(m,n), dass sich die fi und gj zueinander assoziieren lassen. Wenn m = 1, so

gilt, da f1 irreduzibel ist, auch n = 1, und somit f1 = g1. Wenn n = 1, so gilt

analog m = 1 und f1 = g1. Wenn m ≥ 2 und n ≥ 2, dann gilt f1|g1 · · · gn. Da

f1 nach Voraussetzung prim ist, teilt es eines der gi. Da gi irreduzibel ist, gilt

f1 ∼R gi. Es gibt also ein invertierbares u ∈ R, sodass gi = u · f1. Wir wenden

nun die Induktionsvoraussetzung auf (uf2) · f3 · · · fm = g1 · · · gi−1gi+1 · · · gn an.

(2)⇒(1): Sei R ein faktorieller Ring, und sei (a1) ⊆ (a2) ⊆ (a3) ⊆ . . . eine Kette

von Hauptidealen. Wir nehmen an (a1) 6= (0). Dann gilt an|an−1| · · · |a3|a2|a1. Sei

I eine vollständige Auswahl von irreduziblen Elementen, und sei αk eine Zerlegung

von ak bezüglich I. Es gilt dann nach Lemma 3.9 für alle i ∈ I: αk(i) ≤ α1(i). Da

es nur endlich viele β mit der Eigenschaft β(i) ≤ α1(i) für alle i ∈ I gibt, gibt es

ein N ∈ N, sodass für k ≥ N gilt: αk = αN . Dann gilt aber auch (ak) = (aN).

Dass jedes irreduzible Element prim ist, folgt aus Lemma 3.6. �

Definition 3.12. Ein Integritätsbereich R ist ein Hauptidealbereich, wenn es für

jedes Ideal I von R ein a ∈ R gibt, sodass I = (a).

Satz 3.13. Jeder Hauptidealbereich ist faktoriell.

Beweis: Sei R ein Hauptidealbereich. Da jedes Ideal von R endlich erzeugt ist,

erfüllt R die ACC für Ideale, also insbesondere für Hauptideale. Zu zeigen bleibt,

dass jedes irreduzible Element von R prim ist. Sei r ein irreduzibles Element

von R, und sei P ein maximales Ideal von R mit (r) ⊆ P 6= R. Da R ein

Hauptidealbereich ist, gibt es p ∈ R, sodass P = (p). Da r ∈ (p), gibt es ein

s ∈ R, sodass r = s · p. Da r irreduzibel ist und (p) 6= R, kann von s und
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p nur s invertierbar sein. Da s invertierbar ist, gilt (p) = (r). Das Ideal (r)

ist also ein maximales Ideal von R. Somit ist R/(r) ein Körper, also auch ein

Integritätsbereich, und (r) ist damit prim. �

4. Eine Anwendung auf die Zahlentheorie

Wir beweisen in dieser Sektion den folgenden Satz:

Satz 3.14. Sei p eine Primzahl mit p ≡ 1 (mod 4). Dann gibt es a, b ∈ N, sodass

a2 + b2 = p.

Wir werden im Beweis den Ring der Gaußschen ganzen Zahlen, einen Unterring

des Körpers der komplexen Zahlen, der durch

Z[i] := {a+ b i ||| a, b ∈ Z},

definiert ist, verwenden.

Lemma 3.15. Der Ring Z[i] ist ein Hauptidealring.

Beweis: Für jedes Element a+ b i ∈ Z[i] definieren wir seine Norm durch N(a+

b i) := a2 + b2. Aus N(z) = zz sieht man leicht, dass N(z1z2) = N(z1)N(z2) für

alle z1, z2 ∈ Z[i] gilt. Sei nun I ein Ideal von Z[i] mit I 6= {0}. Wir wählen ein

Element c+ d i aus I \ {0}, für das N(c+ d i) minimal ist. Nun zeigen wir

(4.1) I = {λ1(c+ d i) + λ2(−d+ c i) ||| λ1, λ2 ∈ Z}.

Die Inklusion ⊇ folgt daraus, dass (λ1 + λ2 i)(c + d i) in I liegt. Um ⊆ zu be-

weisen, wählen wir einen Punkt a + b i ∈ I. Es gibt einen Vektor in {λ1 ( cd ) +

λ2 ( −dc ) ||| λ1, λ2 ∈ Z}, dessen Abstand von ( ab ) höchstens 1√
2

√
c2 + d2 ist. Sei

(
c′

d′

)
ein solcher Vektor. Da c′ + d′ i ∈ I liegt, liegt auch (a − c′) + (b − d′) i in I. Es

gilt N((a− c′) + (b− d′) i) ≤ 1
2
(c2 + d2). Da c+ d i minimale Norm in I hat, gilt

(a− c′) + (b− d′) i = 0. Somit liegt a+ b i in der rechten Seite von (4.1). �

Wir beweisen nun Satz 3.14:

Beweis von Satz 3.14: Wir zeigen als erstes, dass es ein x ∈ Z gibt, sodass

(4.2) x2 ≡ −1 (mod p) .

Die multiplikative Gruppe des Körpers Zp ist zyklisch. Sei α ∈ Z so, dass [α]p
ein Erzeuger dieser Gruppe ist. Wir setzen x := α

p−1
4 und erhalten aus dem Satz

von Fermat x4 ≡ 1 (mod p). Es gilt also p|(x4− 1), also p|(x2 + 1)(x− 1)(x+ 1).
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Wenn x ≡ 1 (mod p) oder x ≡ −1 (mod p), so gilt α
p−1
2 ≡ 1 (mod p). Dann ist

[α]p kein Erzeuger von Z∗p. Folglich gilt p|(x2 + 1), und wir haben (4.2) bewiesen.

(Eine andere Variante, die nicht verwendet, dass Z∗p zyklisch ist, ist zu zeigen, dass

x := p−1
2

! die Gleichung (4.2) erfüllt.) Nun wählen wir ein x, das die Gleichung

(4.2) erfüllt. Im Ring Z[i] gilt natürlich ebenfalls p|(1+x2), also p|(1+x i)·(1−x i).
Da jedes Vielfache von p im Ring Z[i] einen durch p teilbaren Realteil hat, gilt

in Z[i] weder p|(1 + x i) noch p|(1 − x i). Im Ring Z[i] ist p also nicht prim. Da

Z[i] als Hauptidealbereich auch faktoriell ist, ist jedes irreduzible Element von

Z[i] prim. Somit ist p in Z[i] nicht irreduzibel. Es gibt also a, b, c, d ∈ Z, sodass

p = (a+ b i)(c+ d i), und a+ b i und c+ d i nicht invertierbar sind. Es gilt

p2 = N(p) = N((a+ b i)(c+ d i)) = N(a+ b i) ·N(c+ d i) = (a2 + b2)(c2 + d2).

Alle Elemente z ∈ Z[i] mit N(z) = 1 sind invertierbar. Somit muss a2 + b2 = p

gelten. Die Zahlen a′ := |a| und b′ := |b| leisten also das Gewünschte. �

5. Teilbarkeit in Polynomringen

Definition 3.16. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sei n ∈ N0, und sei

f =
∑n

i=0 fix
i ∈ R[x]. Das Polynom f ist primitiv , wenn es kein primes p ∈ R

gibt, das alle Koeffizienten fi (i = 0, . . . , n) teilt.

Lemma 3.17 (Gaußsches Lemma). Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und

seien f, g ∈ R[x] primitiv. Dann ist f · g ebenfalls primitiv.

Beweis: Wir nehmen an, dass f · g nicht primitiv ist. Dann gibt es ein primes

p ∈ R, das alle Koeffizienten von f · g teilt. Wir bezeichen mit [f ](p) das Polynom∑deg f
i=0 (fi + (p))xi im Ring R/(p) [x]. Es gilt also dann [f · g](p) = 0. Da (p) prim

ist, ist R/(p) ein Integritätsbereich. Daher ist auch R/(p)[x] ein Integritätsbereich

(der führende Koeffizient des Produkts zweier Polynome ist das Produkt der

führenden Koeffizienten dieser zwei Polynome). Da [f · g](p) = [f ](p) · [g](p), muss

also [f ](p) oder [g](p) gleich 0 sein. Wenn [f ](p) gleich 0 ist, dann teilt p alle

Koeffizienten von f , und f ist somit nicht primitiv; [g](p) = 0 bedeutet, dass g

nicht primitiv ist. �

Lemma 3.18. Sei R ein faktorieller Integritätsbereich, und sei f ∈ R[x] mit

f 6= 0. Dann gibt es r ∈ R, g ∈ R[x], sodass g primitiv ist und f = rg.
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Beweis: Sei fi ein Koeffizient von f , der 6= 0 ist. Sei g ∈ R[x] so, dass das vom

iten Koeffizienten erzeugte Hauptideal (gi) maximal in

{(g′i) ||| g′ ∈ R[x] und ∃r ∈ R : rg′ = f}

ist, und sei r ∈ R so, dass rg = f . Wenn g nicht primitiv ist, dann gibt es ein

primes p ∈ R und h ∈ R[x], sodass g = ph. Für den iten Koeffizienten gilt dann

gi = phi. Da (gi) ⊆ (hi) und da rp h = f , gilt wegen der Maximalität von (gi),

dass (gi) = (hi) ist. Also gibt es s ∈ R, sodass s gi = hi, und somit sp hi = hi. Da

hi 6= 0 , ist p damit invertierbar, im Widerspruch dazu, dass p prim ist. Also ist

g primitiv. �

Lemma 3.19. Sei R ein faktorieller Integritätsbereich, seien g1, g2 ∈ R[x] primi-

tive Polynome 6= 0 und seien r1, r2 ∈ R. Wenn r1g1 = r2g2, dann sind r1 und r2
in R assoziiert.

Beweis: Wir fixieren g1, g2 ∈ R[x] \ {0} und betrachten die Menge

A = {(r1, r2) ∈ R×R ||| r1g1 = r2g2 und r1 6∼R r2}

Wenn diese Menge leer ist, dann ist der Satz bewiesen. Wenn die Menge nicht leer

ist, dann wählen wir ein (r1, r2) ∈ A so, dass (r1) maximal in {(r′1) ||| (r′1, r
′
2) ∈ A}

ist. Da g1 6= 0, g2 6= 0 und R ein Integritätsbereich ist, gilt r1 6= 0.

Wenn r1 invertierbar ist, dann ist r1g1 primitiv. Wenn nun r2 nicht invertierbar

ist, dann gibt es ein primes p ∈ R, sodass p|r2. Dann ist jeder Koeffizient von

r2g2 durch p teilbar, im Widerspruch dazu, dass r1g1 primitiv ist. Also ist r2
invertierbar und damit zu r1 assoziiert.

Wenn r1 nicht invertierbar ist, so gibt es ein primes p ∈ R\{0}, sodass p|r1. Wegen

r1g1 = r2g2 teilt p alle Koeffizienten von r2g2. Da p nicht alle Koeffizienten von

g2 teilt, muss es r2 teilen. Es gibt also s1, s2, sodass ps1 = r1 und ps2 = r2. Es gilt

ps1 g1 = ps2 g2. Wegen p 6= 0 gilt s1g1 = s2g2. Wenn (r1) = (s1), so gibt es t ∈ R,

sodass tr1 = s1, und somit s1 = tps1. Dann ist p invertierbar, ein Widerspruch.

Somit gilt (r1) ⊆ (s1) und (r1) 6= (s1). Wegen der Maximalität von (r1) sind s1

und s2 assoziiert, es gibt also ein invertierbares u ∈ R mit us1 = s2. Dann gilt

auch ups1 = ps2, also ur1 = r2. Dann sind auch r1 und r2 in R assoziiert, im

Widerspruch zur Annahme, dass (r1, r2) in A liegt.

Die Menge A ist also leer; damit ist der Satz bewiesen. �
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Satz 3.20. Sei R ein faktorieller Integritätsbereich, und seien f, g ∈ R[x] \ {0}.
Seien r, s ∈ R und seien f1, g1 primitive Polynome in R[x] so, dass f = r f1 und

g = s g1. Sei Q(R) der Quotientenkörper von R. Dann sind äquivalent:

(1) f |g in R[x].

(2) f1|g1 in Q(R)[x] und r|s.

Beweis: (1)⇒(2): Es gibt h ∈ R[x], sodass g = h·f . Wegen g 6= 0 gilt s 6= 0. Dann

gilt g1 = s−1 g = s−1 (h · f) = s−1r (h · f1). Also gilt f1|g1 in Q(R)[x]. Außerdem

gilt h · (r f1) = s g1. Wir wählen t ∈ R und h1 ∈ R[x] so, dass h1 primitiv ist,

und t h1 = h. Es gilt dann (t h1) · (r f1) = s g1, also rt (h1 · f1) = s g1. Wegen

des Gaußschen Lemmas ist h1 · f1 primitiv. Somit sind wegen Lemma 3.19 die

Elemente rt und s in R assoziiert. Damit gilt aber r|s.

(2)⇒(1): Wir wissen, dass es ein h1 ∈ Q(R)[x] gibt, sodass f1 · h1 = g1. Wir

multiplizieren nun mit dem Produkt aller Nenner, die in den Koeffizienten von

h1 auftreten. Sei d dieses Produkt. Es gilt dann

f1 · (d h1) = d g1

und d h1 ∈ R[x]. Sei nun e ∈ R und sei h2 ein primitives Polynom in R[x] mit

der Eigenschaft

e h2 = d h1.

Dann gilt

f1 · (e h2) = d g1,

also

e (f1 · h2) = d g1.

Wegen des Gaußschen Lemmas ist f1 ·h2 primitiv. Aus Lemma 3.19 erhalten wir,

dass e und d assoziiert sind. Es gibt also ein invertierbares u ∈ R, sodass e = du.

Somit gilt

du h2 = d h1.

Da d 6= 0, gilt uh2 = h1. Somit liegt h1 in R[x]. Damit gilt f1|g1 auch in R[x].

Wegen r|s gilt also auch r f1|s g1 in R[x] und somit f |g. �

Korollar 3.21. Sei R ein ein faktorieller Integritätsbereich, und seien f, g ∈
R[x]. Wir nehmen an, dass f primitiv ist und dass f |g in Q(R)[x] gilt. Dann gilt

f |g auch in R[x].
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Beweis: Im Fall g = 0 gilt offensichtlich f · 0 = g, also teilt f das Polynom g

in R[x]. Wenn g 6= 0, so können wir Lemma 3.18 verwenden, um g1 ∈ R[x] und

r ∈ R zu erhalten, sodass g = r g1. Wegen 1 f |r g1 in Q(R)[x] gilt nach Satz 3.20

f |g1 in R[x]. Dann gilt natürlich auch f |g in R[x]. �

Lemma 3.22. Sei R ein faktorieller Integritätsbereich, sei Q(R) sein Quotien-

tenkörper, und sei f ein primitives Polynom in R[x]\{0}. Dann sind äquivalent:

(1) f ist ein irreduzibles Element von R[x].

(2) f ist ein irreduzibles Element von Q(R)[x].

Beweis: (1)⇒(2): Wir nehmen an, dass f ein irreduzibles Element von R[x] ist.

Seien nun g, h ∈ Q(R)[x] so, dass

f = g · h.

Wir multiplizieren mit allen Nennern von g und h und erhalten c, d ∈ R, sodass

cd f = (c g) · (d h),

c, d 6= 0, und c g ∈ R[x], d h ∈ R[x]. Wir wählen c1, d1 ∈ R und primitive

Polynome g1, h1 ∈ R[x] so, dass c1 g1 = c g und d1 h1 = d h. Es gilt dann

cd f = c1d1 (g1 · h1).

Wegen des Gaußschen Lemmas ist g1 · h1 primitiv. Also sind cd und c1d1 wegen

Lemma 3.19 assoziiert. Es gibt also ein invertierbares Element u ∈ R, sodass

cd f = ucd (g1 · h1).

Da R ein Integritätsbereich ist, gilt cd 6= 0 und somit

f = u (g1 · h1).

Somit gilt g1|f und h1|f in R[x]. Da f irreduzibel in R[x] ist, ist entweder g1 oder

h1 invertierbar in R[x], also vom Grad 0. Wenn g1 Grad 0 hat, ist g in Q(R)[x]

invertierbar; wenn h1 Grad 0 hat, ist h in Q(R)[x] invertierbar. Damit ist f also

irreduzibel in Q(R)[x].

(2)⇒(1): Sei f ein primitives Polynom in R[x] \ {0}. Wir nehmen an, dass f

irreduzibel in Q(R)[x] ist. Seien nun g, h ∈ R[x] so, dass f = g ·h. Da f irreduzibel

in Q(R)[x] ist, ist entweder g oder h invertierbar in Q(R)[x], also ein konstantes

Polynom 6= 0. Wir nehmen an, g ist konstant. Wenn der konstante Koeffizient

von g nicht invertierbar ist, dann ist er durch ein primes Element p von R teilbar.
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Dann ist aber auch jeder Koeffizient von f = g ·h durch p teilbar, im Widerspruch

dazu, dass f primitiv ist. Folglich ist g ein konstantes Polynom in R[x] mit einem

in R invertierbaren konstanten Koeffizienten. Somit ist g in R[x] invertierbar. Im

Fall, dass h konstant ist, erhalten wir, dass h in R[x] invertierbar ist. Insgesamt

erhalten wir, dass f irreduzibel in R[x] ist. �

Satz 3.23. Sei R ein faktorieller Integritätsbereich. Dann ist auch R[x] faktoriell.

Beweis: Wir zeigen als erstes, dass R[x] die ACC für Hauptideale erfüllt. Sei

a1 ∈ R[x] \ {0}, und sei (a1) ⊆ (a2) ⊆ · · · eine Folge von Hauptidealen. Für jedes

i ∈ N wählen wir ri ∈ R und ein primitives bi ∈ R[x] so, dass ai = ri bi. Wegen

Satz 3.20 ist dann (r1)R ⊆ (r2)R ⊆ · · · eine aufsteigende Kette von Idealen in R

und (b1)Q(R)[x] ⊆ (b2)Q(R)[x] ⊆ · · · eine aufsteigende Kette von Idealen in Q(R)[x].

R ist faktoriell, und erfüllt daher die ACC für Hauptideale. Der Ring Q(R)[x] ist

ein Polynomring über einem Körper. Als solcher ist er ein Hauptidealring (jedes

Ideal I wird von jedem Polynom kleinsten Grades in I \ {0} erzeugt), und somit

faktoriell. Es gibt also ein N ∈ N, sodass für alle k ≥ N gilt: (rN)R = (rk)R und

(bN)Q(R)[x] = (bk)Q(R)[x]. Es gilt also bN |bk in Q(R)[x] und rN |rk in R. Somit gilt

aN |ak in R[x], und somit (ak)R[x] = (aN)R[x].

Nun zeigen wir, dass jedes irreduzible Element in R[x] prim ist. Sei dazu f ∈ R[x]

irreduzibel, und seien a, b ∈ R[x] \ {0} so, dass f |a · b. Wir wollen nun zeigen,

dass f in R[x] entweder a oder b teilt.

Seien f1, a1, b1 primitive Polynome in R[x] und r, s, t ∈ R so, dass r f1 = f ,

s a1 = a, t b1 = b. Das Polynom f ist irreduzibel, also ist entweder r oder f1
invertierbar in R[x].

In dem Fall, dass f1 invertierbar in R[x] ist, ist ist f1 ein Polynom vom Grad 0;

sein konstanter und einziger Koeffizient ist ein invertierbares Element von R. Das

Polynom f1 ist also primitiv und es gilt nach Satz 3.20 r|st. Da f irreduzibel in

R[x] ist, ist r irreduzibel in R. R ist faktoriell, somit ist r prim, und es gilt r|s
oder r|t. Falls r|s, so gilt r|sa1, und somit r|a und damit f |a. Der Fall r|t liefert

analog f |b.

In dem Fall, dass f1 nicht invertierbar in R[x] ist, muss r invertierbar in R[x], und

damit in R, sein. Das Polynom f ist also primitiv, und folglich wegen Lemma 3.22

irreduzibel in Q(R)[x]. Da f |a1b1 in Q(R)[x] und f in Q(R)[x] prim ist, gilt f |a1
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oder f |b1 in Q(R)[x]. Wenn f |a1 in Q(R)[x], gilt nach Satz 3.20 auch f |a1 in R[x],

und somit auch f |a. Wenn f |b1 in Q(R)[x], erhalten wir f |b.

Somit ist f prim. Nach Satz 3.11 ist R[x] damit faktoriell. �

Korollar 3.24. Sei R ein faktorieller Integritätsbereich und k ∈ N. Dann ist

R[x1, . . . , xk] faktoriell.

6. Größter gemeinsamer Teiler

Definition 3.25. Sei R ein Integritätsbereich, sei n ∈ N, und seien f1, . . . , fn ∈
R. Dann ist d ∈ R ein größter gemeinsamer Teiler von f1, . . . , fn, wenn

(1) d|f1, . . . , d|fn.

(2) Für alle d′ ∈ R mit d′|f1, . . . , d′|fn gilt d′|d.

Satz 3.26. Sei R ein faktorieller Ring, sei n ∈ N, und seien f1, . . . , fn ∈ R.

Dann gibt es einen größten gemeinsamen Teiler von f1, . . . , fn.

Beweisskizze: Wir erhalten aus den Zerlegungen von f1, . . . , fn und Lemma 3.9

eine Zerlegung von d. �

Lemma 3.27. Sei R ein faktorieller Integritätsbereich, und seien f1, . . . , fn ∈ R,

und sei t ∈ R, t 6= 0. Wenn d ein größter gemeinsamer Teiler von f1, . . . , fn in

R ist, so ist td ein größter gemeinsamer Teiler von tf1, . . . , tfn in R.

Beweis: Sei h ein größter gemeinsamer Teiler von tf1, . . . , tfn in R. Da t alle tfi
teilt, gilt t|h. Somit gibt es ein g ∈ R, sodass h = tg. Es gilt nun tg|tf1. Da R ein

Integritätsbereich ist, gilt auch g|f1. Ebenso teilt g alle anderen fi. Das Element

g ist also ein gemeinsamer Teiler von f1, . . . , fn. Folglich gilt g|d. Also gilt tg|td;

das bedeutet h|td.

Da d alle fi teilt, teilt td alle tfi. Somit teilt td den größten gemeinsamen Teiler

von tf1, . . . , tfn; das bedeutet td|h.

Wegen h|td und td|h sind h und td also assoziiert. Somit ist mit h auch td ein

größter gemeinsamer Teiler von f1, . . . , fn. �

Satz 3.28. Sei R ein faktorieller Integritätsbereich, und seien f1, . . . , fn ∈ R[x] \ {0}.
Seien r1, . . . , rn ∈ R und g1, . . . , gn primitive Elemente in R[x] so, dass f1 =

r1 g1, . . . , fn = rn gn.
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Es sei d1 ein größter gemeinsamer Teiler von r1, . . . , rn in R, und d2 ein größter

gemeinsamer Teiler von g1, . . . , gn in Q(R)[x]. Wir nehmen an, dass d2 primitiv

in R[x] ist.

Dann ist d1d2 ein größter gemeinsamer Teiler von f1, . . . , fn in R[x].

Beweis: Wir zeigen zunächst, dass d1d2 alle fi teilt. Sei i ∈ {1, . . . , n}. Da d1|ri
in R und d2|gi in Q(R)[x], liefert Satz 3.20 auch d1d2|fi in R[x].

Sei nun d′ ∈ R[x] so, dass d′ in R[x] alle fi teilt. Wir wählen d′1 ∈ R und ein

primitives d′2 ∈ R[x] so, dass d′ = d′1d
′
2. Dann gilt wegen Satz 3.20, dass d′1 alle

ri in R teilt, und dass d′2 alle gi in Q(R)[x] teilt. Da d1 ein größter gemeinsamer

Teiler in R ist, gilt d′1|d1 in R. Da d2 ein größter gemeinsamer Teiler in Q(R)[x]

ist, gilt d′2|d2 in Q(R)[x]. Wir verwenden wieder Satz 3.20 und erhalten d′2|d2 in

R[x]. Somit gilt d′1d
′
2|d1d2 in R[x], und somit d′|d in R[x]. �

Satz 3.29. Sei R ein faktorieller Integritätsbereich, und sei f =
∑n

i=0 fix
i ein

Element von R[x]\{0}. Sei d ein größter gemeinsamer Teiler von f1, . . . , fn, und

sei g ∈ R[x] so, dass d g = f . Dann ist g primitiv.

Beweis: Sei p ein primes Element von R, das alle Koeffizienten g1, . . . , gn von g

teilt. Dann teilt pd alle Koeffizienten von f . Somit teilt pd den größten gemein-

samen Teiler dieser Koeffizienten; es gilt also pd|d. Da d 6= 0 gilt dann p|1. Dann

ist p invertierbar, im Widerspruch dazu, dass p prim ist.

Somit teilt kein primes P alle Koeffizienten von g. Somit ist g primitiv. �

Satz 3.30. Sei R ein faktorieller Integritätsbereich, und seien f, g ∈ R[x] \ {0}.
Sei d ein größter gemeinsamer Teiler von f und g in R[x]. Dann ist d auch ein

größter gemeinsamer Teiler von f und g in Q(R)[x].

Beweis: Das Polynom d ist offensichtlich ein gemeinsamer Teiler von f und g in

Q(R)[x]. Um zu beweisen, dass d ein größter gemeinsamer Teiler von f und g in

Q(R)[x] ist, wählen wir ein t ∈ Q(R)[x] mit t|f und t|g in Q(R)[x]. Wir können

nun ein primitives t1 ∈ R[x] und a, b ∈ R \ {0} finden, sodass t = a
b
t1. Es gilt

t1|f und t1|g in Q(R)[x]. Wegen des Korollars 3.21 gilt also auch t1|f und t1|g in

R[x]. Folglich gilt t1|d in R[x]. Also gilt t1|d in Q(R)[x], und somit t|d in Q(R)[x]

Somit ist d ein Vielfaches jedes gemeinsamen Teilers von f und g in Q(R)[x].

Also ist d ein größter gemeinsamer Teiler von f und g in Q(R)[x]. �
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Übungsaufgaben 3.31

(1) (Größter gemeinsamer Teiler) Seien f, g ∈ Q[x, y] gegeben durch

f = xy2 + x2y3

g = y + xy + xy2 + x2y2.

(a) Bestimmen Sie einen größten gemeinsamen Teiler von f und g in Q(x)[y].

(b) Bestimmen Sie einen größten gemeinsamen Teiler von f und g in Q(y)[x].

(c) Bestimmen Sie einen größten gemeinsamen Teiler von f und g in Q[x, y].

(d) Bestimmen Sie einen größten gemeinsamen Teiler von f und g in Q(x, y).

Dabei ist Q(x) der Quotientenkörper von Q[x].

(2) (Größter gemeinsamer Teiler) Seien f, g ∈ Q[x, y] gegeben durch

f = xy + x3y + x2y2 + xy3

g = x+ x3 + y + 2x2y + 2xy2 + y3

(a) Bestimmen Sie einen größten gemeinsamen Teiler von f und g in Q(x)[y].

(b) Bestimmen Sie einen größten gemeinsamen Teiler von f und g in Q(y)[x].

(c) Bestimmen Sie einen größten gemeinsamen Teiler von f und g in Q[x, y].

(d) Bestimmen Sie einen größten gemeinsamen Teiler von f und g in Q(x, y).

(3) (Größter gemeinsamer Teiler) Berechnen Sie größte gemeinsame Teiler von f = 3220+

5520x + 2300x2 + 460x3 + 460x4 und g = −230 − 230x + 46x3 + 46x4 in Z[x] und

Q[x].





KAPITEL 4

Multiplikative Idealtheorie in kommutativen Ringen

1. Noethersche Ringe

Definition 4.1. Ein kommutativer Ring mit Eins R ist noethersch, wenn die

geordnete Menge 〈Id R,⊆〉 die ACC erfüllt.

Lemma 4.2. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Dann sind äquivalent:

(1) R ist noethersch.

(2) Jedes Ideal von R ist endlich erzeugt.

(3) Jede nichtleere Menge von Idealen von R hat ein bezüglich ⊆ maximales

Element.

Beweis: Nach Satz 1.4 sind (1) und (3) äquivalent. Satz 2.8 liefert, dass R genau

dann noethersch ist, wenn jedes Ideal von R endlich erzeugt ist. �

Satz 4.3 (Hilberts Basissatz). Sei R ein noetherscher kommutativer Ring mit

Eins. Dann ist auch der Polynomring R[x] noethersch.

Beweis: Wir zeigen, dasss jedes Ideal von R[x] endlich erzeugt ist. Sei dazu I ein

Ideal von R[x]. Für jedes n ∈ N0 bilden wir nun die Menge

In := {r ∈ R ||| ∃p ∈ R[x] : deg(p) ≤ n− 1 und r xn + p ∈ I}.

In enthält also 0 und alle führenden Koeffizienten von Polynomen vom Grad n

in I.

Wir zeigen nun als erstes, dass jedes In ein Ideal von R ist. Seien dazu n ∈ N0,

i, j ∈ In und r ∈ R. Es gibt dann p, q ∈ R[x] mit deg(p) ≤ n − 1 und deg(q) ≤
n− 1, sodass i xn + p ∈ I und jxn + q ∈ I. Da dann auch (i+ j)xn + (p+ q) in I

liegt, gilt i+ j ∈ In. Ebenso gilt (r x0) · (i xn + p) ∈ I. Folglich gilt ri xn + r p ∈ I.

Daher gilt ri ∈ In. In ist also wirklich ein Ideal von R.

Nun zeigen wir, dass für alle n ∈ N0 gilt:

In ⊆ In+1.

25
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Sei dazu r ∈ In. Dann gibt es p ∈ R[x] mit deg(p) ≤ n− 1, sodass r xn + p ∈ I.

Folglich gilt x · (r xn + p) ∈ I, also r xn+1 + x · p ∈ I. Da deg(x · p) ≤ n, liegt r

in In+1. Da R noethersch ist, erfüllt die Menge der Ideale von R die (ACC). Es

gibt also ein N ∈ N, sodass für alle m ≥ N die Gleichheit Im = IN gilt.

Wir bilden nun eine endliche Erzeugermenge von I. Da die Ideale In endlich

erzeugt sind, können wir für jedes i ∈ {0, . . . , N} ein mi ∈ N0 und Elemente

ri,1, ri,2, . . . , ri,mi
∈ Ii \ {0},

so wählen, dass

〈ri,1, ri,2, . . . , ri,mi
〉R = Ii.

Für jedes ri,j mit i ∈ {0, . . . , N} und j ∈ {1, . . . ,mi} wählen wir nun ein fi,j ∈ I
so, dass es ein p ∈ R[x] mit deg(p) ≤ i− 1 und

fi,j = ri,j x
i + p

gibt. Wir bilden nun die Menge

F := {fi,j ||| 0 ≤ i ≤ N, 1 ≤ j ≤ mi}.

Nun zeigen wir, dass die Menge F das Ideal I erzeugt. Dazu zeigen wir die

folgende Behauptung durch Induktion nach n.

Für alle n ∈ N0 liegen alle g ∈ I mit deg(g) ≤ n in 〈F 〉R.

Sei dazu n = 0 und g ∈ I mit deg(g) = 0. Dann gibt es ein g0 ∈ R, sodass

g = g0 x
0. Da g = g0x

0 + 0 in I liegt, gilt g0 ∈ I0. I0 wird von r0,1, . . . , r0,m0

erzeugt. Daher gibt es α0,1, . . . , α0,m0 , sodass

mi∑
j=1

α0,jr0,j = g0.

Für alle j ∈ {0, . . . ,m0} gilt f0,j = r0,j x
0. In R[x] gilt also

mi∑
j=1

α0,j x
0 · f0,j = g0 x

0 = g.

Daher gilt g ∈ 〈F 〉R.

Für den Induktionsschritt wählen wir n ∈ N. Sei g =
∑n

i=0 gi x
i ein Polynom in

I mit deg g = n. Dann gilt gn ∈ In.
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Wir behandeln nun zuerst den Fall n ≤ N . Da gn in In liegt, läßt es sich durch die

ausgewählten Erzeuger von In darstellen; es gibt also αn,1, . . . , αn,mn ∈ R, sodass

gn =
mn∑
j=1

αn,j · rn,j.

Jedes Polynom fn,j hat Grad n und führenden Koeffizienten rn,j. Daher hat das

Polynom

s :=
mn∑
j=1

αn,j x
0 · fn,j

Grad n und führenden Koeffizienten gn. Daher gilt deg(g− s) ≤ n− 1. Da g und

s beide in I liegen, gilt auch g − s ∈ I. Nach Induktionsvoraussetzung gilt also

g − s ∈ 〈F 〉R. Da s als Summe von Vielfachen der fn,j in 〈F 〉R liegt, gilt auch

g = (g − s) + s ∈ 〈F 〉R. Somit ist die Behauptung im Fall n ≥ N gezeigt.

Im Fall n > N liegt gn in IN . Es gibt also αN,1, . . . , αN,mN
∈ R, sodass

gn =

mN∑
j=1

αN,j · rN,j}.

Jedes Polynom fN,j hat Grad N und führenden Koeffizienten rN,j. Daher hat das

Polynom

s =

mN∑
j=1

αN,j x
0 · fN,j

Grad N und führenden Koeffiziente gn. Das Polynom xn−N · s hat daher Grad n

und führenden Koeffizienten gn. Daher gilt deg(g − xn−N · s) ≤ n− 1. Da g und

xn−N ·s beide in I liegen, gilt auch g−xn−N ·s ∈ I. Nach Induktionsvoraussetzung

gilt also g − xn−N · s ∈ 〈F 〉R. Da s als Summe von Vielfachen der fn,j in 〈F 〉R
liegt, gilt auch g = (g − xn−N · s) + xn−N · s ∈ 〈F 〉R. Daher gilt auch im Fall

n > N , dass g in 〈F 〉R liegt.

Somit wird das Ideal I von der endlichen Menge F erzeugt. �

Korollar 4.4. Sei k ein Körper, n ∈ N. Dann ist der Polynomring k[x1, . . . , xn]

noethersch.

Beweis: Wir zeigen durch Induktion nach n, dass k[x1, . . . , xn] noethersch ist.

Für n = 0 ist k[x1, . . . , xn] eine isomorphe Kopie von k. Da der Körper k nur

die Ideale {0} und k hat und diese durch {0} beziehungsweise {1} erzeugt wer-

den, ist k noethersch. Für n ≥ 1 ist der Polynomring k[x1, . . . , xn] isomorph zu
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k[x1, . . . , xn−1][xn]. Da nach Induktionsvoraussetzung k[x1, . . . , xn−1] noethersch

ist, ist wegen des Hilbertschen Basissatzes auch k[x1, . . . , xn−1][xn], und somit

k[x1, . . . , xn−1, xn] noethersch. �

2. Summen, Produkte und Quotienten von Idealen

Definition 4.5. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien I, J Ideale

von R. Wir definieren I + J durch

I + J := {i+ j ||| i ∈ I, j ∈ J}.

Lemma 4.6. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien I, J Ideale von

R. Dann I +J ein Ideal von R. Außerdem ist I +J das von I ∪J erzeugte Ideal.

Definition 4.7. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien I, J Ideale

von R. Wir definieren I · J durch

I · J := {
n∑
k=1

ikjk ||| n ∈ N0, i1, . . . , in ∈ I, j1, . . . , jn ∈ J}.

Bemerkung 4.8. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien I, J Ideale

von R. Dann ist I · J ein Ideal von R. Außerdem gilt I · J ⊆ I ∩ J .

Definition 4.9. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei I ein Ideal von

R. Dann definieren wir für jedes n ∈ N0 ein Ideal In durch

I0 := R, Ik = Ik−1 · I für k ≥ 1.

Definition 4.10. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sei A ein Ideal von R,

und sei B eine Teilmenge von R. Wir definieren

(A : B)R := {r ∈ R ||| ∀b ∈ B : rb ∈ A}.

(A : B)R ist der noethersche Quotient von A und B.

Wenn B = {b}, so schreiben wir für (A : {b})R auch einfach (A : b)R.

Übungsaufgaben 4.11

(1) (Quotienten von Idealen) Berechnen Sie:

(a) ((12) : (4)).

(b) ((4) : (12)).

(c) ((12) : (30)).
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(d) Berechnen Sie für alle a, b ∈ Z:((a) : (b)).

(2) (Produkt von Idealen) Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien A,B Ideale

von R mit A = 〈a1, . . . , am〉 und B = 〈b1, . . . , bn〉. Zeigen Sie, dass das Ideal A · B
von der Menge S =

{
aibj ||| (i, j) ∈ {1, . . . ,m} × {1, . . . , n}

}
erzeugt wird.

(3) (Berechnen des Schnitts zweier Ideale) Sei R ein kommutativer Ring mit 1, und seien

I und J Ideale von R. Seien Î und Ĵ die Ideale von R[x], die durch

Î = {
∑n
k=0 ikx

k ||| n ∈ N0, i0, . . . , in ∈ I},
Ĵ = {

∑n
k=0 jkx

k ||| n ∈ N0, j0, . . . , jn ∈ J}

gegeben sind.

(a) Zeigen Sie, dass Î ein Ideal von R[x] ist.

(b) Nehmen Sie an, dass {a1, . . . , am} eine Basis von I ist. Geben Sie eine Basis

von Î an!

(c) Nehmen Sie an, dass {b1, . . . , bn} eine Basis von J ist. Geben Sie eine Basis von

Ĵ · (x− 1) an!

(d) Zeigen Sie

{r ∈ R ||| r x0 ∈ Î · (x) + Ĵ · (x− 1)} = I ∩ J.

Lemma 4.12. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sei A ein Ideal von R, und

sei B eine Teilmenge von R. Dann ist (A : B)R ein Ideal von R.

3. Primär- und Primideale

Definition 4.13. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei Q ein Ideal

von R. Q ist primär , wenn

(1) Q 6= R,

(2) Für alle a, b ∈ R mit ab ∈ Q gilt a ∈ Q, oder es gibt ein n ∈ N, sodass

bn ∈ Q.

Definition 4.14. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei P ein Ideal

von R. P ist prim, wenn

(1) P 6= R,

(2) Für alle a, b ∈ R mit ab ∈ P gilt a ∈ P oder b ∈ P .

Definition 4.15. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei I ein Ideal von

R. Dann ist das Radikal von I gegeben durch

√
I := {r ∈ R ||| ∃n ∈ N : rn ∈ I}.
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Satz 4.16. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei I ein Ideal von R.

Dann ist
√
I ein Ideal von R, und es gilt I ⊆

√
I. Wenn I 6= R, gilt außerdem√

I 6= R.

Satz 4.17. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei Q ein primäres Ideal

von R. Dann gilt:

(1)
√
Q ist prim.

(2) Für jedes prime Ideal P von R mit Q ⊆ P gilt auch
√
Q ⊆ P .

4. Zerlegung von Idealen

Definition 4.18. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei I ein Ideal

von R. Das Ideal I ist schnitt-irreduzibel wenn für alle Ideale A,B von R mit

A ∩B = I gilt: A = I oder B = I.

Satz 4.19. Sei R ein noetherscher kommutativer Ring mit Eins. Dann ist jedes

Ideal von R Durchschnitt endlich vieler schnitt-irreduzibler Ideale.

Satz 4.20. Sei R ein noetherscher kommutativer Ring mit Eins, und sei I ein

schnitt-irreduzibles Ideal von R mit I 6= R. Dann ist I primär.

Beweis: Nehmen wir an, dass I nicht primär ist. Dann gibt es a, b ∈ R, sodass

ab ∈ I, a 6∈ I und für alle n ∈ N auch bn 6∈ I gilt.

Für jedes n ∈ N ist die Menge (I : bn)R ein Ideal von R. Außerdem gilt für alle

n ∈ N

(4.1) (I : bn)R ⊆ (I : bn+1)R.

Um (4.1) zu zeigen, wählen wir n ∈ N und r ∈ (I : bn)R. Dann gilt rbn ∈ I. Dann

gilt auch rbn+1 ∈ I, also r ∈ (I : bn+1)R. Das beweist (4.1). Da R noethersch ist,

gibt es also ein k ∈ N mit (I : bk)R = (I : bk+1)R. Sei nun

B :=
〈
bk
〉
R

A := 〈a〉R .

Wir zeigen nun als erstes, dass sich I als Schnitt zweier Ideale darstellen läßt. Es

gilt nämlich

(4.2) I = (I + A) ∩ (I +B).
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Die Inklusion ⊆ von (4.2) gilt, da I sowohl Teilmenge von I + A als auch I + B

ist. Um ⊇ zu zeigen, wählen wir x ∈ (I + A) ∩ (I + B). Da x in I + A und in

I +B liegt, gibt es i1, i2 ∈ I und r1, r2 ∈ R, sodass

x = i1 + r1a = i2 + r2b
k.

Dann gilt

xb = i1b+ r1ab.

Da ab ∈ I , gilt xb ∈ I. Da xb = i2b+ r2b
k+1, gilt auch r2b

k+1 ∈ I. Somit liegt r2
in (I : bk+1)R, und somit auch in (I : bk)R. Dann gilt r2b

k ∈ I. Damit liegt aber

auch x = i2 + r2b
k in I. Das beweist (4.2).

Da a ∈ I+A und a 6∈ I, gilt I 6= I+A. Da bk ∈ I+B und bk 6∈ I, gilt I 6= I+B.

Die Gleichung (4.2) zeigt also, dass I nicht schnitt-irreduzibel ist. �

Übungsaufgaben 4.21

(1) (Prime Ideale) Zeigen Sie, dass jedes prime Ideal eines kommutativen Ringes mit Eins

auch schnitt-irreduzibel ist.

(2) (Prime Ideale) Sei R := Q[x, y, z]. Zeigen Sie:

(a) 〈x, y〉 ist prim.

(b) 〈x2y, xy3〉 ist nicht prim.

(3) (Primäre Ideale) Sei R := Q[x, y]. Bestimmen Sie für jedes der folgenden Ideale, ob

es primär und ob es schnitt-irreduzibel ist.

(a) A = 〈x4, x2y, y3〉.
(b) B = 〈x4, y3〉.
(c) C = 〈x2y〉.

Satz 4.22. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sei n ∈ N, seien Q1, . . . , Qn

primäre Ideale von R mit
√
Q1 = · · · =

√
Qn. Sei Q := Q1 ∩ · · · ∩ Qn. Dann ist

Q primär, und
√
Q =

√
Q1 = · · · =

√
Qn.

5. Eindeutigkeit der Zerlegung in primäre Ideale

Definition 4.23. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sei n ∈ N, und sei-

en Q1, . . . , Qn und I Ideale von R mit I 6= R. Die Folge (Q1, . . . , Qn) ist eine

Darstellung von I durch größte Primärkomponenten [vdW67], wenn

(1) Alle Qi sind primär,

(2) I = Q1 ∩ · · · ∩Qn,
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(3) Für alle i ∈ {1, . . . , n} gilt

Q1 ∩ · · · ∩Qi−1 ∩Qi+1 ∩ · · · ∩Qn 6⊆ Qi,

(4) Für alle i, j ∈ {1, . . . , n} mit i 6= j gilt
√
Qi 6=

√
Qj.

Satz 4.24 (Lasker-Noether). Sei R ein noetherscher kommutativer Ring mit

Eins, und sei I ein Ideal von R mit I 6= R. Dann gibt es eine Darstellung von I

durch größte Primärkomponenten.

Proposition 4.25. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sei B ein primäres

Ideal von R, und sei A ein Ideal von R mit A 6⊆
√
B. Dann gilt (B : A)R = B.

Beweis: Sei x ∈ (B : A)R. Wir wählen a ∈ A mit a 6∈
√
B. Es gilt xa ∈ B. Da B

primär ist, gilt entweder x ∈ B oder es gibt ein n ∈ N, sodass an ∈ B. Im zweiten

Fall gilt a ∈
√
B. �

Proposition 4.26. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sei n ∈ N, sei I

ein primäres Ideal, und sei (Q1, . . . , Qn) eine Darstellung von I durch größte

Primärkomponenten. Dann gilt n = 1.

Beweis: Wir nehmen n ≥ 2 an. Sei i ∈ {1, . . . , n} so, dass
√
Qi minimal in

{
√
Qj ||| j ∈ {1, . . . , n}} ist. Wir zeigen nun, dass für alle i ∈ {1, . . . , n} mit j 6= i

gilt:

(5.1)
√
Qj 6⊆

√
Qi.

Sei dazu j so, dass
√
Qj ⊆

√
Qi. Wegen der Minimalität von

√
Qi gilt dann√

Qj =
√
Qi und somit j = i. Das beweist (5.1). Es gibt also a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an ∈

R, sodass für alle j ∈ {1, . . . , n} \ {i} gilt

aj ∈
√
Qj und aj 6∈

√
Qi.

Sei ρj so, dass a
ρj
j ∈ Qj, und sei

ρ := max {ρj ||| j ∈ {1, . . . , n} \ {i}}.

Falls Qi ⊆ I, so können alle anderen Qj aus der Darstellung von I weggelassen

werden. Also gilt in diesem Fall n = 1 im Widerspruch zur Annahme n ≥ 2.

Somit gilt also Qi 6⊆ I. Sei q ∈ Qi mit q 6∈ I. Es gilt

q(a1 · · · ai−1ai+1 · · · an)ρ ∈ Q1 ∩ · · · ∩Qm = I.
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Da I primär ist, gibt es ein σ ∈ N mit

(a1 · · · ai−1ai+1 · · · an)ρσ ∈ I.

Da I ⊆ Qi ⊆
√
Qi, gilt

(a1 · · · ai−1ai+1 · · · an)ρσ ∈
√
Qi.

Das Ideal
√
Qi ist prim, also liegt ein aj in

√
Qi. Das ist ein Widerspruch zur

Wahl der aj. Der Fall n > 1 kann also nicht eintreten. �

Lemma 4.27. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, seien m,n ∈ N, und sei

I ein Ideal von R mit I 6= R. Seien (Q1, . . . , Qm) und (K1, . . . , Kn) Folgen von

Idealen von R. Wir nehmen an, dass (Q1, . . . , Qm) und (K1, . . . , Kn) Darstellun-

gen von I durch größte Primärkomponenten sind, und dass
√
Q1 minimal in

{
√
Qj ||| i ∈ {j, . . . ,m}}

ist. Dann gilt m = n, und es gibt es eine bijektive Abbildung π : {1, . . . ,m} →
{1, . . . , n}, sodass Q1 = Kπ(1) und für alle i ∈ {1, . . . ,m} gilt:√

Qi =
√
Kπ(i).

Beweis: Wir gehen mit Induktion nach min(m,n) vor. Sei min(m,n) = 1.

Wir betrachten zuerst den Fall m = 1. Dann gilt wegen Proposition 4.26 auch

n = 1. Somit gilt I = Q1 und I = K1, also leistet π = id{1} das Gewünschte.

Ebenso gilt im Fall n = 1 nach Proposition 4.26 m = 1, und somit I = Q1 = K1.

Damit haben wir den Induktionsanfang min(m,n) = 1 gezeigt.

Für den Induktionsschritt nehmen wir nun an, m ≥ 2 und n ≥ 2. Sei M die

Menge der maximalen Elemente in

(5.2) {
√
Qi ||| i ∈ {1, . . . ,m}} ∪ {

√
Kj ||| j ∈ {1, . . . , n}}.

Wir zeigen nun, dass es ein P ∈ M mit P 6=
√
Q1 gibt. Nehmen wir im Wi-

derspruch dazu an, dass
√
Q1 das einzige einzige maximale Element der Menge

in (5.2) ist, Dann gilt
√
Q1 ≥

√
Q2, und wegen der Minimalität von

√
Q1 somit√

Q1 =
√
Q2. Das steht im Widerspruch dazu, dass (Q1, . . . , Qn) eine Zerlegung

in größte Primärkomponenten ist.

Wir zeigen als erstes, dass P in beiden der in (5.2) vereinigten Mengen enthalten

ist. Nehmen wir dazu an, dass k ∈ {1, . . . ,m} so ist, dass P =
√
Qk und P nicht
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in {
√
Kj ||| j ∈ {1, . . . , n}} liegt. Es gilt nun:

(5.3) Für alle i ∈ {1, . . . ,m} mit i 6= k gilt Qk 6⊆
√
Qi.

Um (5.3) zu beweisen, nehmen wir Qk ⊆
√
Qi an. Dann gilt

√
Qk ⊆

√
Qi, und

somit erhalten wir aus der Maximalität von
√
Qk die Gleichheit

√
Qk =

√
Qi,

im Widerspruch zu einer der Zerlegungseigenschaften. Das beweist (5.3). Ebenso

gilt

(5.4) Für alle j ∈ {1, . . . , n} gilt Qk 6⊆
√
Kj.

Denn
√
Qk ⊆

√
Kj bedeutet wegen der Maximalität von

√
Qk, dass

√
Qk =√

Kj, im Widerspruch dazu dass P nicht in {
√
Kj ||| j ∈ {1, . . . , n}} liegt. Das

beweist (5.4). Es gilt

(I : Qk) = (I : Qk),

also

(Q1 ∩ · · · ∩Qm : Qk) = (K1 ∩ · · · ∩Kn : Qk),

und folglich⋂
{(Qi : Qk) ||| i ∈ {1, . . . ,m} \ {k}} =

⋂
{(Kj : Qk) ||| j ∈ {1, . . . , n}.

Nach Proposition 4.25 gilt daher⋂
{Qi ||| i ∈ {1, . . . ,m} \ {k}} =

⋂
{Kj ||| j ∈ {1, . . . , n}}.

Also gilt
⋂
{Qi ||| i ∈ {1, . . . ,m} \ {k}} = I ⊆ Qk, im Widerspruch zu einer

Zerlegungseigenschaft. Ebenso führt der Fall, dass P unter den
√
Kj, aber nicht

unter den
√
Qi vorkommt, auf einen Widerspruch.

Wir wissen also, dass es ein k ∈ {2, . . . ,m} und ein l ∈ {1, . . . , n} gibt, sodass

P =
√
Qk =

√
Kl. Wir zeigen nun, dass für alle i ∈ {1, . . . ,m} und alle j ∈

{1, . . . , n} mit i 6= k, j 6= l gilt:

Qk ·Kl 6⊆
√
Qi und Qk ·Kl 6⊆

√
Kj.

Dazu zeigen wir als erstes Qk 6⊆
√
Qi. Wenn Qk ⊆

√
Qi, so gilt

√
Qk ⊆

√
Qi,

und daher wegen der Maximalität von P auch
√
Qk =

√
Qi, im Widerspruch zu

k 6= i. Also gilt Qk 6⊆
√
Qi. Ebenso gilt Kl 6⊆

√
Qi. Denn wenn Kl ⊆

√
Qi, so gilt√

Kl ⊆
√
Qi und somit wegen der Maximalität von P =

√
Kl auch

√
Kl =

√
Qi.

Dann gilt
√
Qk =

√
Qi und somit k = i, im Widerspruch zu k 6= i. Es gibt also
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q1 ∈ Qk \
√
Qi und q2 ∈ Kl \

√
Qi. Da

√
Qi prim ist, gilt q1q2 ∈ Qk · Kl und

q1q2 6∈
√
Qi. Ebenso beweist man Qk ·Kl 6⊆

√
Kj für j 6= l. Es gilt

I =
⋂
{Qi ||| i ∈ {1, . . . ,m}} =

⋂
{Kj ||| j ∈ {1, . . . , n}}.

Wir berechnen (I : Qk ·Kl). Nach Proposition 4.25 erhalten wir

Q1 ∩ · · · ∩Qk−1 ∩ (Qk : Qk ·Kl) ∩Qk+1 ∩ · · · ∩Qm

= K1 ∩ · · · ∩Kl−1 ∩ (Kl : Qk ·Kl) ∩Kl+1 ∩ · · · ∩Kn.

Da Qk · Kl ⊆ Qk, gilt (Qk : Qk · Kl) = R, und ebenso (Kl : Qk · Kl) = R. Wir

erhalten also zwei Darstellungen von (I : Qk · Kl), eine durch m − 1 und eine

durch n− 1 Primärkomponenten. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es also ein

π′ : {1, . . . ,m} \ {k} → {1, . . . , n} \ {l}, sodass Q1 = Kπ′(1) und
√
Qi =

√
Kπ′(i)

für alle i ∈ {1, . . . ,m} \ {k}. Daher leistet π := π′ ∪{(k, l)} das Gewünschte. �

Satz 4.28 (Erster Eindeutigkeitssatz). Sei R ein kommutativer Ring mit Eins,

und sei I ein Ideal von R mit I 6= R. Seien (Q1, . . . , Qn) und (K1, . . . , Km)

Folgen von Idealen von R. Wir nehmen an, dass (Q1, . . . , Qn) und (K1, . . . , Km)

Darstellungen von I durch größte Primärkomponenten sind. Dann gilt n = m,

und es gibt es eine bijektive Abbildung π : {1, . . . , n} → {1, . . . ,m}, sodass für

alle i ∈ {1, . . . , n} gilt: √
Qi =

√
Kπ(i).

Satz 4.29 (Zweiter Eindeutigkeitssatz). Sei R ein kommutativer Ring mit Eins,

und sei I ein Ideal von R mit I 6= R. Seien (Q1, . . . , Qn) und (K1, . . . , Km)

Folgen von Idealen von R. Wir nehmen an, dass (Q1, . . . , Qn) und (K1, . . . , Kn)

Darstellungen von I durch größte Primärkomponenten sind, sodass für alle j ∈
{1, . . . , n} gilt: √

Qj =
√
Kj.

Sei i ∈ {1, . . . , n} so, dass
√
Qi minimal in {

√
Qj ||| j ∈ {1, . . . , n}} ist. Dann

gilt Qi = Ki.

Beweis: Wir betrachten die Folgen (Q′1, . . . , Q
′
n) und (K ′1, . . . , K

′
n), die durch

Q′1 := Qi, Q
′
i := Q1, Q

′
j = Qj für j ∈ {1, . . . , n} \ {1, i} und K ′1 := Ki, K

′
i := K1,

K ′j = Kj für j ∈ {1, . . . , n} \ {1, i} gegeben sind. Wegen Lemma 4.27 gibt es

eine bijektive Abbildung π, sodass
√
Q′j =

√
K ′π(j) für alle j ∈ {1, . . . , n} und

Q′1 = K ′π(1). Daraus erhalten wir eine bijektive Abbildung σ, sodass für alle
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j ∈ {1, . . . , n} die Gleichheit
√
Qj =

√
Kσ(j) gilt, und weiters Qi = Kσ(i). Es

gilt also
√
Kσ(i) =

√
Qi =

√
Ki. Da (K1, . . . , Kn) eine Darstellung durch größte

Primärkomponenten ist, gilt i = σ(i). Also gilt Qi = Ki. �



KAPITEL 5

Ringerweiterungen

1. Determinanten

Determinanten kann man nicht nur für Matrizen über Körpern, sondern auch

für Matrizen über kommutativen Ringen mit Eins definieren. Die Menge Sn sei

die Menge aller Permutationen der Menge {1, . . . , n}. Für jede Permutation π

definieren wir die Signatur von π durch

sgn(π) :=
∏

(i,j)∈{1,...,n}2

i>j

π(i)− π(j)

i− j
.

Definition 5.1. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei A eine n × n-

Matrix. Dann definieren wir die Determinante von A durch

det(A) :=
∑
π∈Sn

(−1)sgn(i)
n∏
i=1

Ai,π(i).

Wir werden im folgenden drei Eigenschaften der Determinante brauchen. Für

v1, . . . , vn ∈ Rn schreiben wir (v1, . . . , vn) für die n×n-Matrix, deren Spaltenvek-

toren v1, . . . , vn sind.

Satz 5.2. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien a1, . . . , an, v, w ∈ Rn

und r ∈ R. Dann gilt:

(1) (Multilinearität)

det ((a1, . . . , ai−1, v + w, ai+1, . . . , an))

= det ((a1, . . . , ai−1, v, ai+1, . . . , an)) + det ((a1, . . . , ai−1, w, ai+1, . . . , an))

(2) (R-Homogenität)

det ((a1, . . . , ai−1, r v, ai+1, . . . , an))

= r · det ((a1, . . . , ai−1, v, ai+1, . . . , an)).

37
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(3) Wenn es i, j ∈ {1, . . . , n} mit i 6= j gibt, sodass ai = aj, so gilt

det ((a1, . . . , an)) = 0.

Beweisskizze: Da in jedem Summanden in der Definition der Determinante genau

einer der Faktoren A1,i, A2,i, . . . , An,i vorkommt (nämlich Aπ−1(i),i), gelten (1) und

(2). Für den Beweis von (3) sei A die Matrix (a1, . . . , an). Da die i-te und die j-te

Spalte der Matrix gleich sind, gilt für alle k ∈ {1, . . . , n} und alle π ∈ Sn, dass

Ak, (i,j)◦π (k) = Ak, π(k). Somit unterscheiden sich die Summanden in der Definition

der Determinante für π und (i, j) ◦ π nur durch das Vorzeichen und kürzen sich

also weg. �

Satz 5.3. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins Sei A eine n × n Matrix mit

Einträgen aus R. Dann gibt es eine n×n-Matrix B mit Einträgen aus R, sodass

B · A =


det(A) 0 0 . . . 0

0 det(A) 0 . . . 0

0 0
. . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . . . . det(A)

 .

Wir werden als Abkürzung für die n× n-Matrix
r 0 0 . . . 0

0 r 0 . . . 0

0 0
. . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . . . . r


mit r ∈ R auch oft kürzer r In schreiben.

Beweis von Satz 5.3: Für i ∈ {1, . . . , n} sei

ei :=



0
...

0

1

0
...

0


← i-te Zeile
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der i-te Einheitsvektor. Die Vektoren a1, . . . , an seien die Spaltenvektoren der

Matrix A; es gilt also A = (a1, . . . , an). Sei nun B die Matrix, die durch

B(i, j) := det ((a1, . . . , ai−1, ej, ai+1, . . . , an))

definiert ist. Sei C := B · A, und seien i, k ∈ {1, . . . , n}. Wir berechnen nun den

Eintrag C(i, k). Es gilt

C(i, k) =
n∑
j=1

B(i, j) · A(j, k)

=
n∑
j=1

det ((a1, . . . , ai−1, ej, ai+1, . . . , an)) · A(j, k).

Somit erhalten wir aus dem Satz 5.2

C(i, k) =
n∑
j=1

det ((a1, . . . , ai−1, ej, ai+1, . . . , an)) · A(j, k)

= det ((a1, . . . , ai−1,
n∑
j=1

A(j, k) ej, ai+1, . . . , an)).

Der Vektor
∑n

j=1A(j, k) ej ist genau der k-te Spaltenvektor ak von A. Wenn

k = i, so ist C(i, k) also genau det(A). Wenn k 6= i, so sind in der Matrix

(a1, . . . , ai−1, ak, ai+1, . . . , an))

die i-te und k-te Spalte gleich. Diese Matrix hat nach Satz 5.2 die Determinante 0.

�

2. Ganze Erweiterungen

Seien A,B kommutative Ringe mit Eins. Wir schreiben A ≤ B, wenn A ein

Unterring von B (mit dem gleichen Einselement) ist.

Definition 5.4. Seien A,B kommutative Ringe mit Eins mit A ≤ B, und sei

S = 〈si ||| i ∈ I〉 eine Folge von Elementen von B. Dann ist A[[S]] der Durchschnitt

aller Unterringe R von B mit A ∪ {si ||| i ∈ I} ⊆ R.

Definition 5.5. Seien A,B kommutative Ringe mit Eins, sodass A ≤ B, und

sei x ∈ B. Das Element x ist ganz über A, wenn x Nullstelle eines Polynoms in

A[t] mit führendem Koeffizienten 1 ist.
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Definition 5.6. Seien A,B kommutative Ringe mit Eins, sodass A ≤ B. B ist

ganz über A, wenn alle b ∈ B ganz über A sind.

Für einen kommutativen Ring mit Eins B, A ⊆ B und b ∈ B definieren wir

A · b := {ab ||| a ∈ A}.

Satz 5.7. Seien A,B kommutative Ringe mit Eins, sodass A ≤ B. Wenn x ganz

über B ist, so gibt es n ∈ N und b0, . . . , bn−1 ∈ B mit b0 = 1, sodass

(2.1) A[[x]] = A · 1 + A · b1 + · · ·+ A · bn−1.

Beweis: Sei n der Grad eines Polynoms mit führendem Koeffizienten 1, das x

als Nullstelle hat, und sei bi := xi. Für die Inklusion ⊇ der Gleichung (2.1)

beobachten wir, dass A ⊆ A[[x]] und x ∈ A[[x]]. Da A[[x]] ein Ring ist, liegt folglich

jedes Element auf der rechten Seite von (2.1) in A[[x]].

Für ⊆ zeigen wir, dass die rechte Seite ein Unterring von B ist. Die Abgeschlos-

senheit unter + und − ist offensichtlich. Wir zeigen nun, dass auch das Produkt

zweier Elemente aus A · x0 + · · ·+A · xn−1 wieder in A · x0 + · · ·+A · xn−1 liegt.

Seien dazu
∑n−1

i=1 aix
i und

∑n−1
i=1 a

′
ix
i ∈

∑n−1
i=1 A · xi. Das Produkt dieser beiden

Elemente ist
n−1∑
i=1

n−1∑
j=1

aia
′

jx
i+j.

Wir zeigen nun, dass für alle m ∈ N0 gilt: xm ∈
∑n−1

i=1 A · xi. Wir gehen mit

Induktion nach m vor. Wenn m ≤ n−1, so liegt xm = 1 ·xm klarerweise in A ·xm.

Wenn m ≥ n, so wählen wir ein Polynom p(t) = 1 tn+pn−1t
n−1+ · · ·+p0t0 ∈ A[t],

das x als Nullstelle hat. Dann gilt

xm = xm − xm−n · 0

= xm − xm−n(xn + pn−1x
n−1 + · · ·+ p0x

0)

= −pn−1xm−1 − · · · − p0xm−n.
.

Nach Induktionsvoraussetzung liegt jedes xi mit i ≤ m − 1 in
∑n−1

i=1 A · xi, und

folglich auch −pn−1xm−1 − · · · − p0xm−n. Also gilt xm ∈
∑n−1

i=1 A · xi.

Damit haben wir gezeigt, dass
∑n−1

i=1 A · xi abgeschlossen unter · ist.
∑n−1

i=1 A · xi

ist also ein Unterring von B, der A und x enthält. Daher gilt auch ⊆ in (2.1). �
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Satz 5.8. Seien A,B kommutative Ringe mit Eins, sodass A ≤ B. Sei x ∈ B so,

dass es n ∈ N und b0, . . . , bn−1 ∈ B gibt, sodass

(1) b0 = 1,

(2)
∑n−1

i=0 A · bi ist abgeschlossen unter ·,
(3) x ∈

∑n−1
i=0 A · bi.

Dann ist x ganz über A.

Beweis: Sei i ∈ {0, . . . , n − 1}. Aufgrund der Voraussetzungen liegt auch xbi in∑n−1
i=0 A · bi. Es gibt also ai,0, . . . , ai,n−1 ∈ A, sodass

(2.2) xbi = ai,0b0 + · · ·+ ai,n−1bn−1.

Sei M die n× n-Matrix über A, die durch

M :=

 a0,0 · · · a0,n−1
...

...

an−1,0 · · · an−1,n−1


definiert ist. Die Gleichungen aus (2.2) lassen sich mit dieser Matrix zusammen-

gefasst als

x


b0
b1
...

bn−1

 = M ·


b0
b1
...

bn−1


schreiben. Es gilt also

(2.3) (


x 0 0 . . . 0

0 x 0 . . . 0

0 0
. . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . . . . x

−M) ·


b0
b1
...

bn−1

 = 0.

Aus Satz 5.3 erhalten wir eine n× n-Matrix L mit Einträgen aus B, sodass

L · (x In −M) =


det(x In −M) 0 0 . . . 0

0 det(x In −M) 0 . . . 0

0 0
. . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . . . . det(x In −M)

 .
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Durch Multiplikation der Gleichung (2.3) von links mit L erhalten wir
det(x In −M) 0 0 . . . 0

0 det(x In −M) 0 . . . 0

0 0
. . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . . . . det(x In −M)

 ·


b0

b1
...

bn−1

 = 0.

Da b0 = 1, folgt aus dieser Gleichung

(2.4) det(x In −M) = 0.

Wir betrachten nun das Polynom p ∈ A[t], das durch

p(t) := det(


t 0 0 . . . 0

0 t 0 . . . 0

0 0
. . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . . . . t

−M)

gegeben ist. Die Matrix auf der rechten Seite der letzten Gleichung ist dabei eine

Matrix mit Einträgen aus dem Polynomring A[t]. Aus der Definition der Deter-

minante sieht man, dass p ein Polynom vom Grad n mit führendem Koeffizienten

1 ist. Wegen der Gleichung (2.4) gilt p(x) = 0. Das Polynom p bezeugt also, dass

x ganz über A ist. �

Satz 5.9. Seien A,B kommutative Ringe mit Eins, sodass A ≤ B. Sei x ∈ B so,

dass x ganz über A ist. Dann ist A[[x]] ganz über A.

Beweis: Sei y ∈ A[[x]]. Da x ganz über A ist, gibt es wegen Satz 5.7 n ∈ N und

b0, . . . , bn−1 ∈ B, sodass A[[x]] =
∑n

i=1A · bi und b0 = 1. Da y in
∑n

i=1A · bi liegt,

ist y nach Satz 5.8 ganz über A. �

Allgemeiner gilt:

Satz 5.10. Seien A,B kommutative Ringe mit Eins, sodass A ≤ B, und seien

x, y ∈ B. Wenn x ganz über A ist, und y ganz über A[[x]] ist, so ist y ganz über

A.
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Beweis: Da y ganz über A[[x]] ist, gibt es n ∈ N und c0, . . . , cn−1 ∈ B mit c0 = 1

und

(A[[x]])[[y]] =
n−1∑
i=0

A[[x]] · ci.

Da x ganz über A ist, gibt es m ∈ N und b0, . . . , bm−1 ∈ B mit b0 = 1 und

A[[x]] =
m−1∑
j=0

A · bj.

Insgesamt gilt also

(A[[x]])[[y]] =
n−1∑
i=0

m−1∑
j=0

A · (bjci).

Da y in dieser endlichen Summe liegt, ist y nach Satz 5.8 ganz über A. �

Übungsaufgaben 5.11

(1) Sei q ∈ Q eine rationale Zahl, die ganz über Z ist. Zeigen Sie q ∈ Z.

(2) Sei R := Q[x, y]/I, wobei I := 〈x2 + xy + 1〉. Mit Q bezeichnen wir den Unterring

{q + I ||| q ∈ Q}. Zeigen Sie:

(a) x+ I ist nicht ganz über Q.

(b) x+ I ist ganz über Q[[y + I]].

(3) Sei R := Z[[ 3
√

2]], und sei x := 5 + 3
√

2. Da x ∈ Z+Z 3
√

2 +Z( 3
√

2)2 und da Z+Z 3
√

2 +

Z( 3
√

2)2 ein Unterring von R ist, ist auch x ganz über Z. Im folgenden Beispiel kon-

struieren wir ein Polynom in Z[t] mit führendem Koeffizienten 1, das x als Nullstelle

hat.

(a) Sei b0 := 1, b1 := 3
√

2, b2 := ( 3
√

2)2. Finden Sie eine 3× 3-Matrix A, sodass b0x

b1x

b2x

 = A ·

 b0

b1

b2

 .

(b) Berechnen Sie das charakteristische Polynom von A.

(4) (Ringerweiterungen) Wir betrachten den Ring Q[x] und seine Unterringe Q[[x3 − 3x2 + 2x]]

und Q.

(a) Ist Q[x] ganz über Q[[x3 − 3x2 + 2x]]?

(b) Ist Q[[x3 − 3x2 + 2x]] ganz über Q?

Satz 5.12. Seien A,B,C kommutative Ringe mit Eins, sodass A ≤ B ≤ C.

Wenn B ganz über A, und C ganz über B ist, so ist C ganz über A.
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Sei x ∈ C. Da x ganz über B ist, gibt es n ∈ N und b0, . . . , bn−1 ∈ B, sodass

(2.5) xn +
n−1∑
i=0

bix
i = 0.

Diese Gleichung belegt, dass x ganz über A[[b0, . . . , bn−1]] ist. Da b0 ganz über A

ist, ist b0 auch ganz über A[[b1, . . . , bn−1]]. Da also x ganz über A[[b1, . . . , bn−1]][[b0]]

und b0 ganz über A[[b1, . . . , bn−1]] ist, ist x wegen Satz 5.10 auch ganz über

A[[b1, . . . , bn−1]]. Wir zeigen nun allgemein mit Induktion nach i, dass für alle

i ∈ {1, . . . , n} gilt:

(2.6) x ist ganz über A[[bi, bi+1, . . . , bn−1]].

Für i = 0 ergibt sich das aus der Gleichung 2.5. Wir nehmen nun an, dass i ≤ n−1

und x ganz über A[[bi, bi+1, . . . , bn−1]] = (A[[bi+1, . . . , bn−1]])[[bi]] ist. Da bi ganz über

A ist, gilt auch:

bi ist ganz über A[[bi+1, . . . , bn−1]].

Somit ist x nach Satz 5.10 auch ganz über A[[bi+1, . . . , bn−1]]. Somit gilt (2.6) für

alle i ∈ {0, . . . , n}. Für i := n erhalten wir, dass x ganz über A ist. �

3. Algebraische Erweiterungen

Definition 5.13. Seien A,B kommutative Ringe mit Eins mit A ≤ B, und sei

e ∈ B. Das Element e ist algebraisch über A, wenn es ein p ∈ A[t] mit p 6= 0 gibt,

sodass p(e) = 0. B ist algebraisch über A, wenn alle b ∈ B algebraisch über A

sind.

Übungsaufgaben 5.14

(1) Sei R ein Ring, der C[t] als Unterring (mit demselben Einselement) enthält. Wir

nehmen an, dass R ganz über C[t] ist. Zeigen Sie, dass R kein Körper ist. Hinweis:

Wenn R ein Körper ist, so ist 1
t in R. Also ist 1

t ganz über C[t]. Verwenden Sie jetzt

das Polynom in C[t][t1], dessen Nullstelle 1
t ist, um zu zeigen, dass t algebraisch über

C ist – Widerspruch.

Lemma 5.15. Seien A,B Integritätsbereiche mit A ≤ B. Dann sind äquivalent:

(1) B ist algebraisch über A.

(2) Q(B) ist algebraisch über Q(A).
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Beweis: (1)⇒(2): Seien p, q ∈ B mit q 6= 0. Wir zeigen, dass p
q

algebraisch über

Q(A) ist. Da q algebraisch über A ist, gibt es ein Polynom f ∈ A[t] vom Grad

n ≥ 1, sodass

f(q) = 0.

Für g(x) := xn ·f( 1
x
) gilt g(1

q
) = 0. Also ist 1

q
algebraisch über A, und somit ganz

über Q(A). Das Element p ist ganz über Q(A), also auch über Q(A)[[1
q
]]. Also ist

Q(A)[[1
q
]][[p]] ganz über Q(A). Da p

q
∈ Q(A)[[1

q
]][[p]], ist p

q
ganz über Q(A). (2)⇒(1):

Sei b ∈ B. Dann ist b Nullstelle eines Polynoms f in Q(A)[t] \ {0}, und nach

Multiplikation mit den Nennern der Koeffizienten von f auch eines Polynoms

g ∈ A[t] \ {0}. �

Proposition 5.16. Seien A,B,C Integritätsbereiche mit A ≤ B ≤ C. Wenn B

algebraisch über A und C algebraisch über B ist, so ist C algebraisch über A.

Beweis: Nach Lemma 5.15 ist Q(B) algebraisch, also ganz, über Q(A), und Q(C)

ganz über Q(B). Also ist Q(C) ganz über Q(A), und somit ist C algebraisch über

A. �

Satz 5.17. Seien A,B Integritätsbereiche mit A ≤ B, sei x ∈ B. Wenn x alge-

braisch über A ist, so ist auch A[[x]] algebraisch über A.

Beweis: Da x algebraisch über A ist, gibt es ein n ∈ N und ein Polynom p =∑n
i=0 pi t

i ∈ A[t] von Grad n, sodass

n∑
i=0

pi x
i = 0.

In Q(B) gilt dann

(3.1)
n∑
i=0

pi
pn
xi = 0.

Es gilt Q(A) ≤ Q(B). Nach (3.1) ist x
1

ganz über Q(A). Wegen Satz 5.9 ist also

Q(A)[[x
1
]] ganz über Q(A).

Wir zeigen nun, dass A[[x]] algebraisch über A ist. Sei dazu y ∈ A[[x]]. Dann

liegt y
1

in Q(A)[[x
1
]]. Es gibt also ein Polynom q ∈ Q(A)[t] vom Grad n ≥ 1,

sodass q(y
1
) = 0. Durch Multiplikation mit allen Nennern der Koeffizienten von q

erhalten wir ein Polynom q′ ∈ A[t] vom Grad n ≥ 1, sodass q′(y) = 0. Daher ist

y algebraisch über A. �
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Lemma 5.18. Seien A,C Integritätsbereiche mit A ≤ C. Dann ist die Menge

B := {b ∈ C ||| b ist algebraisch über A} ein Unterring von C.

Beweis: Seien x1, x2 ∈ B. Da x2 algebraisch über A ist, ist x2 auch algebraisch

über A[[x1]]. Somit ist nach Satz 5.17 auch A[[x1]][[x2]] = A[[x1, x2]] algebraisch

über A[[x1]]. Ebenso ist nach Satz 5.17 der Ring A[[x1]] algebraisch über A. Nach

Proposition 5.16 ist daher A[[x1, x2]] algebraisch über A. Da {x1 + x2, x1− x2, x1 ·
x2} ⊆ A[[x1, x2]], liegen Summe, Differenz und Produkt von x1 und x2 in B. Daher

ist B ein Unterring von C. �

Definition 5.19. Seien A,B kommutative Ringe mit Eins mit A ≤ B. Eine

Folge S = 〈si ||| i ∈ I〉 von Elementen aus B ist algebraisch unabhängig über

A, wenn für alle n ∈ N, für alle p ∈ A[t1, . . . , tn] \ {0} und für alle paarweise

verschiedenen i1, . . . , in ∈ I gilt:

p(si1 , . . . , sin) 6= 0.

Definition 5.20. Seien A,B kommutative Ringe mit Eins mit A ≤ B, und sei

S eine Folge von Elementen aus B. S ist eine Transzendenzbasis von B über A,

wenn S maximal unter den algebraisch unabhängigen Folgen aus B ist.

Proposition 5.21. Seien A,B kommutative Ringe mit Eins mit A ≤ B. Dann

besitzt B eine Transzendenzbasis über A.

Beweis: Sei S eine Kette über A algebraisch unabhängiger Folgen, und sei S :=⋃
S.

Wenn S = 〈si ||| i ∈ I〉 algebraisch abhängig ist, gibt es i1, . . . , in ∈ I, und p ∈
A[t1, . . . , tn] mit p 6= 0, sodass p(si1 , . . . , sin) = 0. Es gibt nun ein Element S ′ ∈ S,

das 〈sik ||| k ∈ {1, . . . , n}〉 enthält. Daher ist S ′ algebraisch abhängig.

Also ist S algebraisch unabhängig. Somit liefert das Zornsche Lemma eine Trans-

zendenzbasis von B. �

Satz 5.22. Seien A,B kommutative Ringe mit Eins mit A ≤ B, und sei S =

〈si ||| i ∈ I〉 eine über A algebraisch unabhängige Teilfolge von B. Sei e ∈ B, und

sei j 6∈ I. Sei S ′ := S ∪ {(j, e)}. Dann sind äquivalent:

(1) S ′ ist algebraisch abhängig über A.

(2) e ist algebraisch über A[[S]].
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Beweis: (1)⇒(2): Seien n ∈ N0, i1, . . . , in paarweise verschiedene Elemente aus I

und f ∈ A[t1, . . . , tn+1] so, dass f 6= 0 und f(si1 , . . . , sin , e) = 0. Sei nun

f(t1, . . . , tn+1) =
m∑
j=0

uj(t1, . . . , tn)tn+1
j.

Dann gilt
m∑
j=0

uj(si1 , . . . , sin)ej = 0.

Für das Polynom g :=
∑m

j=0 uj(si1 , . . . , sin)tj ∈ A[[S]][t] gilt, da S algebraisch

unabhängig ist, g 6= 0 und g(e) = 0. Somit ist e algebraisch über A.

(2)⇒(1): Sei g ∈ A[[S]][t] so, dass g 6= 0 und g(e) = 0. Jedes Element in A[[S]]

lässt sich in der Form u(si1 , . . . , sin) mit n ∈ N und u ∈ A[t1, . . . , tn] schreiben.

Also lässt sich das Polynom g schreiben als

g =

deg(g)∑
k=0

uk(si1 , . . . , sim)tk.

wobei m ∈ N und die ij paarweise verschieden sind. Wir betrachten nun das

Polynom g′ ∈ A[t1, . . . , tm+1], das durch

g′(t1, . . . , tm+1) =

deg(g)∑
k=0

uk(t1, . . . , tm)tm+1
k

definiert ist. Es gilt g′ 6= 0 und g′(si1 , . . . , sim , e) = 0. Folglich ist S ∪ {(j, e)}
algebraisch abhängig über A. �

Die Voraussetzung, dass S algebraisch unabhängig ist, wird für die Implikation

(1)⇒(2) wirklich gebraucht. Wenn nämlich A ≤ B Integritätsbereiche sind, und

b1, b2 ∈ B algebraisch abhängig sind, so muss deswegen aber b2 nicht algebraisch

über A[[b1]] sein. Als Beispiel sei A := R,B := C(t), b1 := i, b2 := t. Für f(t1, t2) :=

t21t2 + t2 gilt f(i, t) = 0. Trotzdem ist t nicht algebraisch über R[[i]] = C.

Lemma 5.23. Seien A,B Integritätsbereiche mit A ≤ B, und sei X ⊆ B so, dass

A[[X]] = B. Sei U eine maximale Teilfolge aus X mit der Eigenschaft, dass U

algebraisch unabhängig ist. Dann ist U eine Transzendenzbasis von B über A.

Beweis: Wegen Satz 5.22 ist jedes x ∈ X algebraisch über A[[U ]]. Die über A[[U ]]

algebraischen Elemente von B bilden nach Lemma 5.18 einen Unterring von B.
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Dieser Unterring enthält alle Elemente von X und A. Somit enthält dieser Un-

terring ganz A[[X]], und ist somit gleich B. �

Satz 5.24. Seien A,B Integritätsbereiche mit A ≤ B, sei (x1, . . . , xm) eine

Transzendenzbasis von B über A, sei r ∈ N, und sei (w1, . . . , wr) eine über

A algebraisch unabhängige Folge von Elementen aus B. Dann gibt es für alle

i ∈ {0, 1, . . . ,min(r,m)} eine injektive Abbildung π : {i+1, . . . ,m} → {1, . . . ,m},
sodass B algebraisch über

A[[w1, . . . , wi, xπ(i+1), . . . , xπ(m)]]

ist.

Beweis: Induktion nach i. Für i = 0 setzen wir π := id{1,...,m}. Da (x1, . . . , xm)

eine Transzendenzbasis von B über über A ist, gilt für jedes e ∈ B, dass

(x1, . . . , xm, e) algebraisch abhängig über A ist. Dann ist e nach Satz 5.22 alge-

braisch über A[[x1, . . . , xm]].

Sei nun i ≥ 1. Wir nehmen an, dass

(3.2) B algebraisch über A[[w1, . . . , wi−1, xπ(i), . . . , xπ(m)]]

ist. Wir wollen nun eines der xπ(j) durch wi ersetzen. Dazu wählen wir eine Menge

K = {k1, . . . , kl} als eine Teilmenge von {i, i+ 1, . . . ,m}, die maximal bezüglich

⊆ mit der Eigenschaft ist, dass

(w1, . . . , wi−1, wi, xπ(k1), . . . , xπ(kl)) algebraisch unabhängig

ist; da (w1, . . . , wi) algebraisch unabhängig ist, gibt es ein solches K.

Falls K = {i, i+ 1, . . . ,m}, so ist

(w1, . . . , wi, xπ(i), . . . , xπ(m))

algebraisch unabhängig. Wegen (3.2) ist wi algebraisch über

A[[w1, . . . , wi−1, xπ(i), . . . , xπ(m)]]. Nach Satz 5.22 ist dann (w1, . . . , wi, xπ(i), . . . , xπ(m))

algebraisch abhängig über A.

Daher gibt es ein j ∈ {i, i+1, . . . ,m}, sodass j 6∈ K. Wegen der Maximalität von

K gilt also

(w1, . . . , wi, xπ(k1), . . . , xπ(kl)) ist algebraisch unabhängig über A, und

(w1, . . . , wi, xπ(k1), . . . , xπ(kl), xπ(j)) ist algebraisch abhängig über A.
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Daher ist nach Satz 5.22 xπ(j) algebraisch über A[[w1, . . . , wi, xπ(k1), . . . , xπ(kl)]],

folglich überA[[w1, . . . , wi, xπ(i), . . . , xπ(j−1), xπ(j+1), . . . , xπ(m)]].Wir definieren nun

σ : {i, . . . ,m} → {1, . . . ,m}

durch σ(j) := π(i), σ(i) := π(j), und σ(r) = π(r) für r ∈ {i, . . . ,m} \ {i, j}. Nun

ist also xσ(i) algebraisch über

C := A[[w1, . . . , wi, xσ(i+1), . . . , xσ(m)]].

Wegen (3.2) ist B algebraisch über A[[w1, . . . , wi−1, xσ(i+1), . . . , xσ(m)]][[xσ(i)]], und

daher erst recht über A[[w1, . . . , wi−1, wi, xσ(i+1), . . . , xσ(m)]][[xσ(i)]] = C[[xσ(i)]]. Da

wegen Satz 5.17 der Integritätsbereich C[[xσ(i)]] algebraisch über C ist, folgt nach

Proposition 5.16, dass B algebraisch über C ist. Somit leistet σ|{i+1,...,m} das

Gewünschte. �

Korollar 5.25. Seien A,B Integritätsbereiche mit A ≤ B, und sei (x1, . . . , xm)

eine Transzendenzbasis von B über A. Sei (w1, . . . , wr) eine über A algebraisch

unabhängige Folge von Elementen aus B. Dann gilt r ≤ m.

Beweis: Wir nehmen an r > m. Aus dem Austauschsatz (Satz 5.24) erhalten

wir, dass B algebraisch über A[[w1, . . . , wm]] ist. Also ist wm+1 algebraisch über

A[[w1, . . . , wm]]. Nach Satz 5.22 ist (w1, . . . , wm, wm+1) dann algebraisch abhängig.

�

Definition 5.26. Seien A,B Integritätsbereiche mit A ≤ B. Wenn B eine end-

liche Transzendenzbasis über A besitzt, so ist der Transzendenzgrad von B über

A die Anzahl der Elemente dieser Basis. Andernfalls ist der Transzendenzgrad

∞.

4. Noethersche Normalisierung

Lemma 5.27. Sei k ein unendlicher Körper, n ∈ N, und sei p ∈ k[t1, . . . , tn] mit

p 6= 0. Dann gibt es ein v ∈ kn mit p(v) 6= 0.

Beweis: Wir verwenden Induktion nach n. Falls n = 1, ist p ein Polynom in einer

Variablen, das nicht das Nullpolynom ist. Ein solches Polynom hat nur endlich

viele Nullstellen; da k unendlich ist, bleibt also eine Nichtnullstelle übrig. Falls
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n > 1, so schreiben wir mit l := degtn(p)

p =
l∑

i=0

pi(t1, . . . , tn−1)t
i
n.

Nun hat pl nach Induktionsvoraussetzung eine Nichtnullstelle (v1, . . . , vn−1). Das

Polynom

p′ :=
l∑

i=0

pi(v1, . . . , vn−1)t
i

in k[t] ist also nicht das Nullpolynom, da sein Koeffizient vom Grad l ungleich

0 ist. Ein univariates Polynom, das nicht das Nullpolynom ist, hat nur endlich

viele Nullstellen; es bleibt vom unendlichen Körper k also eine Nichtnullstelle vn
übrig. Der Vektor (v1, . . . , vn) ist also dann eine Nichtnullstelle von p. �

Lemma 5.28. Sei k ein Körper, und sei B ein kommutativer Ring mit Eins mit

k ≤ B. Sei n ∈ N, x = (x1, . . . , xn) eine Folge von Elementen aus B, und sei

p ∈ k[t1, . . . , tn] so, dass

p(x1, . . . , xn) = 0

und p 6= 0. Dann gibt es Polynome f2, . . . , fn ∈ k[t1, . . . , tn] und g1, . . . , gn ∈
k[t1, . . . , tn], sodass folgendes gilt:

(1) x1 ist ganz über k[[f2(x ), . . . , fn(x )]],

(2) Für alle j ∈ {1, . . . , n} gilt

tj = gj(t1, f2(t1, . . . , tn), . . . , fn(t1, . . . , tn)).

(Das bedeutet, dass k[[f2(x ), . . . , fn(x ), x1]] = B.)

Wenn k unendlich ist, so kann man alle fi linear wählen.

Beweis: Wir betrachten zunächst den Fall, dass k unendlich ist. Sei I eine endliche

Teilmenge von N0
n, und sei 〈ci ||| i ∈ I〉 : I → k so, dass

p =
∑

(i1,...,in)∈I

c(i1, . . . , in)ti11 · · · tinn .

Für ein passendes (α2, . . . , αn) ∈ kn−1 gilt nun, dass das Polynom

q(t1, . . . , tn) := p(t1, t2 + α2t1, . . . , tn + αnt1)
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von der Form bN t
N
1 +

∑N−1
i=0 bi(t2, . . . , tn)ti1 mit bN ∈ k, bi ∈ k[t2, . . . , tn] ist. Um

das zu zeigen, bilden wir ein Polynom q′ in k[t1, . . . , tn, a2, . . . , an].

q′ := p(t1, t2 + a2t1, . . . , tn + ant1)

=
∑

(i1,...,in)∈I

c(i1, . . . , in)ti11 (t2 + a2t1)
i2 · · · (tn + ant1)

in .

Sei N der totale Grad von p. Dann erhalten wir den Koeffizienten K von tN1 in

q′ durch

K =
∑

(i1,...,in)∈I
i1+···+in=N

c(i1, . . . , in)ai22 a
i3
3 · · · ainn .

Das Polynom K ∈ k[a2, . . . , an] ist nicht das Nullpolynom, also gibt es nach

Lemma 5.27 ein (α2, . . . , αn) ∈ kn−1, sodass K(α2, . . . , αn) 6= 0. Das Polynom

q := q′(t1, . . . , tn, α2, . . . , αn) ist also ein Polynom in k[t1, . . . , tn], das von der

Form bN t
N
1 +

∑N−1
i=0 bi(t2, . . . , tn)ti1 ist.

Es gilt

q(x1, x2 − α2x1, . . . , xn − αnx1) = 0.

Das bedeutet

bNx
N
1 +

N−1∑
i=0

bi(x2 − α2x1, . . . , xn − αnx1)xi1 = 0.

Also ist x1 ganz über k[[x2 − α2x1, . . . , xn − αnx1]]. Somit leisten fj := xj − αjx1
und g1 := t1, gj := xj + αjx1 das Gewünschte.

Wenn k endlich ist, so kann man gj := tj + td
j−1

1 mit d > max{ij ||| i ∈ I, j ∈
{1, . . . , n}} und fj := tj − td

j−1

1 wählen. �

Satz 5.29 (Noethersche Normalisierung). Sei k ein Körper, sei B ein kommutati-

ver Ring mit Eins mit k ≤ B, und seien x1, . . . , xn ∈ B so, dass k[[x1, . . . , xn]] =

B. Dann gibt es r ∈ {0, . . . , n} und f1, . . . , fn ∈ k[t1, . . . , tn], sodass für yj :=

fj(x1, . . . , xn) gilt:

(1) (y1, . . . , yr) ist algebraisch unabhängig über k,

(2) B ist ganz über k[[y1, . . . , yr]].

Beweis: Induktion nach n. Wenn (x1, . . . , xn) algebraisch unabhängig ist, so gilt

für r := n und fj := tj (j ∈ {1, . . . , n}) das Gewünschte.
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Wenn x = (x1, . . . , xn) algebraisch abhängig ist, so gibt es ein p ∈ k[t1, . . . , tn]

mit p 6= 0, sodass

p(x1, . . . , xn) = 0.

Daher gibt es nach Lemma 5.28 f1, . . . , fn−1 ∈ k[t1, . . . , tn], sodass xn ganz über

k[[f1(x1, . . . , xn), . . . , fn−1(x1, . . . , xn)]] ist, und

k[[f1(x ), . . . , fn−1(x ), xn]] = B.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es nun g1, . . . , gr ∈ k[t1, . . . , tn−1], sodass

k[[f1(x ), . . . , fn−1(x )]] ganz über

k[[g1
(
f1(x ), . . . , fn−1(x )

)
, . . . , gr

(
f1(x ), . . . , fn−1(x )

)
]]

ist

Für hj := gj(f1, . . . , fn−1) ∈ k[t1, . . . , tn] gilt also:

k[[f1(x ), . . . , fn−1(x )]] ist ganz über k[[h1(x ), . . . , hr(x )]].

Da xn ganz über

k[[f1(x ), . . . , fn−1(x )]]

ist, gilt:

k[[f1(x ), . . . , fn−1(x )]][[xn]] ist ganz über k[[h1(x ), . . . , hr(x )]].

Folglich ist B ganz über k[[h1(x ), . . . , hr(x )]]. �

Übungsaufgaben 5.30

(1) Finden Sie eine Noethersche Normalisierung von R = Q[x, y, z]/I über Q, wobei

I = 〈x5 + xyz + 1〉. Finden Sie also r ∈ N0 und y1, . . . , yr ∈ R, sodass (y1, . . . , yr)

algebraisch unabhängig ist und R ganz über Q[[y1, . . . , yr]] ist.

(2) Finden Sie eine Noethersche Normalisierung von R = Q[x, y, z]/I über Q, wobei

I = 〈xyz+ 1〉. Hinweis: Zeigen Sie, dass R ganz über Q[[(y − x) + I, (z − x) + I]] ist.

Um zu zeigen, dass
(
(y − x) + I, (x− z) + I

)
algebraisch unabhängig ist, verwenden

Sie, dass (x+ I, y + I) eine Transzendenzbasis von R über Q ist.

5. Der Hilbertsche Nullstellensatz

Satz 5.31 (Hilberts Nullstellensatz – Schwache Form). Sei k ein Körper, und sei

I ein Ideal von k[t1, . . . , tn] mit 1 6∈ I. Dann gibt es eine algebraische Körperer-

weiterung K von k und x ∈ Kn, sodass für alle f ∈ I gilt: f(x ) = 0.
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Beweis: Sei M ein maximales Ideal von k[t1, . . . , tn] mit I ⊆ M 6= k[t ], und sei

K := k[t ]/M . K ist ein Körper, und (x1, . . . , xn) := (t1 +M, . . . , tn +M) ist eine

Nullstelle aller Polynome in I. Es bleibt zu zeigen, dass K algebraisch über k ist:

Seien dazu r ∈ {0, . . . , n} und y1, . . . , yr ∈ K so, dass K ganz über k[[y1, . . . , yr]]

ist, und (y1, . . . , yr) algebraisch unabhängig ist. Wenn r = 0, so ist K ganz über

k, also algebraisch. Wenn r ≥ 1, so gilt wegen der Unabhängigkeit der yi, dass

y1 6= 0 + M . Also gibt es ein z1 ∈ K mit z1 · y1 = 1 + M . Da z1 ganz über

k[[y1, . . . , yr]] ist, gibt es m ∈ N und f1, . . . , fm−1 ∈ k[t1, . . . , tr], sodass

zm1 +
m−1∑
i=0

fi(y1, . . . , yr)z
i
1 = 0 +M.

Durch Multiplikation mit ym1 erhalten wir

1 +
m−1∑
i=0

fi(y1, . . . , yr)y
m−i
1 = 0 +M.

Das Polynom g ∈ k[t1, . . . , tr], das durch

g := 1 +
m−1∑
i=0

fi(t1, . . . , tr)t
m−i
1

gegeben ist, erfüllt g 6= 0 und g(y1, . . . , yr) = 0. Dann ist (y1, . . . , yr) algebraisch

abhängig. �

Satz 5.32 (Grundlage des automatischen Beweisens geometrischer Sätze). Sei k

ein algebraisch abgeschlossener Körper, seien n ∈ N, r, s ∈ N0,

f1, . . . , fs, h1, . . . , hr, g ∈ k[t1, . . . , tn]. Dann sind äquivalent:

(1) Für alle x ∈ kn gilt:(
f1(x ) = · · · = fs(x ) = 0, h1(x ) 6= 0, . . . , hr(x ) 6= 0

)
=⇒ g(x ) = 0.

(2) 1 liegt in dem von

(f1, . . . , fs, h1 · u1 − 1, . . . , hr · ur − 1, g · v − 1)

erzeugten Ideal von k[t1, . . . , tn, u1, . . . , ur, v].

Beweis: (1)⇒(2): Wenn 1 nicht in dem Ideal liegt, so haben die Polynome nach

Satz 5.31 eine Nullstelle (x ,y , z) in ks+r+1. Es gilt dann f1(x ) = . . . = fs(x ) =

0, h1(x ) 6= 0, . . . , hr(x ) 6= 0, g(x ) 6= 0, im Widerspruch zu (1). (2)⇒(1): Wenn

x ∈ kn so ist, dass f1(x ) = . . . = fs(x ) = 0, h1(x ) 6= 0, . . . , hr(x ) 6= 0, und
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g(x ) 6= 0, so hat jedes Polynom in der Erzeugermenge des Ideals die Nullstelle

(x1, . . . , xn, y1, . . . , yr, z), wobei yi := 1
hi(x )

und z := 1
g(x )

. Somit hat auch 1 diese

Nullstelle, ein Widerspruch. �

Satz 5.33 (Rabinowitschs Trick). Sei k ein Körper, s, n ∈ N, und seien f1, . . . , fs ∈
k[t1, . . . , tn]. Dann sind äquivalent:

(1) g ∈
√
〈f1, . . . , fs〉k[t ].

(2) 1 ∈ 〈f1, . . . , fs, g · u− 1〉k[t ,u].

Beweis: (1)⇒(2). Sei I := 〈f1, . . . , fs, g · u− 1〉k[t ,u]. Wegen (1) gibt es ein r ∈ N,

sodass gr ∈ I. Folglich gilt auch gr · ur ∈ I. Da g · u ≡ 1 (mod I), gilt auch

(g·u)r ≡ 1r (mod I), und somit 1 ∈ I. (2)⇒(1) Wenn g = 0, so liegt g klarerweise

im Radikal. Wenn g 6= 0, so gibt es Polynome a1, . . . , as, b ∈ k[t , u], sodass

s∑
i=1

ai(t1, . . . , tn, u)fi(t1, . . . , tn) + b(t1, . . . , tn, u)(g(t1, . . . , tn) · u− 1) = 1.

Wir werten jetzt beide Seiten im rationalen Funktionenkörper Q(k[x1, . . . , xn])

an der Stelle (x1, . . . , xn,
1

g(x1,...,xn)
) aus, und erhalten

s∑
i=1

ai
(
x1, . . . , xn, 1/g(x1, . . . , xn)

)
fi(x1, . . . , xn) = 1.

Es gibt nun r ∈ N und h1, . . . , hs ∈ k[x1, . . . , xn], sodass

ai(x1, . . . , xn, 1/g(x1, . . . , xn)) =
hi(x1, . . . , xn)

g(x1, . . . , xn)r
.

Dann liegt gr in dem von (f1, . . . , fs) erzeugten Ideal von k[t1, . . . , tn].

Satz 5.34 (Hilberts Nullstellensatz – Starke Form). Sei k ein algebraisch abge-

schlossener Körper, sei n ∈ N, und seien f1, . . . , fs ∈ k[t1, . . . , tn]. Wenn für alle

x ∈ kn mit f1(x ) = · · · = fs(x ) = 0 gilt, dass g(x ) = 0, so liegt g im Radikal

von 〈f1, . . . , fs〉k[t ].

Beweis: Sei u eine neue Variable. f1 = . . . = fs = 0, g · u = 1 ist unlösbar,

also gilt wegen der schwachen Form des Nullstellensatzes 1 ∈ 〈f1, . . . , fs, g · u −
1〉k[t ,u]. Also liegt nach dem Satz von Rabinowitsch (Satz 5.33) g im Radikal von

〈f1, . . . , fs〉k[t ]. �
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6. Ein Satz über injektive und surjektive polynomiale Abbildungen

Wir beweisen in dieser Sektion den folgenden erstaunlichen Satz.

Satz 5.35 (Satz von Ax und Grothendieck [Ax68]). Sei k ein algebraisch ab-

geschlossener Körper, n ∈ N , f1, . . . , fn ∈ k[t1, . . . , tn] so, dass die Abbildung

F : kn → kn, (x1, . . . , xn) 7→ (f1(x ), f2(x ), . . . , fn(x )) injektiv ist. Dann ist F

auch surjektiv.

Wir brauchen für diesen Satz einige einfache Lemmata.

Lemma 5.36. Seien A,B kommutative Ringe mit Eins mit A ≤ B, und sei x ∈ B
algebraisch über A. Dann gibt es a ∈ A \ {0}, sodass ax ganz über A ist.

Beweis: Sei p =
∑n

i=0 ai t
i so, dass an 6= 0 und p(x) = 0. Dann gilt

0 = an−1n ·
n∑
i=0

aix
i

= annx
n +

n−1∑
i=0

aia
n−1−i
n ainx

i.

Folglich gilt für q := tn +
∑n−1

i=0 aia
n−1−i
n ti, dass q(anx) = 0. �

Lemma 5.37. Sei D ein faktorieller Integritätsbereich, sei Q(D) sein Quotien-

tenkörper, und sei x ∈ Q(D) ganz über D. Dann gilt x ∈ D.

Beweis: Sei x = y
z

mit y, z ∈ D so, dass y, z keinen primen Teiler gemeinsam

haben. Wenn z in D invertierbar ist, so gilt x = y · i(z) ∈ D. Wenn z in D nicht

invertierbar ist, gibt es ein primes p ∈ D mit p | z. Es gilt dann p - y. Seien

an−1, . . . , ao ∈ D so, dass (y
z
)n +

∑n−1
i=0 ai(

y
z
)i = 0. Dann gilt yn = −

∑n−1
i=0 y

izn−i,

und somit z | yn und somit p | yn. Da p prim ist, gilt p | y. Widerspruch. �

Lemma 5.38. Seien A,B kommutative Ringe mit Eins mit A ≤ B, sei B ganz

über A, und seien b1, . . . , bn ∈ B so, dass B = A[[b1, . . . , bn]]. Sei I ein Ideal von

A. Wir nehmen an, dass 〈I〉B = B. Dann gilt I = A.

Beweisskizze: Durch wiederholte Anwendung von Satz 5.7 erhalten wir m ∈ N
und x1, . . . , xm ∈ B, sodass x1 = 1 und B =

∑m
i=1A · xi.
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Wir zeigen nun, dass es für jedes y ∈ B Elemente i1, . . . , im ∈ I gibt, sodass

(6.1) y =
m∑
l=1

ilxl.

Wegen y ∈ 〈I〉B gibt es r ∈ N, b1, . . . , br ∈ B und j1, . . . , jr ∈ I, sodass

y =
∑r

k=1 bkjk. Da bk ∈
∑m

l=1A · xl, gibt es ak,1, . . . , ak,m ∈ A, sodass y =∑r
k=1(

∑m
l=1 ak,lxl) jk =

∑m
l=1(
∑r

k=1 ak,ljk)xl. Wir setzen nun il :=
∑r

k=1 ak,ljk,

und erhalten so die Darstellung in (6.1).

Aus dieser Darstellung für y ∈ {x1, . . . , xm} erhalten wir eine Matrix T ∈ Im×m,

sodass  x1
...

xm

 = T ·

 x1
...

xm

 .

Da x1 = 1, erhalten wir det(Em−T ) = 0. Wenn wir diese Gleichung im Faktorring

A/I betrachten, so gilt 1 ≡ 0 (mod I). Also gilt 1 ∈ I. �

Lemma 5.39. Sei k ein endlicher Körper, und sei B ein kommutativer Ring mit

Eins mit k ≤ B. Wir nehmen an, dass es n ∈ N0 und x1, . . . , xn ∈ B gibt mit

B = k[[x1, . . . , xn]]. Dann hat B ein Ideal J mit J 6= B, sodass B/J nur endlich

viele Elemente hat.

Beweis: Nach Satz 5.29 gibt es r ∈ N0 und y1, . . . , yr ∈ B, sodass (y1, . . . , yr) alge-

braisch unabhängig über k sind, undB ganz über k[[y1, . . . , yr]] ist. Da k[[y1, . . . , yr]]

isomorph zum Polynomring k[t1, . . . , tr] ist, gilt für das von {y1, . . . , yr} erzeugte

Ideal I von k[[y1, . . . , yr]], dass 1 6∈ I. Nach Lemma 5.38 (für A := k[[y1, . . . , yr]])

gilt daher auch für das von {y1, . . . , yr} erzeugte Ideal J von B, dass 1 6∈ J . Da

1 6∈ J , gilt k ∩ J = {0}. Folglich ist k′ := {α+ J ||| α ∈ k} zu ein zu k isomorpher

Unterring von B/J . Wir wissen, dass für jedes i ∈ {1, . . . , n} das Element xi ganz

über k[[y1, . . . , yr]] sind. Folglich ist jedes xi + J ganz über k[[y1, . . . , yr]]/J = k′.

Wegen B = k[[x1, . . . , xn]] gilt auch B/J = k′[[x1 + J, . . . , xn + J ]]. Sei di der Grad

eines Polynoms pi in k′[t] mit führendem Koeffizienten 1 und pi(xi + J) = 0. Da-

her lässt sich jedes Element von B/J in der Form
∑

i1<d1,...,in<dn
αi1,...,in(x1 +

J)i1 · · · (xn + J)in mit allen αi1,...,in ∈ k′ schreiben. Somit hat B/J nur endlich

viele Elemente. �
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Lemma 5.40. Sei B ein Integritätsbereich mit Z ≤ B, und seien x1, . . . , xn ∈ B
so, dass B = Z[[x1, . . . , xn]]. Dann hat B ein Ideal J mit J 6= B, sodass B/J nur

endlich viele Elemente hat.

Beweis: Sei Y =: (y1, . . . , yr) eine maximale Teilfolge von (x1, . . . , xn) mit der

Eigenschaft, dass Y algebraisch unabhängig über Z ist. Dann ist nach Satz 5.22

jedes xi algebraisch über Z[[Y ]]. Also gibt es wegen Lemma 5.36 q1, . . . , qn ∈
Z[[Y ]] \{0}, sodass jedes qixi ganz über Z[[Y ]] ist. Sei q := q1q2 · · · qn. In Q(B) gilt

B = Z[[x1, . . . , xn]] ≤ Z[[Y ]][[q1x1, . . . , qnxn]][[1
q
]].

Da q ∈ Z[[Y ]] und da Y algebraisch unabhängig über Z ist, gibt es genau ein

q′ ∈ Z[t1, . . . , tr] mit q = q′(y1, . . . , yr). Sei p eine Primzahl, die zumindest einen

Koeffizienten von q′ nicht teilt. Wir zeigen nun, dass p in B nicht invertierbar ist.

Nehmen wir an, dass es i(p) ∈ B gibt, sodass i(p) · p = 1. Dann gilt i(p) ∈ F [[1
q
]]

mit F := Z[[Y ]][[q1x1, . . . , qnxn]]. Somit gibt es m ∈ N und f0, . . . , fm ∈ F , sodass

i(p) =
m∑
i=0

fi(
1

q
)i,

und somit qm · i(p) =
∑m

i=0 fiq
m−i ∈ F . Wir betrachten nun das Element qm

p
∈

Q(B). Wegen qmi(p)p = qm, gilt qm · i(p) = qm

p
. Nun gilt q ∈ Z[[Y ]] und p ∈ Z[[Y ]].

Also gilt qm

p
∈ Q(Z[[Y ]]). Da F ganz über Z[[Y ]] ist, ist qm

p
ganz über Z[[Y ]]. Da

Z[[Y ]] isomorph zu Z[t1, . . . , tr] und somit faktoriell ist, gilt wegen Lemma 5.37

auch qm

p
∈ Z[[Y ]]. Daher teilt p alle Koeffizienten von (q′)m. Folglich teilt p auch

alle Koeffizienten von q′, im Widerspruch zur Wahl von p. Somit ist p in B nicht

invertierbar.

Sei I das von p erzeugte Ideal von B. Dann gilt I ∩ Z = p · Z. Sei k′ :=

{z + I ||| z ∈ Z}. Dann ist k′ ein Körper mit p Elementen, und es gilt B/I =

k′[[x1 + I, . . . , xn + I]]. Wegen Lemma 5.39 hat B/I ein Ideal K, sodass (B/I)/K

endlich ist. Sei J :=
⋃

(b+I)∈K b + I. Dann ist B/J isomorph zu (B/I)/K, und

somit endlich. �

Korollar 5.41.

(1) Sei R ein endlich erzeugter kommutativer Ring mit Eins. Dann hat R

ein Ideal J mit 1 6∈ J , sodass R/J ein endlicher Ring ist.

(2) Ein Körper K, der als Ring endlich erzeugt ist, ist endlich.
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Beweis: Wir beweisen zunächst (2). Der von 1 erzeugte Unterring von K ist ein

Integritätsbereich, also isomorph zu Zp mit p Primzahl, oder zu Z. Nun ergibt

Lemma 5.39 oder Lemma 5.40, dass K ein Ideal J mit J 6= K besitzt, modulo

dem K endlich ist. Als Körper besitzt K nur die Ideale 0 und K, also gilt J = 0

und K ist endlich. Für (1) wählen wir ein maximales Ideal M von R. Dann ist

K := R/M ein durch endlich viele Elemente erzeugter Körper, also nach (2)

endlich. �

Beweis von Satz 5.35: Wir nehmen an, dass F injektiv und nicht surjektiv ist.

Da F injektiv ist, gibt es nach dem Nullstellensatz für jedes i ∈ {1, . . . , n} ein

mi ∈ N und Polynome p1, . . . , pn ∈ k[x1, . . . , xn, y1, . . . , yn] = k[x ,y ], sodass

(6.2) (xi − yi)mi =
n∑
j=1

pj(x ,y) · (fj(x )− fj(y)).

Da F nicht surjektiv ist, gibt es ein (a1, . . . , an), das nicht im Bildbereich von F

liegt. Folglich gibt es wegen des Nullstellensatzes q1, . . . , qn ∈ k[t1, . . . , tn], sodass

(6.3) 1 =
n∑
j=1

qj(t) · (fj(t1, . . . , tn)− aj).

Sei nun B der von 1 und den Koeffizienten von pj, fj, qj (j ∈ {1, . . . , n}) und

a1, . . . , an erzeugte Unterring von k. Nach Korollar 5.41 hat B ein Ideal J 6= B,

sodass B/J ein endlicher Körper ist. Wir betrachten nun die Abbildung

F1 : (B/J)n 7→ (B/J)n, (z1, . . . , zn) 7→ (f1(z ), . . . , fn(z )).

Wegen (6.3) gibt es kein z ∈ (B/J)n, sodass F1(z ) = (a1 + J, . . . , an + J).

Wegen (6.2) ist die Abbildung F1 injektiv. Die Abbildung F1 ist also injektiv

und nicht surjektiv, im Widerspruch zur Endlichkeit von B/J . Somit kann es

keine injektive und nicht surjektive Abbildung F geben; jede injektive Abbildung

F : kn → kn ist also surjektiv. �

7. Unterkörper des Körpers univariater rationaler Funktionen

Lemma 5.42. Sei K ein Körper, und seien p, q ∈ K[t] mit ggTK[t](p, q) = 1. Sei

K(((p
q
))) der von p

q
erzeugte Unterkörper von K(t). Sei m := deg(p), n := deg(q).

Wenn max(m,n) ≥ 1, so ist K(t) algebraisch über K(((p
q
))), und es gilt [K(t) :

K(p
q
)] = max(m,n).
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Beweis: Wir definieren ein Polynom f ∈ K(t)[x] durch f(x) := q(x) · p(t)
q(t)
− p(x).

Es gilt f ∈ K(((p
q
)))[x] und f(t) = 0. Wenn m > n, so ist der führende Koeffizient

von f gleich −pm, wenn m < n, so ist der führende Koeffizient von f gleich −qn pq .
In jedem dieser beiden Fälle ist der Grad von f gleich max(m,n). Wenn m = n,

so gilt für den Koeffizienten fn von xn in f , dass fn = pn − p
q
qn. Wenn fn = 0,

so gilt pn
qn

= p
q
. Dann gilt wegen ggTK[t](p, q) = 1, dass deg p = deg q = 0, im

Widerspruch zu max(m,n) ≥ 1. Insgesamt gilt also deg(f) = max(m,n).

Wir zeigen nun, dass f ein irreduzibles Polynom in K(((p
q
)))[x] ist. Der Körper K(((p

q
)))

ist isomorph zum Körper K(s). Es reicht also zu zeigen, dass f̄ = q(x)s − p(x)

irreduzibel über K(s) ist. Sei dazu a ein Teiler von f̄ in K(s)[x] mit degx(a) ≥ 1.

Wir nehmen an, dass a ein primitives Element des Rings K[s] [x] ist. Da a | f̄ in

K(s)[x], gilt wegen Satz 3.20 auch a | f̄ in K[s][x]. Folglich gilt degs(a) ∈ {0, 1}.
Wenn degs(a) = 0, so gilt a|q und a|p in K[x], also degx(a) = 0, im Widerspruch

zu deg(a) ≥ 1. Wenn degs(a) = 1, so schreiben wir a = a1(x)s + a2(x). Es

gibt dann b ∈ K[x] mit a · b = f̄ . Dann gilt b|p und b|q, folglich ist b konstant,

und somit degx(a) = degx(f̄). Damit hat f̄ in K(s)[x] keine Teiler, deren Grad

verschieden von 0 und von degx(f̄) ist, und ist somit irreduzibel über K(s). �

Satz 5.43 (Satz von Lüroth). Sei K ein Körper, und sei L ein Unterkörper des

Körpers K(t) mit L 6= K. Dann ist L isomorph zu K(t).

Beweisidee: Siehe [Gar86, p. 145]. Wir geben hier so viel vom Beweis an, wie

für die algorithmische Bestimmung eines u ∈ K(t) mit K(((u))) = L nötig ist.

Sei s ∈ L \ K. Dann gibt es Polynome p, q ∈ K[t] \ {0}, sodass s = p(t)
q(t)

, und

ggTK[t](p, q) = 1. Da s 6∈ K, ist t algebraisch über K(((s))), und folglich auch über

L.

Sei nun m ∈ L[x] das Minimalpolynom von t über L, und sei n sein Grad. Wegen

m ∈ L[x] ⊆ K(t)[x] gibt es p0, . . . , pn−1, q0, . . . , qn−1 ∈ K[t], sodass alle pi
qi

in L

liegen, und

m = xm +
n−1∑
i=0

pi(t)

qi(t)
xi.

Durch Multiplikation mit q0(t) · qn−1(t) und Herausziehen des größten gemeinsa-

men Teilers der Koeffizienten erhalten wir β ∈ K(t) \ {0} und a0, . . . , an ∈ K[t]

mit β m = f und

f =
n∑
i=0

ai(t)x
i,
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sodass f ein primitives Polynom in K[t] [x] ist. Wegen β = an gilt an
pi
qi

= ai, und

somit ai
an
∈ L für alle i ∈ {1, . . . , n− 1}. Zumindest ein ai

an
liegt nicht in K: denn

wären alle ai
an

Elemente von K, so läge das Minimalpolynom m von t über L in

K[x], und t wäre algebraisch über K. Wir wählen nun i so, dass ai
an
6∈ K, setzen

u := ai
an

. Man kann dann zeigen, dass K(((u))) = L.



KAPITEL 6

Gröbnerbasen

1. Grundlagen aus der Mengenlehre und der Ordnungstheorie

Sei X eine Menge, und sei p eine natürliche Zahl. Dann bezeichnen wir mit
(
X
p

)
die Menge aller p-elementigen Teilmengen von X, also(

X
p

)
= {Y ||| Y ⊆ X und |Y | = p}.

Satz 6.1 (Satz von Ramsey, [Ram29]). Sei X eine unendliche Menge, und seien

p, t ∈ N. Sei F :
(
X
p

)
→ {1, . . . , t}. Dann gibt es eine unendliche Teilmenge Y

von X, sodass F auf
(
Y
p

)
konstant ist.

Beweis: Induktion nach p. Für p = 1 sehen wir, dassX =
⋃t
i=1{x ∈ X ||| F ({x}) =

i}. Da X also Vereinigung von t Mengen ist, muss eine dieser Mengen unendlich

sein. Diese unendliche Menge ist das gesuchte Y .

Induktionsschritt: Sei p ≥ 2, und sei F eine Färbung der p-elementigen Teilmen-

gen von N mit t Farben. Für jedes a ∈ X definieren wir eine Färbung Ga der

(p− 1)-elementigen Teilmengen von X \ {a} durch

Ga(M) := F (M ∪ {a})

für alle M ∈
(
X\{a}
p

)
. Nun definieren wir eine Folge (xi)i∈N0 aus X, und eine Folge

(Yi)i∈N0 von Teilmengen von X. Wir definieren Y0 := X, und wählen x0 als ein

Element von X. Wir werden nun die Folgen (xi)i∈N0 und (Yi)i∈N0 so definieren,

dass jedes Yi eine unendliche Teilmenge vonX ist, und dass xi ∈ Yi. Wir definieren

die Folgen rekursiv. Sei dazu i ∈ N0. Da Yi \ {xi} unendlich ist, gibt es nach

Induktionsvoraussetzung eine unendliche Teilmenge Yi+1 von Yi \ {xi}, sodass

alle (p−1)-elementigen Teilmengen von Yi+1 die gleiche Farbe unter der Färbung

Gxi haben. Das Element xi+1 wählen wir aus Yi+1.

Wir betrachten nun die Menge

Z := {xi ||| i ∈ N0}.
61
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Für jede p-elementige Teilmenge A von Z definieren wir den kleinsten Index in

A, ind(A), als das kleinste j ∈ N0, sodass xj ∈ A. Wir zeigen nun:

Für alle A,B ∈
(
Z
p

)
mit ind(A) = ind(B) gilt F (A) = F (B).

Sei dazu i := ind(A). Alle xj mit j > i liegen in Yi+1. Folglich ist A eine Teil-

menge von Yj+1 ∪ {xi}. Ebenso ist B eine Teilmenge von Yj+1 ∪ {xi}. Wegen der

Konstruktion von Yi+1 ist Gxi(A\{xi}) = Gxi(B \{xi}). Also gilt F (A) = F (B).

Nun betrachten wir die Abbildung h : N0 → {1, . . . , t}, die durch

h(i) := F ({xi, . . . , xi+p−1})

für i ∈ N0 definiert ist. Es gibt eine unendliche Teilmenge J von N0, sodass h|J
konstant ist. Wir behaupten nun, dass

Y := {xj ||| j ∈ J}

die gewünschten Eigenschaften erfüllt.

Seien dazu C und D p-elementige Teilmengen von Y , und seien c1 < · · · < cp
und d1 < · · · < dp so, dass C = {xc1 , xc2 , . . . , xcp} und D = {xd1 , xd2 , . . . , xdp}.
Da ind(C) = c1 = ind({xc1 , xc1+1, . . . , xc1+p−1}), gilt

F (C) = F ({xc1 , xc1+1, . . . , xc1+p−1})

und ebenso

F (D) = F ({xd1 , xd1+1, . . . , xd1+p−1}).

Also gilt F (C) = h(c1) und F (D) = h(d1). Da xc1 in Y liegt, gilt c1 ∈ J ; ebenso

gilt d1 ∈ J , und folglich h(c1) = h(d1). Also haben C und D die gleiche Farbe. �

Eine geordnete Menge (M,≤) erfüllt die (DCC) (absteigende Kettenbedingung,

descending chain condition), wenn es keine unendliche echt absteigende Folge

m1 > m2 > m3 > · · · von Elementen aus M gibt. Zwei Elemente s, t ∈ M sind

unvergleichbar , wenn weder s ≤ t noch t ≤ s gilt. Wir schreiben dafür s ‖ t.
Eine Teilmenge T von M ist eine Antikette, wenn alle t1, t2 ∈ T mit t1 6= t2
unvergleichbar sind.

Seim ∈ N. Auf N0
m definieren wir die Ordnungsrelationv. Seien a = (a1, . . . ,am)

und b = (b1, . . . , bm). Dann gilt a v b, wenn für alle i ∈ {1, . . . ,m} gilt: ai ≤ bi.

Wir betrachten nun die geordnete Menge (N0
m,v).
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Lemma 6.2. Sei m ∈ N und sei S = 〈a (i) ||| i ∈ N〉 eine Folge von Elementen aus

N0
m. Dann gibt es eine unendliche Folge t1 < t2 < · · · von natürlichen Zahlen,

sodass 〈a (ti) ||| i ∈ N〉 eine bezüglich v schwach monoton wachsende unendliche

Teilfolge von S ist.

Beweis: Für i ∈ N und k ∈ {1, . . . ,m} bezeichnen wir die k-te Komponente von

a (i) mit a
(i)
k .

Wir färben nun jede 2-elementige Teilmenge {i, j} von N mit i < j mit einer von

2m Farben. As Farben wählen wir die Funktionen von {1, . . . ,m} nach {1,2}.
Wir definieren nun die Farbe C({i, j}) der Menge {i, j} durch

C({i, j}) (k) :=

{
1 wenn a

(i)
k ≤ a

(j)
k ,

2 wenn a
(i)
k > a

(j)
k .

Nach dem Satz von Ramsey, Satz 6.1, hat N eine unendliche Teilmenge T , sodass

alle 2-elementigen Teilmengen von T die gleiche Farbe C haben.

Wir zeigen nun, dass C(k) = 1 für alle k ∈ {1, . . . ,m} gilt. Nehmen wir an, es

gibt ein k mit C(k) = 2. Seien t1 < t2 < t3 < . . . die Elemente von T . Wenn

C(k) = 2, dann gilt

a
(t1)
k > a

(t2)
k > a

(t3)
k > · · · ,

im Widerspruch dazu, dass (N,≤) die (DCC) erfüllt.

Da also C(k) = 1 für alle k, gilt a (t1) v a (t2) v a (t3) v · · · . �

Satz 6.3 (Dicksons Lemma, cf. [Dic13, Lemma A]). Sei m ∈ N. Dann sind alle

Antiketten in (N0
m,v) endlich.

Beweis: Nach Lemma 6.2 kann (N0
m,v) keine unendliche Antikette enthalten.

�

Übungsaufgaben 6.4

(1) (Satz von Ramsey) Zeigen Sie, dass jede reelle Zahlenfolge eine streng monoton fallen-

de, eine streng monoton steigende oder eine konstante (unendliche) Teilfolge enthält.

(2) (Geometrie) Wir nennen eine Teilmenge T von N × N eine Viertelebene, wenn es

m,n ∈ N gibt, sodass

T = {(x, y) ∈ N× N ||| x ≥ m und y ≥ n}.

Zeigen Sie, dass jede Vereinigung von beliebig vielen Viertelebenen eine Vereinigung

von endlich vielen Viertelebenen ist.
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Definition 6.5. Eine Teilmenge I von N0
m ist ein Ordnungsfilter , wenn für alle

a ∈ I und b ∈ N0
m mit a v b auch b ∈ I gilt.

Für eine Teilmenge I von N0
m bezeichnen wir mit M(I) die Menge aller mi-

nimalen Elemente von I. Für eine Teilmenge M von Nm
0 definieren wir U(M)

durch U(M) := {a ∈ Nm
0 ||| es gibt z ∈ M, sodass z ≤ a}. U(M) ist stets ein

Ordnungsfilter.

Lemma 6.6. Sei I ⊆ N0
m ein Ordnungsfilter bezüglich v. Dann istM(I) endlich,

und es gilt I = U(M(I)).

Beweis: M(I) ist eine Antikette, und daher wegen des Dicksonschen Lemmas

(Satz 6.3) endlich. Sei nun i ∈ I. Da (Nm
0 ,v) keine unendlich absteigenden Ketten

hat, gibt es ein minimales Element z ∈ I mit z ≤ i . Daher gilt i ∈ U(M(I)).

Da M(I) ⊆ I, erhalten wir die Inklusion U(M(I)) ⊆ I unmittelbar aus der

Tatsache, dass I ein Ordnungsfilter ist. �

Satz 6.7. Let m ∈ N. Dann hat die Menge Nm
0 keine unendliche aufsteigende

Kette U1 ⊂ U2 ⊂ U3 . . . von Ordnungsfiltern.

Sei U :=
⋃
{Ui ||| i ∈ N}. Die Menge U ist ein Ordnungsfilter. Daher ist die Menge

M(U) der bezüglich vminimalen Elemente von U endlich. Es gibt also ein j ∈ N,

sodass M(U) ⊆ Uj. Daher gilt U(M(U)) ⊆ U(Uj), und folglich U ⊆ Uj. �

2. Multivariate Polynomdivision

Definition 6.8. Sei n ∈ N, und sei ≤ eine Ordnung auf N0
n. Die Ordnung ≤

ist zulässig , wenn folgendes gilt:

(1) ≤ ist linear.

(2) Für alle α, β ∈ N0
n mit α v β gilt auch α ≤ β.

(3) Für alle α, β, γ ∈ N0
n mit α ≤ β gilt auch α + γ ≤ β + γ.

Lemma 6.9. Sei n ∈ N, und sei ≤ eine zulässige Ordnung auf N0
n. Dann erfüllt

(N0
n,≤) die (DCC).

Sei a (1) > a (2) > · · · eine bezüglich ≤ unendliche absteigende Kette in N0
n. Nach

Lemma 6.2 gibt es t1, t2 ∈ N mit t1 < t2, sodass a (t1) v a (t2). Da ≤ zulässig ist,

gilt a (t1) ≤ a (t2), im Widerspruch zu a (t1) > a (t2). �



2. MULTIVARIATE POLYNOMDIVISION 65

Definition 6.10. Sei k ein kommutativer Ring mit Eins, und sei R der Poly-

nomring k[x1, . . . , xn]. Für α = (α1, . . . , αn) ∈ N0
n definieren wir xα durch

xα := x1
α1 · · ·xnαn .

Definition 6.11. Sei n ∈ N, sei k ein kommutativer Ring mit Eins, sei I eine

endliche Teilmenge von N0
n, sei c : I → k, sei

f =
∑
α∈I

cαx
α

ein Element von k[x1, . . . , xn], und sei ≤ eine zulässige Ordnung auf N0
n. Dann

definieren wir den Multigrad von f bezüglich ≤ durch

Deg(f) := (−1, . . . ,−1), wenn f = 0,

und

Deg(f) := max ≤{α ∈ N0
n ||| cα 6= 0}, wenn f 6= 0.

Definition 6.12. Sei n ∈ N, sei k ein kommutativer Ring mit Eins, und sei

f =
∑
α∈N0

n

cαx
α

ein Element von k[x1, . . . , xn] mit f 6= 0, und sei ≤ eine zulässige Ordnung von

N0
n. Sei γ der Multigrad von f . Dann definieren wir

Lm(f) := x γ,

Lc(f) := cγ,

Lt(f) := cγx
γ.

Definition 6.13. Sei n ∈ N, sei ≤ eine zulässige Ordnung von N0
n, sei s ∈ N,

und seien f, f1, . . . , fs ∈ k[x1, . . . , xn]. Eine Folge (a1, . . . , as, r) ∈ k[x1, . . . , xn]s+1

ist eine Standarddarstellung von f durch (f1, . . . , fs) bezüglich ≤, wenn folgendes

gilt:

(1) f =
∑s

i=1 aifi + r.

(2) r = 0, oder es gibt eine endliche Teilmenge I von N0
n, sodass

r =
∑
α∈I

cαx
α

gilt, und dass für alle α ∈ I und alle i ∈ {1, . . . , s} mit fi 6= 0 das Monom

xα kein Vielfaches von Lm(fi) ist.

(3) Für alle i ∈ {1, . . . , s} gilt Deg(aifi) ≤ Deg(f).



66 6. GRÖBNERBASEN

Das Polynom r heißt auch Rest der Darstellung.

Übungsaufgaben 6.14

(1) Seien f, p, q ∈ Q[x, y] gegeben durch

f = x3y3 + 1

p = 1 + 3x+ 2x2 + x2y + x3y

q = xy2 + x2y2

Wir ordnen die Monome lexikographisch mit x > y. Finden Sie a1, a2, r ∈ Q[x, y],

sodass f = a1 p+a2 q+r, Deg(a1 p) ≤ Deg(f), Deg(a2 q) ≤ Deg(f) und kein Term

in r ein Vielfaches von Lt(p) oder Lt(q) ist.

(2) Seien f, p, q ∈ Q[x, y] gegeben durch

f = x3y2

p = 1 + x3y + 3x2y5

q = 2x2y + x2y2

Wir ordnen die Monome lexikographisch mit x > y. Finden Sie a1, a2, r ∈ Q[x, y],

sodass f = a1 p+a2 q+r, Deg(a1 p) ≤ Deg(f), Deg(a2 q) ≤ Deg(f) und kein Term

in r ein Vielfaches von Lt(p) oder Lt(q) ist.

(3) Sei f = x2y+ xy2 + y2, f1 = xy− 1, f2 = y2 − 1. Wir ordnen die Monome lexikogra-

phisch mit x > y.

(a) Zeigen Sie, dass der Rest r bei einer Darstellung f = a1f1 +a2f2 + r wie in den

vorigen Beispielen nicht eindeutig bestimmt ist.

(b) Finden Sie ein Polynom im Ideal 〈f1, f2〉, das nicht das Nullpolynom ist und

das keinen Term enthält, der ein Vielfaches von xy oder y2 ist.

(4) Im folgenden Beispiel zeigen wir, dass der Rest der Division von f durch ein Hauptide-

al 〈f1〉 eindeutig bestimmt ist. Zeigen Sie also: Sei ≤ eine zulässige Ordnung, sei k ein

Körper, n ∈ N, und seien f, f1 ∈ k[x1, . . . , xn], f1 6= 0. Seien a, b, r, s ∈ k[x1, . . . , xn]

so, dass f = a f1 + r = b f1 + s. Wir nehmen an, dass kein Term von r und kein Term

von s durch Lt(f1) teilbar ist. Zeigen Sie r = s!

Satz 6.15. Sei n ∈ N, sei ≤ eine zulässige Ordnung von N0
n, sei s ∈ N, und seien

f, f1, . . . , fs ∈ k[x1, . . . , xn]. Dann gibt es eine Standarddarstellung (a1, . . . , as, r)

von f durch (f1, . . . , fs).

Beweis: Seien s ∈ N und f1, . . . , fs ∈ k[x1, . . . , xn]. Wir zeigen nun, dass jedes

Polynom f eine Standarddarstellung durch (f1, . . . , fs) besitzt. Als zulässige Ord-

nung erfüllt ≤ die (DCC), folglich enthält jede nichtleere Teilmenge von N0
n ein

bezüglich ≤ minimales Element.
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Sei nun f ein Polynom mit minimalem Multigrad (bezüglich ≤), das keine Stan-

darddarstellung durch (f1, . . . , fs) besitzt.

1. Fall: f = 0: Da 0 =
∑s

i=1 0fi + 0 eine Standarddarstellung ist, kann dieser Fall

nicht eintreten.

2. Fall: f 6= 0: In diesem Fall gehen wir so vor: sei g ∈ k[x ] so, dass

f = Lt(f) + g.

Wir werden aus einer Standarddarstellung von g eine Standarddarstellung von f

bauen. Dazu unterscheiden wir zwei Fälle.

2.1. Fall: Es gibt ein i ∈ {1, . . . , s}, sodass fi 6= 0 und Lm(fi)|Lm(f): Dann gilt

Deg(f − Lt(f)

Lt(fi)
fi) < Deg(f).

Wegen der Minimalität von f gibt es b1, . . . , bs ∈ k[x ], sodass folgendes gilt:

f − Lt(f)

Lt(fi)
fi =

s∑
j=1

bjfj + r,

für alle j ∈ {1, . . . , s} gilt Deg(bjfj) ≤ Deg(f − Lt(f)
Lt(fi)

fi), und kein Monomom

in r ist durch ein Lm(fj) mit j ∈ {1, . . . , s} teilbar.

Dann gilt

f =
( ∑

j∈{1,...,s}
j 6=i

bjfj
)

+

(
bi +

Lt(f)

Lt(fi)

)
fi + r

Da Deg(bifi + Lt(f)
Lt(fi)

fi) höchstens gleich dem Multigrad eines der Summanden

ist, und Deg(bifi) < Deg(f) und Deg( Lt(f)
Lt(fi)

fi) = Deg(f), ist

(b1, . . . , bi−1, bi +
Lt(f)

Lt(fi)
, bi+1, . . . , bs, r)

eine Standarddarstellung von f durch (f1, . . . , fs), im Widerspruch zur Wahl

von f .

2.2. Fall: Es gibt kein i ∈ {1, . . . , s}, sodass fi 6= 0 und Lm(fi)|Lm(f): Es gilt

Deg(f −Lt(f)) < Deg(f). Wegen der Minimalität von f besitzt f −Lt(f) eine

Standarddarstellung

f − Lt(f) =
s∑
j=1

bjfj + r.
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Da das Mononom Lm(f) durch kein Lm(fi) teilbar ist, ist

f =
s∑
j=1

bjfj + (r + Lt(f))

eine Standarddarstellung von f , im Widerspruch zur Wahl von F . Folglich besitzt

jedes Polynom eine Standarddarstellung bezüglich (f1, . . . , fs). �

3. Monomiale Ideale

Definition 6.16. Sei n ∈ N, sei k ein Körper, und sei I ein Ideal von k[x1, . . . , xn].

Das Ideal I ist monomial , wenn es eine Teilmenge A von N0
n gibt, sodass I =

〈{xα ||| α ∈ A}〉k[x ].

Satz 6.17. Sei n ∈ N, sei k ein Körper, sei I ein monomiales Ideal von k[x1, . . . , xn],

und sei A ⊆ N0
n so, dass

I = 〈{xα ||| α ∈ A}〉k[x ] .

Dann gibt es eine endliche Teilmenge B von A, sodass

I =
〈
{x β ||| β ∈ B}

〉
k[x ]

.

Beweis: Wir nehmen an, es gibt keine solche endliche Teilmenge B von A. Wir

wählen α1 ∈ A. Nun konstruieren wir rekursiv eine Folge 〈αi ||| i ∈ N〉 aus A in

folgender Weise: Sei i ≥ 2. Es gilt nun

{xα ||| α ∈ A} 6⊆ 〈xα1 , . . . ,xαi−1〉k[x ] .

Nehmen wir an, es gilt ⊆: Dann gilt I = 〈xα1 , . . . ,xαi−1〉k[x ], im Widerspruch zur

Annahme, dass es keine solche endliche Teilmenge von A gibt. Wir wählen αi als

ein α ∈ A, sodass

xα 6∈ 〈xα1 , . . . ,xαi−1〉k[x ]

Wegen Lemma 6.2 gibt es nun k, l in N mit k < l und αk v αl. Dann gilt

xαl ∈ 〈xα1 , . . . ,xαl−1〉k[x ], im Widerspruch zur Wahl von αl. �

Korollar 6.18. Sei n ∈ N, sei k ein Körper, und sei I ein monomiales Ideal

von k[x1, . . . , xn]. Dann ist I endlich erzeugt.

Definition 6.19. Sei n ∈ N, k ein Körper, und sei ≤ eine zulässige Ordnung auf

N0
n. Sei I eine Teilmenge von k[x1, . . . , xn]. Dann definieren wir

Lt(I) := {Lt(f) ||| f ∈ I, f 6= 0}.
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Satz 6.20. Sei n ∈ N, k ein Körper, und sei ≤ eine zulässige Ordnung auf N0
n.

Sei I ein Ideal von k[x1, . . . , xn]. Dann gibt es t ∈ N0 und g1, . . . , gt ∈ I \ {0},
sodass 〈Lt(I)〉k[x ] = 〈Lt(g1), . . . ,Lt(gt)〉k[x ] .

Beweis: Sei J := 〈Lt(I)〉k[x ] = 〈Lm(I)〉k[x ]. Klarerweise gilt dann für

A := {α ∈ N0
n ||| es gibt f ∈ I, sodass Lm(f) = xα}

die Gleichheit J = 〈{xα ||| α ∈ A}〉k[x ] . Es gibt also nach Satz 6.17 eine endliche

Teilmenge B = {β1, . . . , βt} von A, sodass

J =
〈
{x βi ||| i ∈ {1, . . . , t}}

〉
k[x ]

.

Für jedes i ∈ {1, . . . , t} wählen wir nun ein gi ∈ I, sodass gi ∈ I und Lm(gi) =

x βi . Dann gilt J = 〈Lt(g1), . . . ,Lt(gt)〉k[x ] . �

Lemma 6.21. Sei n ∈ N, sei k ein Körper, sei I ein monomiales Ideal von

k[x1, . . . , xn], und sei A ⊆ N0
n so, dass

I = 〈{xα ||| α ∈ A}〉k[x ] .

Sei B eine endliche Teilmenge von N0
n, und sei f =

∑
β∈B cβx

β ∈ k[x1, . . . , xn].

Dann sind äquivalent:

(1) f ∈ I.

(2) Für alle β ∈ B mit cβ 6= 0 gibt es ein α ∈ A, sodass α v β.

Beweis: (2)⇒(1): Da jeder Summand cβx
β nach Voraussetzung in I liegt, liegt

auch f in I. (1)⇒(2): Sei f ∈ I. Dann gibt es m ∈ N0, α1, . . . , αm ∈ A und

p1, . . . , pm ∈ k[x1, . . . , xn], sodass

f =
m∑
i=1

pi · xαi .

Durch Ausmultiplizieren der rechten Seite sieht man, dass es für jedes in f auf-

tretende Monom x β ein j und γ ∈ N0
n gibt, sodass

x β = xαj+γ.

Also gilt αj v β. �

Satz 6.22. Sei n ∈ N, sei k ein Körper, sei I ein Ideal von k[x1, . . . , xn]. Sei t ∈
N0, und seien g1, . . . , gt ∈ I \ {0} so, dass 〈Lt(I)〉k[x ] = 〈Lt(g1), . . . ,Lt(gt)〉k[x ] .
Dann gilt I = 〈g1, . . . , gt〉k[x ] .
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Beweis: Die Inklusion ⊇ folgt aus der Tatsache, dass jedes gi in I liegt. Für den

Beweis von ⊆ wählen wir f ∈ I. Sei f =
∑t

i=1 aigi + r eine Standarddarstellung

von f durch (g1, . . . , gt). Wenn r = 0, so liegt f im von {g1, . . . , gt} erzeugten

Ideal. Wir nehmen nun an, r 6= 0. Es gilt r = f −
∑t

i=1 aigi ∈ I. Folglich gilt

Lt(r) ∈ Lt(I). Nach Voraussetzung gilt also

Lt(r) ∈ 〈Lt(g1), . . . ,Lt(gt)〉k[x ] .

Wegen Lemma 6.21 gibt es also ein i ∈ {1, . . . , t}, sodass Lt(gi)|Lt(r). Dann

kann r aber nicht der Rest einer Standarddarstellung von f durch (g1, . . . , gt)

sein. Der Fall r 6= 0 kann also nicht eintreten. �

Satz 6.23 (Hilbertscher Basissatz für Polynomringe über Körpern). Sei k ein

Körper, n ∈ N. Dann ist jedes Ideal von k[x1, . . . , xn] endlich erzeugt.

Beweis: Sei I ein Ideal von k[x1, . . . , xn]. Nach Satz 6.20 gibt es t ∈ N0 und

g1, . . . , gt ∈ I\{0}, sodass 〈Lt(I)〉k[x ] = 〈Lt(g1), . . . ,Lt(gt)〉k[x ] . Wegen Satz 6.22

erzeugen dann die Polynome g1, . . . , gt das Ideal I. �

4. Gröbnerbasen

Definition 6.24. Sei k ein Körper, n ∈ N, und sei ≤ eine zulässige Ordnung auf

N0
n. Sei I ein Ideal von k[x1, . . . , xn]. Eine endliche Teilmenge G = {g1, . . . , gt}

von k[x1, . . . , xn] ist eine Gröbnerbasis von I bezüglich ≤, wenn

(1) G ⊆ I \ {0},
(2) 〈Lt(I)〉k[x ] = 〈Lt(g1), . . . ,Lt(gt)〉k[x ].

Nach Satz 6.20 besitzt jedes Ideal eine Gröbnerbasis. Wenn nun I ein Ideal von

k[x1, . . . , xn], und G eine Gröbnerbasis von I ist, so gilt nach Satz 6.22 auch

〈G〉k[x ] = I.

Satz 6.25. Sei k ein Körper, sei n ∈ N, und sei I ein Ideal von k[x1, . . . , xn].

Sei t ∈ N0, und sei G = {g1, . . . , gt} eine Gröbnerbasis von I. Sei r ∈ I so, dass

kein Monom in r durch irgendein Lt(gi) teilbar ist. Dann gilt r = 0.

Beweis: Wenn r 6= 0, so liegt Lt(r) ∈ Lt(I), also in 〈Lt(G)〉k[x ]. Wegen Lem-

ma 6.21 gibt es also ein i ∈ {1, . . . , t}, sodass Lt(gi)|Lt(r). Das steht im Wider-

spruch zu den Voraussetzungen an r. �
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Satz 6.26. Sei k ein Körper, sei n ∈ N, und sei I ein Ideal von k[x1, . . . , xn].

Sei t ∈ N0, und sei G = {g1, . . . , gt} eine Gröbnerbasis von I. Seien r1, r2 ∈
k[x1, . . . , xn] so, dass

(1) r1 − r2 ∈ I,

(2) Kein Monom in r1 ist durch irgendein Lt(gi) teilbar,

(3) Kein Monom in r2 ist durch irgendein Lt(gi) teilbar.

Dann gilt r1 = r2.

Beweis: Wir nehmen an, r1 − r2 6= 0. Dann gilt Lm(r1 − r2) ∈ Lt(I). Da G eine

Gröbnerbasis ist, gilt also Lm(r1 − r2) ∈ 〈Lt(G)〉k[x ]. Das führende Monom von

r1 − r2 muss auch in einem der Polynome r1 oder r2 vorkommen. Somit enthält

eines der ri ein Monom in 〈Lt(G)〉k[x ]. Nach Lemma 6.21 ist dieses Monom durch

eines der Lm(gi) teilbar. Das steht im Widerspruch zu den Voraussetzungen an

r1 und r2. �

Korollar 6.27. Sei k ein Körper, sei n ∈ N, und sei I ein Ideal von k[x1, . . . , xn].

Sei t ∈ N0, und sei G = {g1, . . . , gt} eine Gröbnerbasis von I. Sei f ∈ k[x1, . . . , xn],

und seien

f =
t∑
i=1

aigi + r1 =
t∑
i=1

bigi + r2

Standarddarstellungen von f durch (g1, . . . , gt). Dann gilt r1 = r2. Wenn außer-

dem f ∈ I, so gilt r1 = r2 = 0.

Beweis: Da r1 − r2 ∈ I, folgt die erste Behauptung aus Satz 6.26. Wenn f ∈ I
gilt, so folgt r1 = 0 aus Satz 6.25. �

Definition 6.28. Sei n ∈ N, sei≤ eine zulässige Ordnung von N0
n, sei s ∈ N, und

seien f, f1, . . . , fs ∈ k[x1, . . . , xn]. Ein Polynom r ∈ k[x1, . . . , xn] ist ein möglicher

Rest bei einer Standarddarstellung von f durch (f1, . . . , fs) bezüglich ≤, wenn es

eine Standarddarstellung f =
∑s

i=1 aifi + r von f durch (f1, . . . , fs) bezüglich ≤
gibt.

5. Konstruktion von Gröbnerbasen

Wir fixieren für die Sektionen 5 und 6 eine zulässige Ordnung ≤ auf N0
n.
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Definition 6.29. Sei k ein Körper, n ∈ N. Seien α = (α1, . . . , αn) und β =

(β1, . . . , βn) ∈ N0
n. Sei γ = (γ1, . . . , γn) definiert durch γi := max(αi, βi) für

i ∈ {1, . . . , n}. Wir definieren Lcm(xα,x β) := x γ.

Lemma 6.30. Sei k ein Körper, n ∈ N, und seien α, β ∈ N0
n. Sei f ein Polynom

mit xα|f und x β|f . Dann gilt Lcm(xα,x β)|f .

Beweis: Sei γ ∈ N0
n so, dass x γ = Lcm(xα,x β). Nach Lemma 6.21 gilt für jedes

in f vorkommende Monom xµ, dass α v µ und β v µ. Also gilt γ v µ, und somit

x γ|xµ. �

Definition 6.31. Sei k ein Körper, n ∈ N, und seien f, g ∈ k[x1, . . . , xn] \ {0}.
Das S-Polynom oder Subtraktionspolynom von f und g ist definiert durch

S(f, g) :=
Lcm(Lm(f),Lm(g))

Lt(f)
· f − Lcm(Lm(f),Lm(g))

Lt(g)
· g.

Lemma 6.32. Sei k ein Körper, n ∈ N, und seien f, g ∈ k[x1, . . . , xn] \ {0}. Sei

γ so, dass x γ = Lcm(Lm(f),Lm(g)). Dann gilt Deg(S(f, g)) < γ.

Beweis: Seien f1, g1 ∈ k[x] so, dass f = Lt(f) + f1 und g = Lt(g) + g1. Dann gilt

S(f, g) =
x γ−Deg(f)

Lc(f)
· f − x γ−Deg(g)

Lc(g)
· g

=
x γ−Deg(f)

Lc(f)
· Lt(f)− x γ−Deg(g)

Lc(g)
· Lt(g) +

x γ−Deg(f)

Lc(f)
· f1 −

x γ−Deg(g)

Lc(g)
· g1

= x γ−Deg(f) · Lm(f)− x γ−Deg(g) · Lm(g) +
x γ−Deg(f)

Lc(f)
· f1 −

x γ−Deg(g)

Lc(g)
· g1

= x γ − x γ +
x γ−Deg(f)

Lc(f)
· f1 −

x γ−Deg(g)

Lc(g)
· g1

=
x γ−Deg(f)

Lc(f)
· f1 −

x γ−Deg(g)

Lc(g)
· g1.

Diese beiden Summanden haben wegen der Zulässigkeitseigenschaft (3) aus De-

finition 6.8 Multigrad ≤ γ; keiner dieser Summanden hat Multigrad = γ. Die

Summe hat also Multigrad < γ. �

Lemma 6.33. Sei k ein Körper, seien n, s ∈ N, und f1, . . . , fs ∈ k[x ] \ {0},
c1, . . . , cs ∈ k \ {0}, und δ, α1, . . . , αs ∈ N0

n so, dass folgendes gilt:

(1) Für alle i ∈ {1, . . . , s} gilt Deg(xαifi) = δ.
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(2) Deg(
∑s

i=1 cix
αifi) < δ.

Dann gibt es b1, . . . , bs−1 ∈ k, sodass

(5.1)
s∑
i=1

cix
αifi =

s−1∑
j=1

bj
x δ

Lcm(Lm(fj),Lm(fs))
S(fj, fs).

Beweis Für j ∈ {1, . . . , s− 1} sei γj ∈ N0
n so, dass

x γj = Lcm(Lm(fj),Lm(fs)).

Dann lässt sich die behauptete Gleichung (5.1) als

s∑
i=1

cix
αifi =

s−1∑
j=1

bjx
δ−γjS(fj, fs)

schreiben.

In der Summe auf der linken Seite von (5.1) hat jeder Summand Multigrad δ. Da

nach Voraussetzung (2) die Summe kleineren Multigrad hat, muss der Koeffizient

von x δ in
∑s−1

i=1 cix
αifi gleich 0 sein. Es gilt also

s∑
i=1

ciLc(fi) = 0.

Dann gilt

s∑
i=1

cix
αifi =

s−1∑
i=1

(
cix

αifi − ci
Lc(fi)

Lc(fs)
xαsfs

)

+

(
s−1∑
i=1

ci
Lc(fi)

Lc(fs)
xαsfs

)
+ csx

αsfs

=
s−1∑
i=1

(
cix

αifi − ci
Lc(fi)

Lc(fs)
xαsfs

)
+

(
s∑
i=1

ci
Lc(fi)

Lc(fs)

)
xαsfs.
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Da
∑s

i=1 ciLc(fi) = 0, gilt

s∑
i=1

cix
αifi =

s−1∑
i=1

ci

(
x δ

Lm(fi)
fi −

Lc(fi)

Lc(fs)

x δ

Lm(fs)
fs

)

=
s−1∑
i=1

ciLc(fi)

(
x δ

Lt(fi)
fi −

x δ

Lt(fs)
fs

)

=
s−1∑
i=1

ciLc(fi)x
δ−γi

(
x γi

Lt(fi)
fi −

x γi

Lt(fs)
fs

)

=
s−1∑
i=1

ciLc(fi)x
δ−γiS(fi, fs).

�

Satz 6.34 (Buchbergers Kriterium, cf. [Buc70]). Sei k ein Körper, seien n, t ∈
N, und sei I ein Ideal von k[x1, . . . , xn]. Sei G = {g1, . . . , gt} eine endliche Teil-

menge von I \ {0}, sodass folgendes gilt:

(1) 〈G〉k[x ] = I,

(2) Für alle i, j ∈ {1, . . . , t} mit i < j ist 0 ein möglicher Rest einer Stan-

darddarstellung von S(gi, gj) durch (g1, . . . , gt).

Dann ist G eine Gröbnerbasis von I.

Beweis: Sei f ∈ I mit f 6= 0. Wir zeigen, dass Lt(f) im Ideal 〈Lt(g1), . . . ,Lt(gt)〉k[x ]
liegt. Da G das Ideal I erzeugt, gibt es h′1, . . . , h

′
t ∈ k[x1, . . . , xn], sodass

f =
t∑
i=1

h′igi.

Für jede solche Darstellung sei

δ′ := max{Deg(h′igi) ||| i ∈ {1, . . . , t}}.

Seien nun h1, . . . , ht ∈ k[x1, . . . , xn] so unter allen Darstellungen von f als
∑t

i=1 h
′
ifi,

dass δ′ minimal wird, und sei

δ := max{Deg(higi) ||| i ∈ {1, . . . , t}}.

Es gilt

f =
t∑
i=1

higi,
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also Deg(f) ≤ δ.

1. Fall: Deg(f) = δ: Sei i ∈ {1, . . . , t} so, dass Deg(higi) = δ. Dann gilt

Lt(gi)|Lt(f), und somit Lt(f) ∈ 〈Lt(G)〉k[x ].

2. Fall: Deg(f) < δ: Für i ∈ {1, . . . , t} sei m(i) := Deg(higi). Es gilt dann

f =
t∑
i=1

higi =
t∑
i=1

m(i)=δ

higi +
t∑
i=1

m(i)<δ

higi

=
t∑
i=1

m(i)=δ

Lt(hi)gi +
t∑
i=1

m(i)=δ

(hi − Lt(hi))gi +
t∑
i=1

m(i)<δ

higi.

Alle Summanden der zweiten und dritten Summe haben Multigrad < δ. Da auch

Deg(f) < δ, gilt

Deg(
t∑
i=1

m(i)=δ

Lt(hi)gi) < δ.

Seien s ∈ N und i1, . . . , is so, dass i1 < · · · < is und {ij ||| j ∈ {1, . . . , s}} =

{i ∈ {1, . . . , t} ||| m(i) = δ}. Wir verwenden nun Lemma 6.33 für fj := gij , cj :=

Lc(hij) und αj so, dass xαj := Lm(hij) (j ∈ {1, . . . , s}). Aus diesem Lemma

erhalten wir für j, l ∈ {1, . . . , t} mit j < l Körperelemente bj,l ∈ k, sodass

t∑
i=1

m(i)=δ

Lt(hi)gi =
∑

j,l∈{1,...,t}
j<l

bj,l
x δ

Lcm(Lm(gj),Lm(gl))
S(gj, gl).

Da S(gj, gl) nach Voraussetzung eine Standarddarstellung mit Rest 0 besitzt, gibt

es für j < l Polynome aj,l,1, . . . , aj,l,t ∈ k[x ], sodass

S(gj, gl) =
t∑
i=1

aj,l,i · gi,



76 6. GRÖBNERBASEN

und Deg(aj,l,igi) ≤ Deg(S(gj, gl)) für alle i ∈ {1, . . . , t}. Sei nun γj,l ∈ N0
n so,

dass x γj,l = Lcm(Lm(gj),Lm(gl)). Also gilt∑
j,l∈{1,...,t}

j<l

bj,l
x δ

Lcm(Lm(gj),Lm(gl))
S(gj, gl)

=
t∑
i=1

∑
j,l∈{1,...,t}

j<l

bj,l
x δ

Lcm(Lm(gj),Lm(gl))
aj,l,igi

=
t∑
i=1

∑
j,l∈{1,...,t}

j<l

bj,lx
δ−γj,laj,l,igi.

Wir berechnen nun den Multigrad des (j, l, i)-ten Summanden

σ(j, l, i) := bj,lx
δ−γj,laj,l,igi.

Es gilt Deg(σ(j, l, i)) ≤ δ−γj,l +Deg(aj,l,igi) ≤ δ−γj,l +Deg(S(gj, gl)). Wegen

Lemma 6.32 gilt Deg(S(gj, gl)) < γj,l, also gilt

Deg(σ(j, l, i)) < δ.

Daher ist

f =
t∑
i=1

m(i)=δ

(( ∑
j,l∈{1,...,t}

j<k

bj,lx
δ−γj,lai,j,l

)
+ (hi − Lt(hi))

)
· gi +

t∑
i=1

m(i)<δ

higi

eine Darstellung von f , in der jeder Summand Multigrad < δ hat. Das ist ein

Widerspruch zur Wahl von δ. Der 2. Fall kann also nicht eintreten. �

Das Hinzufügen eines möglichen Restes des betrachteten S-Polynoms bewirkt,

dass dieses S-Polynom 0 als möglichen Rest hat:

Lemma 6.35. Sei k ein Körper, n ∈ N, sei (f1, . . . , fs) eine Folge von Polynomen

aus k[x1, . . . , xn]. Sei f ∈ k[x1, . . . , xn], und sei r ∈ k[x1, . . . , xn] ein möglicher

Rest von f bei einer Standarddarstellung von f durch (f1, . . . , fs). Dann ist 0 ein

möglicher Rest von f bei einer Standarddarstellung von f durch (f1, . . . , fs, r).
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Beweis: Sei f =
∑s

i=1 aifi + r eine Standarddarstellung von f durch (f1, . . . , fs).

Da r = f −
∑s

i=1 aifi, gilt Deg(r) ≤ Deg(f). Also ist f =
∑s

i=1 aifi + 1r + 0

eine Standarddarstellung von f durch (f1, . . . , fs, r) mit Rest 0. �

Algorithmus 6.36 (Buchbergers Algorithmus zur Konstruktion einer Gröbner-

basis).

Eingabe: f1, . . . , fs ∈ k[x1, . . . , xn] \ {0}.
Ausgabe: g1, . . . , gt ∈ k[x1, . . . , xn] so, dass G := {g1, . . . , gt} eine Gröbnerbasis

für 〈f1, . . . , fs〉k[x ] ist.

1: G← (f1, . . . , fs)

2: P ← ∅
3: while ∃f, g ∈ G : f 6= g und {f, g} 6∈ P do

4: P ← P ∪
{
{f, g}

}
5: r ←

Ein möglicher Rest von S(f, g)

bei Standarddarstellung durch G

6: if r 6= 0 then

7: G← (G, r)

8: end if

9: end while

Satz 6.37. Sei k ein Körper, und seien f1, . . . , fs ∈ k[x1, . . . , xn]\{0}. Der Algo-

rithmus 6.36 terminiert und liefert als Ergebnis eine Gröbnerbasis

für 〈f1, . . . , fs〉k[x ].

Beweis: Wir zeigen als erstes, dass der Algorithmus terminiert. Wir betrachten

am Beginn jedes Durchlaufs der while-Schleife das Paar (〈Lt(G)〉k[x ] , | ( G2 ) \P |).
Nehmen wir an, die Schleife würde unendlich oft durchlaufen. Wegen des Hilbert-

schen Basissatzes gibt es keine unendlichen aufsteigenden Ketten von Idealen von

k[x1, . . . , xn].

Ab irgendeinem Durchlauf bleibt also 〈Lt(G)〉k[x ] konstant. Ab diesem Durch-

lauf der Schleife kann aber der Fall r 6= 0 nicht mehr eintreten. Wenn nämlich

r ein möglicher Rest von S(f, g) bei einer Standarddarstellung durch G ist,

und r 6= 0, so liegt Lt(r) nicht in 〈Lt(G)〉k[x ]. Dann gilt aber 〈Lt(G)〉k[x ] 6=
〈Lt(G ∪ {r})〉k[x ].

Folglich erniedrigt sich ab diesem Durchlauf die zweite Komponente | ( G2 ) \ P |.
Diese Komponente kann nicht negativ werden.
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Somit kann die while-Schleife nicht unendlich oft durchlaufen werden, also termi-

niert der Algorithmus.

Wir zeigen nun die Korrektheit des Algorithmus: Am Beginn jedes Durchlaufs der

while-Schleife gilt, dass für alle f, g ∈ G mit {f, g} ∈ P das S-Polynom S(f, g)

eine Standarddarstellung durch G mit Rest 0 hat. Das gilt offensichtlich beim

ersten Betreten der while-Schleife wegen P = ∅. Im weiteren Verlauf garantiert

Lemma 6.35, das diese Bedingung erhalten bleibt.

Wenn die while-Schleife verlassen wird, liegen alle Elemente aus ( G2 ) in P . Folglich

haben alle S-Polynome von Paaren von Polynomen aus G das Polynom 0 als

möglichen Rest bei Standarddarstellung durch G. Nach Satz 6.34 ist G daher

eine Gröbnerbasis von 〈G〉k[x ]. 〈G〉k[x ] ist aber während des gesamten Verlaufs

des Algorithmus stets 〈f1, . . . , fs〉k[x ]. �

Übungsaufgaben 6.38

(1) Berechnen Sie eine Gröbnerbasis des Ideals 〈−1 − x y + y2 + x y2, −1 + y2〉 mit

lexikographischer Ordnung x > y.

(2) Berechnen Sie eine Gröbnerbasis des Ideals 〈−1 + a b+ a2 c, 2 + b c3〉, mit lexikogra-

phischer Ordnung a > b > c.

(3) Seien g1, g2, g3 ∈ Q[x, y] gegeben durch

g1 = xy − 1

g2 = y2 + 1

g3 = x2 + 1.

Sei

s := 5x2y2 g1 − 3x3y g2 − 2xy3 g3,

und sei δ := (3, 3). Wir ordnen die Monome lexikographisch mit x > y. Es gilt

Deg(s) < δ.

Finden Sie c1, c2 ∈ Q und α1, α2, β1, β2 ∈ N0, sodass

s = c1 x
α1yα2 S(g1, g2) + c2 x

β1yβ2 S(g2, g3)

und jeder Summand in dieser Summe Multigrad < δ hat.

6. Konstruktion von reduzierten Gröbnerbasen

In dieser Sektion stellen wir einige Resultate zusammen, die es uns erlauben,

die Zwischenergebnisse beim Berechnen einer Gröbnerbasis zu vereinfachen. Als

Resultate erhalten wir “reduzierte Gröbnerbasen”.



6. KONSTRUKTION VON REDUZIERTEN GRÖBNERBASEN 79

Lemma 6.39. Seien f1, . . . , fs paarweise verschiedene Elemente von k[x1, . . . , xn],

und sei F := {f1, . . . , fs}. Sei i ∈ {1, . . . , s}, und sei ri ∈ k[x1, . . . , xn] ein

möglicher Rest von fi bei einer Standarddarstellung durch F \ {fi}. Sei G :=

(F \ {fi}) ∪ {ri}. Dann gilt:

(1) 〈G〉k[x ] = 〈F 〉k[x ],
(2) 〈Lt(F )〉k[x ] ⊆ 〈Lt(G)〉k[x ],
(3) Wenn ri 6= 0 und Lm(ri) 6= Lm(fi), so gilt Lt(ri) 6∈ 〈Lt(F )〉k[x ].
(4) Für alle q ∈ k[x ] gilt: Wenn 0 ein möglicher Rest von q bei einer Stan-

darddarstellung durch F ist, so ist 0 auch ein möglicher Rest von q bei

einer Standarddarstellung durch G.

Beweis: (1) Für ⊆ beobachten wir, dass ri in 〈F 〉k[x ] liegt. Somit gilt G ⊆ 〈F 〉k[x ].
Für ⊇ zeigen wir, fi ∈ 〈G〉k[x ]. Wir wissen, dass es a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , as ∈ k[x ]

gibt, sodass

fi =
s∑
j=1

j 6=i

ajfj + ri.

Da ri ∈ G, gilt fi ∈ 〈G〉k[x ].

(2) Es reicht zu zeigen, dass im Fall fi 6= 0 gilt, dass Lt(fi) ∈ Lt(G) liegt. Wir

wissen, dass fi eine Standarddarstellung durch F \{fi} mit Rest ri besitzt. Somit

gibt es a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , as ∈ k[x ], sodass

fi =
s∑
j=1

j 6=i

ajfj + ri,

und alle Summanden auf der rechten Seite Multigrad ≤ Deg(fi) haben. Einer

der Summanden muss daher Multigrad Deg(fi) haben. Ist das ajfj für ein j 6= i,

so gilt Lt(fj)|Lt(fi), und somit Lt(fi) ∈ 〈Lt(G)〉k[x ]. Wenn Deg(ri) = Deg(fi),

so gilt Lt(ri)|Lt(fi), und folglich Lt(fi) ∈ 〈Lt(G)〉k[x ].

(3) Wir nehmen an, dass ri 6= 0. Wenn nun Lt(ri) ∈ 〈Lt(F )〉k[x ], so gibt es ein

k ∈ {1, . . . , s}, sodass Lt(fk)|Lt(ri). Da ri ein möglicher Rest einer Standard-

darstellung durch F \ {fi} ist, muss k = i sein. Es gilt also Lt(fi)|Lt(ri), und

folglich Deg(fi) ≤ Deg(ri). Da ri Rest einer Standarddarstellung von fi ist,
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gilt aber auch Deg(ri) ≤ Deg(fi). Somit gilt Deg(ri) = Deg(fi), und somit

Lm(ri) = Lm(fi).

(4) Wir nehmen an, dass q eine Standarddarstellung

q =
s∑
j=1

ajfj + 0

durch F mit Rest 0 besitzt. Weiters besitzt fi eine Standarddarstellung durch

F \ {fi} mit Rest ri; es gibt also b1, . . . , bi−1, bi+1, . . . , bs, sodass

fi =
s∑
l=1

l 6=i

blfl + ri.

Insgesamt gilt also

q =
s∑
j=1

ajfj + ai(
s∑
l=1

l 6=i

blfl + ri),

also

(6.1) q =
s∑
j=1

j 6=i

(aj + aibj)fj + airi.

Es gilt Deg(bjfj) ≤ Deg(fi), also auch Deg(aibjfj) ≤ Deg(aifi) ≤ Deg(q).

Wegen Deg(ri) ≤ Deg(fi) gilt auch Deg(airi) ≤ Deg(aifi) ≤ Deg(q). Also ist

die Darstellung von q in (6.1) eine Standarddastellung von q durch G. �

Definition 6.40. Sei F eine endliche Teilmenge von k[x1, . . . , xn] \ {0}, und sei

f ∈ F . Dann ist f reduziert in F , wenn kein Monom in f durch ein Lt(g) mit

g ∈ F \ {f} teilbar ist.

Das Polynom f ist also reduziert in F , wenn

f =
∑
g∈F
g 6=f

0 · g + f

eine Standarddarstellung von f durch F \ {f} mit Rest f ist.
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Definition 6.41. Sei F eine endliche Teilmenge von k[x1, . . . , xn] \ {0}. F ist

reduziert , wenn alle f ∈ F reduziert in F sind.

Wir betrachten nun folgende Prozedur zur Erzeugung einer Gröbnerbasis.

Algorithmus 6.42 (Erzeugen einer Gröbnerbasis mit Vereinfachung).

Eingabe: f1, . . . , fs ∈ k[x1, . . . , xn] \ {0}.
Ausgabe: g1, . . . , gt ∈ k[x1, . . . , xn] so, dass G := {g1, . . . , gt} eine Gröbnerbasis

für 〈{f1, . . . , fs}〉k[x ] ist.

1: G← (f1, . . . , fs)

2: P ← ∅
3: while ∃f, g ∈ G : f 6= g und {f, g} 6∈ P do

4: P ← P ∪
{
{f, g}

}
5: r ←

Ein möglicher Rest von S(f, g)

bei Standarddarstellung durch G

6: if r 6= 0 then

7: G← (G, r)

8: end if

9: while G ist nicht reduziert und wir wollen G reduzieren do

10: f1 ← Ein Element von G, das in G nicht reduziert ist

11: r1 ←

Ein möglicher Rest von f1

bei Standarddarstellung durch G \ {f1}
12: if r1 = 0 then

13: G← G \ {f1}
14: else

15: G← G \ {f1} ∪ {r1}
16: end if

17: end while

18: end while

Übungsaufgaben 6.43

(1) Seien f1, . . . , fs ∈ C[x1, . . . , xn]. Wir nehmen an, dass f1 = f2 = · · · = fs = 0

unlösbar ist. Sei G eine Gröbnerbasis von 〈f1, . . . , fs〉. Zeigen Sie, dass G ein kon-

stantes Polynom ungleich 0 enthält!



82 6. GRÖBNERBASEN

(2) Bestimmen Sie eine Gröbnerbasis des folgenden Ideals I = 〈f1, f2〉 von Q[x].

f1 = x− x3 + x4 − 2x5 + x6

f2 = x− 2x2 + x3 − x4 + x6.

(3) (Beweisen geometrischer Sätze) Wir betrachten den Satz von Desargues.

Seien S,A,B,C,D,E, F,H, I, J Punkte der Ebene R2 mit folgenden Ei-

genschaften:

(a) S,A,D liegen auf einer Geraden.

(b) S,B,E liegen auf einer Geraden.

(c) S,C, F liegen auf einer Geraden.

(d) A,B,H liegen auf einer Geraden.

(e) D,E,H liegen auf einer Geraden.

(f) A,C, J liegen auf einer Geraden.

(g) D,F, J liegen auf einer Geraden.

(h) B,C, I liegen auf einer Geraden.

(i) E,F, I liegen auf einer Geraden.

(j) E,A,D liegen nicht auf einer Geraden.

(k) F,A,D liegen nicht auf einer Geraden.

(l) F,B,E liegen nicht auf einer Geraden.

(m) C,A,D liegen nicht auf einer Geraden.

Dann liegen H, I, J auf einer Geraden.

(a) Machen Sie eine Skizze für diesen Satz. (Die Skizze wird schön, wenn Sie S als

Ausgangspunkt dreier Strahlen zeichnen, A näher bei S liegt als D, E näher

bei S liegt als B, und C näher bei S liegt als F .)

(b) Finden Sie ein polynomiales Gleichungssystem, dessen Unlösbarkeit diesen Satz

impliziert.

(c) Zeigen Sie dadurch, dass eine Gröbnerbasis des Systems ein konstantes Polynom

enthält, dass das System tatsächlich unlösbar ist. (Himweis: Verwenden Sie dazu

ein Computeralgebrasystem.)

Satz 6.44. Unabhängig davon, wie oft wir im Ablauf des Algorithmus reduzieren

wollen, terminiert der Algorithmus 6.42 und liefert eine Gröbnerbasis von I :=

〈f1, . . . , fs〉k[x ].

Beweis: Am Beginn jedes Durchlaufs der äußeren while-Schleife gilt für alle

{f, g} ∈ P , dass S(f, g) eine Standarddarstellung durch G mit Rest 0 besitzt, und

dass 〈G〉k[x ] = I ist: klarerweise gilt das beim ersten Betreten der while-Schleife.

Wegen Lemma 6.35 bleiben diese Bedingungen auch durch das Hinzufügen des

Restes r des S-Polynoms S(f, g) erhalten. Nun bleibt diese Bedingung auch bei

jedem Durchlauf der inneren while-Schleife erhalten: Lemma 6.39 (1) liefert, dass



6. KONSTRUKTION VON REDUZIERTEN GRÖBNERBASEN 83

〈G〉k[x ] immer gleich dem Ideal I ist. Lemma 6.39 (4) garantiert, dass die S-

Polynome aller Paare aus P auch nach dem Reduzieren 0 als möglichen Rest

haben. Wenn der Algorithmus terminiert, so wurde die äußere while-Schleife ver-

lassen: für alle {f, g} ∈ ( G2 ) gilt also {f, g} ∈ P ; somit hat S(f, g) eine Standard-

darstellung durch G mit Rest 0. Nach Satz 6.34 ist G also eine Gröbnerbasis von

〈G〉k[x ] = I.

Wir zeigen nun, dass der Algorithmus für jede Eingabe terminiert. Sei dazu

F = (f1, . . . , fs) eine Eingabe, und seien unsere möglichen Wahlen während des

Ablaufs des Algorithmus so, dass der Algorithmus nicht hält. Nun betrachten

wir zunächst nach jedem Betreten einer der while-Schleifen das Ideal 〈Lt(G)〉k[x ].
Wegen Lemma 6.39 (2) wird dieses Ideal von einem Betreten zum nächsten echt

größer, oder es bleibt gleich. Da k[x ] die (ACC) für Ideale erfüllt, bleibt dieses

Ideal ab irgendwann stets konstant.

Ab diesem Punkt betrachten wir die Anzahl der Elemente von G, die in G nicht

reduziert sind. Wir behaupten, dass ab diesem Durchlauf die Anzahl der nicht re-

duzierten Elemente in G nicht mehr größer wird. Zunächst kann ab diesem Durch-

lauf der Schleife der Fall r 6= 0 nicht mehr eintreten. Wenn nämlich r ein möglicher

Rest von S(f, g) bei einer Standarddarstellung durch G ist, und r 6= 0, so liegt

Lt(r) nicht in 〈Lt(G)〉k[x ]. Dann gilt aber 〈Lt(G)〉k[x ] 6= 〈Lt(G ∪ {r})〉k[x ]. Nun

überlegen wir uns, warum auch die Anweisungen in der inneren while-Schleife

die Anzahl der nicht reduzierten Elemente von G nicht erhöhen: Alle in G redu-

zierten Elemente von G \ {f1} sind auch reduziert in G \ {f1}. Also könnte nur

die Anweisung G← (G \ {f1})∪ {r1} die Anzahl der nicht reduzierten Elemente

von G erhöhen. In diesem Fall gilt r1 6= 0. Da ja Lt(G) konstant bleibt, bleibt

wegen Lemma 6.39 (3) nur mehr der Fall Lm(r1) = Lm(f1) übrig. Dann ist aber

jedes Element von (G \ {f1}) ∪ {r1}, das in (G \ {f1}) ∪ {r1} nicht reduziert ist,

auch in G nicht reduziert. Keine Anweisung kann also die Anzahl der in G nicht

reduzierten Elemente von G mehr erhöhen. Ab irgendeinem Durchlauf bleibt also

auch die Anzahl der in G nicht reduzierten Elemente von G konstant.

Ab diesem Durchlauf betrachten wir |G| + | ( G2 ) \ P |. Von den Zuweisungen an

G kann nun einzig die Zuweisung G ← G \ {f1} noch ausgeführt werden, da

die Zuweisung G ← (G \ {f1}) ∪ {r1} ja bewirkt, dass die Anzahl der nicht

reduzierten Elemente von G wegen Lm(r1) = Lm(f1) um 1 kleiner wird, im

Widerspruch dazu, dass die Anzahl der in G nicht reduzierten Elemente konstant
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bleibt. Jede der Zuweisungen G← G \ {f1} und P ← P ∪{{f, g}} bewirkt aber,

dass |G|+ | ( G2 ) \ P | echt kleiner wird. Das kann aber nur endlich oft passieren.

Also hält der Algorithmus nach diesen endlichen vielen Schritten. �

Wenn wir immer reduzieren wollen, und die führenden Koeffizienten des Ergeb-

nisses auf 1 normieren, so erhalten wir als Ergebnis des Algorithmus 6.42 eine

“reduzierte Gröbnerbasis”.

Definition 6.45. Sei k ein Körper, und sei G eine endliche Teilmenge von

k[x1, . . . , xn] \ {0}. G ist eine reduzierte Gröbnerbasis von 〈G〉k[x ], wenn:

(1) G ist eine Gröbnerbasis von 〈G〉k[x ],
(2) G ist reduziert,

(3) Alle Polynome g ∈ G erfüllen Lc(g) = 1.

Als Konsequenz aus der Termination und Korrektheit des Algorithmus 6.42 er-

halten wir:

Satz 6.46. Jedes Ideal von k[x1, . . . , xn] besitzt eine reduzierte Gröbnerbasis.

Diese reduzierte Gröbnerbasis eines Ideals ist, ähnlich der Zeilenstaffelnormalform

eines Unterraums, durch das Ideal eindeutig bestimmt.

Satz 6.47. Sei I ein Ideal von k[x1, . . . , xn], sei ≤ eine zulässige Ordnung auf

N0
n, und seien G,H reduzierte Gröbnerbasen von I bezüglich ≤. Dann gilt G =

H.

Beweis: Wir nehmen an, dass I 6= 0. Als erstes zeigen wir

Lt(G) = Lt(H).

Sei G = {g1, . . . , gr} und H = {h1, . . . , hs}. Sei nun g ∈ G. Da g eine Stan-

darddarstellung durch H mit Rest 0 besitzt, gibt es a1, . . . , as ∈ k[x ], sodass

g =
∑s

i=1 aihi, und für alle i gilt Deg(aihi) ≤ Deg(g). Für zumindest einen

Summanden muss Deg(ajhj) = Deg(g) sein. Da hj eine Standarddarstellung

durch G mit Rest 0 besitzt, gibt es b1, . . . , br ∈ k[x ], sodass hj =
∑r

l=1 blgl, und

für alle l gilt Deg(blgl) ≤ Deg(hj). Sei l so, dass Deg(hj) = Deg(blgl). Dann

gilt Lt(gl)|Lt(hj) und Lt(hj)|Lt(g). Es gilt also Lt(gl)|Lt(g). Da G reduziert

ist, gilt g = gl. Nun gilt Lm(gl)|Lm(hj) und Lm(hj)|Lm(g). Wegen gl = g gilt also
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Lm(g) = Lm(hj). Folglich gilt Lt(g) ∈ Lt(H). Damit haben wir Lt(G) ⊆ Lt(H)

bewiesen.

Ebenso gilt Lt(H) ⊆ Lt(G). Insgesamt gilt also Lt(G) = Lt(H).

Wir zeigen nun G ⊆ H. Sei dazu g ∈ G. Es gibt nun ein Polynom h ∈ H,

sodass Lt(g) = Lt(h). Da G reduziert ist, enthält g − Lt(g) kein Monom, das

in 〈Lt(G)〉k[x ] liegt. Da H reduziert ist, enthält h − Lt(h) kein Monom, das

in 〈Lt(H)〉k[x ] liegt. Wegen Lt(G) = Lt(H) liegt also auch kein Monom von

h − Lt(h) in 〈Lt(G)〉k[x ]. Somit liegt wegen Lt(g) = Lt(h) kein Monom von

g− h = (g−Lt(g))− (h−Lt(h)) in 〈Lt(G)〉k[x ]. Somit ist g− h =
∑r

i=1 0 · gr +

(g − h) eine Standarddarstellung von g − h durch G mit Rest g − h. Da G eine

Gröbnerbasis von I ist, und da g− h ∈ I, gilt wegen Korollar 6.27 die Gleichheit

g = h. Somit gilt g ∈ H.

Ebenso zeigt man H ⊆ G. �

Das folgende Kriterium erspart die Überprüfung der S-Polynome jener Paare,

deren führende Monome keine gemeinsamen Variablen enthalten.

Lemma 6.48. Sei k ein Körper, sei F eine endliche Teilmenge von k[x1, . . . , xn],

und seien f, g ∈ F \ {0} so, dass Lcm(Lm(f),Lm(g)) = Lm(f) · Lm(g). Dann

ist 0 ein möglicher Rest von S(f, g) bei Standarddarstellung durch F .

Beweis: Sei p := f − Lt(f) und q := g − Lt(g). Dann gilt

S(f, g) =
Lm(g)

Lc(f)
f − Lm(f)

Lc(g)
g

=
Lt(g)

Lc(f)Lc(g)
f − Lt(f)

Lc(f)Lc(g)
g

=
1

Lc(f)Lc(g)
(Lt(g)f − Lt(f)g).

Es gilt

Lt(g)f − Lt(f)g = (g − q)f − (f − p)g

= qf + pg.

Wir behaupten nun, dass qf + pg eine Standarddastellung von Lt(g)f −Lt(f)g

durch (f, g) ist. Wenn p = q = 0, ist das offensichtlich.
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Wir nehmen nun an, dass p 6= 0 und betrachten zuerst den Fall, dass Deg(qf) =

Deg(pg). Dann gilt Lm(f)|Lm(p)Lm(g). Da Lm(f) und Lm(g) keine gemeinsa-

men Variablen enthalten, gilt Lm(f)|Lm(p). Das steht aber im Widerspruch zu

Deg(p) < Deg(f). Somit gilt Deg(qf) 6= Deg(pg). Damit gilt aber Deg(qf +

pg) = max(Deg(qf),Deg(pg)). Somit gilt also Deg(qf) < Deg(qf + pg) und

Deg(pg) < Deg(qf + pg). Damit ist aber qf + pg eine Standarddarstellung von

qf + pg durch (f, g) mit Rest 0.

Der Fall q 6= 0 lässt sich genauso behandeln. �

Übungsaufgaben 6.49

(1) Bestimmen Sie eine Gröbnerbasis des Ideals I = 〈f1, f2, f3, f4〉 von

Q[x1, x2, x3, x4, x5].

f1 = x1 − 5x2 + 8x3 + 2x4 − 2x5

f2 = x1 − 4x2 + 6x3 − 2x4

f3 = −1x1 + 2x3 + 2x4

f4 = 5x1 − 8x2 + 6x3 − 5x5.

(Ordnen Sie die Monome lexikographisch mit x1 > · · · > x5.)

7. Die Eliminationseigenschaft von Gröbnerbasen

Satz 6.50. Sei k ein Körper, und sei I ein Ideal von k[x1, . . . , xm, y1, . . . , yn].

Sei ≤ eine zulässige Ordnung auf N0
m+n, sodass für alle α ∈ N0

m und β ∈ N0
n

mit α 6= (0, . . . , 0) gilt: xα > yβ. Sei G eine Gröbnerbasis von I bezüglich dieser

Ordnung. Dann ist G ∩ k[y ] eine Gröbnerbasis des Ideals I ∩ k[y ] von k[y ].

Beweis: Sei Gy := G∩ k[y ]. Wir zeigen nun, dass für alle f ∈ I ∩ k[y ] mit f 6= 0

auch dass Lt(f) ∈ 〈Lt(Gy)〉k[y ] gilt. f =
∑t

i=1 aigi eine Standarddarstellung von

f durch G. Da für alle i mit aigi 6= 0 gilt, dass Deg(aigi) ≤ Deg(f), und da in

f keine der Variablen x1, . . . , xm vorkommt, kommt wegen der Eigenschaft der

Ordnung auch in aigi keine der Variablen x1, . . . , xm vor. Es gilt also

f =
t∑
i=1

aigi 6=0

aigi,

wobei alle in dieser Summe auftretenden ai und gi in k[y ] liegen.
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Für zumindest einen der Summanden muss Deg(ajgj) = Deg(f) gelten. Dann

gilt Lt(gj)|Lt(f) in k[y ], und somit liegt Lt(f) in 〈Lt(Gy)〉k[y ]. �

Übungsaufgaben 6.51

(1) Seien f1, f2, f3 ∈ R[t1, t2] gegeben durch

f1(t1, t2) = t1
2

f2(t1, t2) = t2
2

f3(t1, t2) = t1 · t2.

Sei I das Ideal von R[x1, x2, x3, t1, t2], das durch {x1 − f1(t1, t2), x2 − f2(t1, t2), x3 −
f3(t1, t2)} erzeugt wird. Berechnen Sie mit Hilfe der Eliminationseigenschaft von

Gröbnerbasen Erzeuger von I ∩ R[t1, t2] und I ∩ R[x1, x2, x3].

(2) Sei k ein Körper und sei F = {f1, . . . , fs} ⊆ k[x1, . . . , xn] \ {0}.
(a) Zeigen Sie: Wenn F eine Gröbnerbasis für 〈F 〉 ist und

Lt(fi) ∈ 〈Lt(f1), . . . ,Lt(fi−1),Lt(fi+1), . . . ,Lt(fs)〉,

dann ist auch F \ {fi} eine Gröbnerbasis für 〈F 〉.
(b) Gilt diese Behauptung auch, wenn man das Wort “Gröbnerbasis” beide Male

durch “Basis” ersetzt?

Wir geben hier eine erste Anwendung dieser Eigenschaft an: wir zeigen, wie wir

die Generatoren des Schnitts zweier Ideale von k[x1, . . . , xn] berechnen.

Satz 6.52 (Schnitt von Idealen). Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und

seien I, J Ideale von R. Seien (x) und (x − 1) die von x beziehungsweise x − 1

erzeugten Hauptideale von R[x]. Dann gilt

I ∩ J = {r ∈ R ||| r x0 ∈ I[x] · (x) + J [x] · (x− 1)}.

Beweis: Für ⊆ sei i ∈ I ∩ J . Es gilt dann i x0 = ix − i(x − 1). Für ⊇ sei

rx0 = x ·
∑m

l=0 ilx
l+(x−1) ·

∑n
l=0 jlx

l mit i1, . . . , im ∈ I und j1, . . . , jn ∈ J . Wenn

wir für x := 0 einsetzen, erhalten wir r = −1j0, also r ∈ J . Wenn wir für x = 1

einsetzen, so erhalten wir r =
∑m

l=0 il, also r ∈ I. �

Korollar 6.53. Sei k ein Körper, und seien I, J Ideale von k[t1, . . . , tn]. Seien

a1, . . . , ar, b1, . . . , bs ∈ k[t ] so, dass I = 〈a1, . . . , ar〉k[t ] und J = 〈b1, . . . , bs〉k[t ].
Sei

H := 〈a1y, . . . , ary, b1(y − 1), . . . , bs(y − 1)〉k[t ,y] .
Dann gilt H ∩ k[t ] = I ∩ J .

Beweis: Wir verwenden Satz 6.52 für R := k[t ]. �
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8. Finden algebraischer Abhängigkeiten

Die folgenden Sätze bieten Möglichkeiten, zu bestimmen, ob gegebene Elemente

eines Rings algebraisch abhängig sind. Als Vorbereitung beweisen wir folgendes

Lemma:

Lemma 6.54. Sei k ein Körper, sei ∈ N, sei R ein kommutativer Ring mit Eins

mit k ≤ R, und sei I ein Ideal von R. Sei f ∈ k[t1, . . . , tl], und seien y , z ∈ Rl

so, dass für alle i ∈ {1, . . . , l} gilt: yi − zi ∈ I. Dann gilt auch f(y1, . . . , yl) −
f(z1, . . . , zl) ∈ I.

Beweis: Offensichtlich erfüllt jedes konstante Polynom und jedes Polynom der

Form f = tj diese Aussage. Wir zeigen nun, dass die Menge der Polynome, die

diese Aussage erfüllen, abgeschlossen unter Addition und Multiplikation ist. Da

man alle Polynome als Summen von Produkten von konstanten Polynomen und

Variablen erhalten kann, beweist das das Lemma. Sei also g = f1 + f2. Dann gilt

g(y) − g(z ) = f1(y) − f1(z ) + f2(y) − f2(z ). Nach Voraussetzung liegen beide

fi(y)−fi(z ) in I. Wenn g = f1·f2, so gilt g(y)−g(z ) = f1(y)f2(y)−f1(z )f2(z ) =

f1(y)f2(y) − f1(y)f2(z ) + f1(y)f2(z ) − f1(z )f2(z ) = f1(y)(f2(y) − f2(z )) +

f2(z )(f1(y)− f1(z )). Beide Summanden liegen in I. �

Satz 6.55 (Algebraische Abhängigkeit in k[x1, . . . , xn]/I). Sei k ein Körper, seien

r ∈ N0, n, s ∈ N, sei I = 〈g1, . . . , gr〉k[x ], und seien f1, . . . , fs ∈ k[x1, . . . , xn]. Sei

p ∈ k[t1, . . . , ts], und sei J := 〈g1, . . . , gr, t1 − f1, . . . , ts − fs〉k[t ,x ] . Dann sind

äquivalent:

(1) p(f1, . . . , fs) ∈ I.

(2) p ∈ J ∩ k[t1, . . . , ts].

Beweis: (1)⇒(2): Da für alle i ∈ {1, . . . , s} gilt: f1 ≡ t1 (mod J), gilt wegen

Lemma 6.54 auch

p(f1, . . . , fs) ≡ p(t1, . . . , ts) (mod J) .

Da I ⊆ J , gilt nach (1) auch p(f1, . . . , fs) ∈ J , und somit p(t1, . . . , ts) ∈ J . Da

p(t1, . . . , ts) auch in k[t1, . . . , ts] liegt, gilt (2).

(2)⇒(1): Wenn p ∈ J , so gibt es Polynome a1, . . . , ar, b1, . . . , bs ∈ k[t ,x ], sodass

p(t) =
r∑
i=1

ai(t ,x )gi(x ) +
s∑
i=1

bi(t ,x )(ti − fi).
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Diese Gleichheit gilt auch, wenn man für die Variable ti das Polynom fi einsetzt.

Wir erhalten dann

p(f1, . . . , fs) =
r∑
i=1

ai(f1, . . . , fs,x )gi(x ).

Daher gilt p(f1, . . . , fs) ∈ I. �

Übungsaufgaben 6.56

(1) Wir betrachten den Ring Q[x, y, z]/I mit I = 〈y3 − z2,−y2 + xz, xy − z, x2 − y〉.
(a) Zeigen Sie, dass ((x+ y) + I) algebraisch unabhängig über Q ist.

(b) Zeigen Sie, dass ((−x3 + z + 3) + I) algebraisch abhängig über Q ist.

(c) Finden Sie ein Polynom f ∈ Q[t1, t2] mit f 6= 0, sodass f((x+ y + 1) + I, (x+

z) + I) = 0 + I.

(2) Wir betrachten den Ring Q[x, y, z]/I mit I = 〈xz, yz〉.
(a) Zeigen Sie, dass (x+ I, y + I) algebraisch unabhängig über Q ist.

(b) Finden Sie f ∈ Q[t1, t2, t3] mit f 6= 0 und f(x, y, z3 + x+ 1) ∈ 〈x, y〉.
(c) Finden Sie g ∈ Q[t1, t2, t3] mit g 6= 0 und g(x, y, z3 + x+ 1) ∈ 〈z〉.
(d) Finden Sie h ∈ Q[t1, t2, t3] mit h 6= 0 und h(x, y, z3 + x+ 1) ∈ I1 = 〈z〉 ∩ 〈x, y〉.

(3) Wir betrachten den Ring Q[x, y, z]/I mit I = 〈xz, yz〉.
(a) Zeigen Sie, dass (z + I) algebraisch unabhängig über Q ist.

(b) Zeigen Sie, dass für alle q(x, y, z) ∈ Q[x, y, z] gilt, dass (z + I, q(x, y, z) + I)

algebraisch abhängig ist. (Hinweis: 〈xz, yz〉 = 〈x, y〉 ∩ 〈z〉.)
(c) Begründen Sie durch Zitieren eines passenden Satzes, dass Q[x, y, z]/I algebra-

isch über dem Unterring Q[[z + I]] ist.

(4) Wir betrachten den Ring Q[x, y, z]/I mit I = 〈xz, yz〉.
(a) Zeigen Sie, dass für alle q(x, y, z) ∈ Q[x, y, z] gilt, dass (x+I, y+I, q(x, y, z)+I)

algebraisch abhängig ist.

(b) Begründen Sie durch Zitieren eines passenden Satzes, dass Q[x, y, z]/I algebra-

isch über dem Unterring Q[[x+ I, y + I]] ist.

(c) Haben wir jetzt im Widerspruch zu Korollar 5.25 Transzendenzbasen verschie-

dener Kardinalität gefunden?

Korollar 6.57 (Algebraische Abhängigkeit in k[x1, . . . , xn]). Sei k ein Körper,

seien r ∈ N0, n, s ∈ N, und seien f1, . . . , fs ∈ k[x1, . . . , xn]. Sei p ∈ k[t1, . . . , ts],

und sei J := 〈t1 − f1, . . . , ts − fs〉k[t ,x ] . Dann sind äquivalent:

(1) p(f1, . . . , fs) = 0.

(2) p ∈ J ∩ k[t1, . . . , ts].

Satz 6.58 (Algebraische Abhängigkeit im Quotientenkörper). Sei k ein Körper,

und sei R ein Integritätsbereich mit k ≤ R. Seien f1, . . . , fs ∈ R, und seien
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g1, . . . , gs ∈ R \ {0}. Sei p ∈ k[t1, . . . , ts], und sei

J :=

〈
f1 − t1g1, . . . , fs − tsgs, y

s∏
i=1

gi − 1

〉
R[t ,y]

.

Dann sind äquivalent:

(1) p(f1
g1
, . . . , fs

gs
) = 0. Dabei wird im Quotientenkörper Q(R) von R gerech-

net.

(2) p ∈ J ∩ k[t1, . . . , ts].

Beweis: (1)⇒(2): Sei m := max{degti(p) ||| i ∈ {1, . . . , s}}. Wir definieren ein

Polynom q ∈ k[a1, . . . , as, b1, . . . , bs] durch

q(a , b) := p(
a1
b1
, . . . ,

as
bs

) · (b1 · · · bs)m.

Wegen p(f1
g1
, . . . , fs

gs
) = 0 gilt dann q(f1, . . . , fs, g1, . . . , gs) = p(f1

g1
, . . . , fs

gs
)·(g1 · · · gs)m =

0. Da q ∈ k[a , b], gilt wegen tigi ≡ fi (mod J) auch

q(t1g1, . . . , tsgs, g1, . . . , gs) ∈ J.

Das bedeutet

p(t1, . . . , ts) · (g1, . . . , gs)
m ∈ J.

Durch Multiplikation mit ym erhalten wir

p(t1, . . . , ts) · (g1, . . . , gs)m · ym ∈ J.

Wegen Lemma 6.54 gilt (g1, . . . , gs)
m · ym − 1m ∈ J . Also gilt auch p(t1, . . . , ts) ·

(g1, . . . , gs)
m · ym − p(t1, . . . , ts) ∈ J. Insgesamt gilt also p(t1, . . . , ts) ∈ J. Somit

gilt p ∈ J .

(2)⇒(1): Seien a1, . . . , as, b1, . . . , bs ∈ R[t , y] so, dass

p(t) =
s∑
i=1

ai(t , y)(fi − tigi)) +
s∑
i=1

bi(t , y)(y
s∏
j=1

gi − 1).

Diese gilt auch, wenn man in Q(R) für ti := fi
gi

und für yi := 1
g1···gs einsetzt. Es

gilt dann p(t) = 0, also (1). �

Korollar 6.59 (Algebraische Abhängigkeit in k(x1, . . . , xn)). Sei k ein Körper,

seien f1, . . . , fs ∈ k[x1, . . . , xn], g1, . . . , gs ∈ k[x1, . . . , xn]\{0}. Sei p ∈ k[t1, . . . , ts].
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Sei

J :=

〈
f1 − t1g1, . . . , fs − tsgs, y

s∏
i=1

gi − 1

〉
k[t ,y,x ]

.

Dann sind äquivalent:

(1) p(f1
g1
, . . . , fs

gs
) = 0. Dabei wird im Körper der rationalen Funktionen, also

in Q(k[x1, . . . , xn]) = k(x1, . . . , xn) gerechnet.

(2) p ∈ J ∩ k[t1, . . . , ts].

Beweis: Wir verwenden Satz 6.58 für R := k[x1, . . . , xn]. �

9. Zugehörigkeit zu Ring- und Körpererweiterungen

Wir werden uns in dieser Sektion überlegen, wie wir bestimmen können, ob ei-

ne rationale Funktion a
b
∈ k(t1, . . . , tn) in einer gegebenen Körpererweiterung

k(((f1
g1
, . . . , fs

gs
))) liegt.

Zunächst beobachten wir, dass wir aus Satz 6.58 und dem Homomorphiesatz

ein Ideal I von k[x1, . . . , xs+1] finden können, sodass k[[a
b
, f1
g1
, . . . , fs

gs
]] isomorph zu

k[x1, . . . , xs+1]/I ist. Nun werden wir uns überlegen, wie wir im Restklassenring

eines Polynomrings rechnen,

Definition 6.60. Sei k ein Körper, seien n ∈ N, m ∈ N0, und sei I ein Ideal

von k[x1, . . . , xn]. Das Polynom p =
∑m

i=0 pi(x2, . . . , xn)xi1 ∈ k[x1, . . . , xn] ist ein

kritisches Polynom für x1 in I, wenn

(1) p ∈ I, und

(2) es gibt j ∈ {0, . . . ,m}, sodass pj(x2, . . . , xn) 6∈ I.

Definition 6.61. Sei k ein Körper, seien n ∈ N, m ∈ N0, und sei I ein Ideal

von k[x1, . . . , xn]. Das Polynom p =
∑m

i=0 pi(x2, . . . , xn)xi1 ∈ k[x1, . . . , xn] ist ist

ein kritisches Polynom minimalen Grades für x1 in I, wenn

(1) p ist kritisch für x1 in I, und

(2) Für alle q, die kritisch für x1 in I sind, gilt degx1(q) ≤ degx1(p).

Wenn es ein kritisches Polynom gibt, so finden wir ein kritisches Polynom mini-

malen Grades mithilfe der Berechnung einer Gröbnerbasis.
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Satz 6.62. Sei k ein Körper, und sei I ein Ideal von k[x1, . . . , xn]. Wir nehmen

an, dass es ein kritisches Polynom für x1 in I gibt. Sei ≤ eine zulässige Ordnung

der Monome, die xα1 ≥ xβ22 · · · xβnn für alle α ∈ N und β2, . . . , βn ∈ N0 erfüllt. Sei

G eine Gröbnerbasis von I bezüglich ≤. Dann enthält G ein kritisches Polynom

minimalen Grades für x1 in I.

Beweis: Sei f ein kritisches Polynom für x1 in I, für das Deg(f) minimal ist.

Da f ∈ I, gilt Lt(f) ∈ Lt(I). Also gibt es ein g ∈ G, sodass Lt(g)|Lt(f). Sei

f1 = f− Lt(f)
Lt(g)

g. Nun hat f1 kleineren Multigrad als f . Wegen der Minimalität von

f ist f1 also nicht kritisch. Es gibt also m ∈ N0 und a0, . . . , am ∈ I∩k[x2, . . . , xn],

sodass f1 =
∑m

i=0 ai(x2, . . . , xn)xi1.

Nehmen wir nun an, g ist nicht kritisch. Dann gibt es l ∈ N0 und b0, . . . , bl ∈
I ∩ k[x2, . . . , xn], sodass g =

∑l
i=0 bi(x2, . . . , xn)xi1. Dann lässt sich auch Lt(f)

Lt(g)
g

als Summe
∑

i ci(x2, . . . , xn)xi1 schreiben, wobei alle ci ∈ I ∩ k[x2, . . . , xn] liegen.

Dann ist f = f1 + Lt(f)
Lt(g)

g nicht kritisch für x1, im Widerspruch zur Wahl von f .

Also ist g kritisch. Wir zeigen nun, dass g ein kritisches Polynom minimalen

Grades ist. Sei dazu p ein kritisches Polynom. Es gilt Deg(g) ≤ Deg(f) und

Deg(f) ≤ Deg(p), insgesamt also Deg(g) ≤ Deg(p). Da die Monomordnung

zuerst nach dem Grad in x1 ordnet, gilt also degx1(g) ≤ degx1(p). �

Wir finden also in jeder Gröbnerbasis bezüglich einer geeigneten Monomordnung

ein kritisches Polynom von minimalem Grad in x1.

Lemma 6.63. Sei k ein Körper, und sei I ein Ideal von k[x1, . . . , xn]. Sei ≤
eine zulässige Ordnung der Monome, die xα1 ≥ xβ22 · · ·xβnn für alle α ∈ N und

β2, . . . , βn ∈ N0 erfüllt. Sei G eine Gröbnerbasis von I bezüglich ≤. Wenn G

reduziert ist, so ist jedes Polynom in G mit degx1(p) ≥ 1 kritisch für x1 in I.

Beweis: Sei p =
∑n

i=0 pi(x2, . . . , xn)xi1 ∈ G mit n := degx1(p) ≥ 1.

Wenn pn ∈ I, so gibt es ein g ∈ G mit Lt(g)|Lt(pn). Wegen der Eigenschaft der

Ordnung gilt Lt(p) = Lt(pn) · xn1 . Also gilt Lt(g)|Lt(p). Da G reduziert ist, gilt

also g = p. Dann gilt aber degx1(p) = 0, im Widerpruch zu den Voraussetzungen

an p.

Es gilt also pn 6∈ I. Somit ist p kritisch für x1 in I. �
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Definition 6.64. Seien A,B kommutative Ringe mit Eins, und sei b ∈ B. Wir

nehmen an, dass b algebraisch über A ist. Ein Minimalpolynom von b über A ist

ein Polynom p minimalen Grades in A[t], das p 6= 0 und p(b) = 0 erfüllt.

Lemma 6.65. Sei k ein Körper, und sei I ein Ideal von k[x1, . . . , xn]. Sei p =∑m
i=1 pi(x2, . . . , xm)xi1 ∈ k[x1, . . . , xn]. Äquivalent sind:

(1) q(t) :=
∑m

i=1 pi(x2 + I, . . . , xn + I) · ti ist ein Minimalpolynom von x1 + I

über k[[x2 + I, . . . , xn + I]].

(2) p ist ein kritisches Polynom minimalen Grades für x1 in I.

Beweis: Sei Φ : k[x1, . . . , xn]→ k[[x2 + I, . . . , xn + I]][t], Φ(
∑m

i=1 pi(x2, . . . , xn)xi1) :=∑m
i=1 pi(x2 + I, . . . , xn + I) ti.

Zunächst gilt p ∈ I genau dann, wenn Φ(p)(x1 + I) = 0. Für p ∈ I gilt Φ(p) = 0

genau dann, wenn p nicht kritisch für x1 in I ist.

Somit ist p genau dann ein kritisches Polynom minimalen Grades für x1 in I,

wenn Φ(p) ein Minimalpolynom für x1 + I über k[[x2 + I, . . . , xn + I]] ist. �

Wir lösen nun als Anwendung dieser Sätze einige Beispiele.

Beispiel 6.66. Bestimmen Sie, ob x3 im Unterkörper Q(((x2 + 2, x5 + x+ 1))) liegt.

Finden Sie gegebenenfalls Polynome f1, f2 ∈ Q[t1, t2], sodass f1(x2+2,x5+x+1)
f2(x2+2,x5+x+1)

= x3.

Lösung: Wir betrachten den Ring R := k[[x3, x2 + 2, x5 + x+ 1]]. Sei

ϕ : k[x1, x2, x3] −→ k[x]

p 7−→ p(x3, x2 + 2, x5 + x+ 2)
.

Die Abbildung ϕ ist ein Ringhomomorphismus mit ϕ(x1) = x3, ϕ(x2) = x2 + 2,

und ϕ(x3) = x5 + x + 2. Den Kern dieser Abbildung kann man mithilfe von

Korollar 6.57 finden. Wir berechnen dazu eine reduzierte Gröbnerbasis von

J =
〈
x1 − x3, x2 − (x2 + 2), x3 − (x5 + x+ 1)

〉
k[x,x1,x2,x3]

bezüglich der lexikographischen Ordnung mit x > x1 > x2 > x3. Mathematica

liefert diese Gröbnerbasis als

x52 − 10x42 + 42x32 − 92x22 + 105x2 − x23 + 2x3 − 51

x1x3 − x1 − x42 + 8x32 − 25x22 + 36x2 − 20

x1x
2
2 − 4x1x2 + 5x1 − x2x3 + x2 + 2x3 − 2

x21 − x32 + 6x22 − 12x2 + 8

x+ x1x2 − 2x1 − x3 + 1
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Das Ideal I = J ∩ k[x1, x2, x3] wird also wegen der Eliminationseigenschaft,

Satz 6.50, von den ersten 4 Polynomen dieser Basis erzeugt. Das Polynom

p = x1x3 − x1 − x42 + 8x32 − 25x22 + 36x2 − 20

ist aufgrund von Lemma 6.63 ein kritisches Polynom für x1 in J ∩ k[x1, x2, x3].

Aufgrund von Satz 6.62 (oder weil p linear in x1 ist), ist p auch kritisch minimalen

Grades. Also ist wegen Lemma 6.65

(−x42 + 8x32 − 25x22 + 36x2 − 20 + I) t0 + (x3 − 1 + I) t

ein Minimalpolynom von x1 + I über k[[x2 + I, x3 + I]]. Wenn wir das in den

isomorphen Ring k[[x, x2 + 2, x5 + x+ 1]] übertragen, so ist mit y2 := x2 + 2 und

y3 := x5 + x+ 1 das Polynom

(−y42 + 8y32 − 25y22 + 36y2 − 20)t0 + (y3 − 1)t

ein Minimalpolynom von x3 über k[[x2 + 2, x5 + x+ 1]] = k[[y2, y3]]. Es gilt also

x3 =
y42 − 8y32 + 25y22 − 36y2 + 20

y3 − 1
.

Also liegt x3 in k(((x2 + 2, x5 + x+ 1))), und r(t1, t2) :=
t41−8t31+25t21−36t1+20

t2−1 erfüllt

r(x2 + 2, x5 + x+ 1) = x3. �

Mit diesen Sätzen haben wir also Algorithmen, für a, f1, . . . , fs ∈ k[x ] und

b, g1, . . . , gs ∈ k[x ] folgende Fragen beantworten:

(1) Gilt a
b
∈ k(((f1

g1
, . . . , fs

gs
)))?

(2) Ist die Körpererweiterung k(((f1
g1
, . . . , fs

gs
)))(((a

b
))) algebraisch über k(((f1

g1
, . . . , fs

gs
)))?

(3) Wenn diese Körpererweiterung algebraisch ist, was ist ihr Grad?

Wir finden dazu mithilfe von Satz 6.58 ein Ideal I des Polynomrings k[x1, . . . , xs+1],

sodass k[x1, . . . , xs+1]/I durch ϕ isomorph zu k[[a
b
, f1
g1
, . . . , fs

gs
]] ist, und ϕ(x1 +I) =

a
b
, ϕ(xi+1 + I) = fi

gi
für i ∈ {1, . . . , s}. Dann bestimmen wir ein Minimalpoly-

nom für x1 + I über k[[x2 + I, . . . , xs+1 + I]], indem wir ein kritisches Polynom p

minimalen Grades für x1 in I bestimmen. Wenn es kein kritisches Polynom für

x1 in I gibt, ist a
b

nicht algebraisch über k(((f1
g1
, . . . , fs

gs
))). Ansonsten erhalten wir

aus p ein Minimalpolynom von a
b

über k(((f1
g1
, . . . , fs

gs
))). Wenn degx1(p) = 1, so liegt

a
b
∈ k(((f1

g1
, . . . , fs

gs
))). Wenn degx1(p) > 1, so ist a

b
algebraisch über k(((f1

g1
, . . . , fs

gs
))), und

degx1(p) ist der Grad der Körpererweiterung [k(((f1
g1
, . . . , fs

gs
)))(((a

b
))) : k(((f1

g1
, . . . , fs

gs
)))].
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Als letztes fragen wir uns noch, ob x1 + I ganz über k[[x2 + I, . . . , xn + I]] ist,

und, wenn ja, wie ein Polynom kleinsten Grades mit führendem Koeffizienten 1

aussieht, dass das belegt.

Satz 6.67. Sei k ein Körper, und sei I ein Ideal von k[x1, . . . , xn]. Wir nehmen

an, dass x1 + I ganz über k[[x2 + I, . . . , xn + I]] ist, und dass m der minimale

Grad eines Polynoms mit führendem Koeffizienten 1 ist, das das belegt. Sei ≤
eine zulässige Ordnung der Monome, die xα1 ≥ xβ22 · · ·xβnn für alle α ∈ N und

β2, . . . , βn ∈ N0 erfüllt. Sei G eine Gröbnerbasis von I bezüglich ≤. Dann gibt es

ein Polynom g ∈ G mit Lm(g) = xm1 .

Beweis: Sei f ∈ k[[x2 + I, . . . , xn + I]][t] ein Polynom minimalen Grades, das

belegt, dass x1 + I ganz über k[[x2 + I, . . . , xn + I]] ist. Wir schreiben f als∑m−1
i=0 fi(x2 + I, . . . , xn + I) ti + tm. Wegen f(x1 + I) = 0 liegt das Polynom

p :=
∑m−1

i=0 fi(x2, . . . , xn)xi1 + xm1 in I.

Da G eine Gröbnerbasis ist, gibt es ein g ∈ G, sodass Lt(g) |Lt(p). Dann gibt es

ein m1 ∈ N0, sodass Lt(g) = xm1
1 . Nun ist g(t, x2 + I, . . . , xn + I) ein Polynom

vom Grad m1, das belegt, dass x1 + I ganz über k[[x2 + I, . . . , xn + I]] ist. Wegen

der Minimalität von m gilt m1 = m. �

Wir beobachten, dass wir in unseren Beispielen ein Ideal I immer so konstruiert

haben, dass k[x1, . . . , xn]/I isomorph zu einem Integritätsbereich ist. In diesem

Fall ist das Ideal I prim.

Satz 6.68. Sei k ein Körper, und sei I ein Ideal von k[x1, . . . , xn]. Sei ≤ ei-

ne zulässige Ordnung der Monome, die xα1 ≥ xβ22 · · ·xβnn für alle α ∈ N und

β2, . . . , βn ∈ N0 erfüllt. Sei G eine reduzierte Gröbnerbasis von I bezüglich ≤.

Dann gilt:

(1) x1 + I liegt genau dann in k[[x2 + I, . . . , xn + I]], wenn G ein Polynom p

mit Lm(p) = x1 enthält.

(2) x1+I ist genau dann ganz über k[[x2 + I, . . . , xn + I]], wenn es ein m ∈ N
gibt, sodass G ein Polynom p mit Lm(p) = xm1 enthält.

(3) x1 +I ist genau dann algebraisch über k[[x2 + I, . . . , xn + I]], wenn G ein

Polynom p mit degx1(p) 6= 0 enthält. Der Grad des Minimalpolynoms

von x1 + I ist min{degx1(p) ||| p ∈ G, degx1(p) 6= 0}.
(4) Wir nehmen an, dass I prim ist. Dann ist k[[x1 + I, . . . , xn + I]] ein In-

tegritätsbereich. Sei K sein Quotientenkörper. Dann liegt x1 + I genau
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dann in k(((x2 + I, . . . , xn + I))), wenn G ein Polynom p mit degx1(p) = 1

enthält.

Beweis: (1) Wenn x1 +p0(x2, . . . , xn) ∈ I, so gilt x1 +I = −p0(x2 +I, . . . , xn+I),

also x1 + I ∈ k[[x2 + I, . . . , xn + I]]. Wenn x1 + I ∈ k[[x2 + I, . . . , xn + I]], so ist

x1+I ganz über k[[x2 + I, . . . , xn + I]], und t−(x1+I) ist ein Polynom vom Grad

1, das das belegt. Somit gibt es nach Satz 6.67 ein Polynom in G mit Lm(g) = x1.

(2) Dieser Teil ergibt sich genauso aus Satz 6.67.

(3) Ergibt sich aus Satz 6.62, Lemma 6.63 und Lemma 6.65.

(4) Wir nehmen an, es gibt ein Polynom r = q(x2, . . . , xn)x1 + p(x2, . . . , xn)

mit degx1(r) = 1, das in G liegt. Nach Lemma 6.63 ist dieses Polynom auch

kritisch. Da q(x2 + I, . . . , xn + I) 6= 0 + I, gilt dann x1 + I = p(x2+I,...,xn+I)
q(x2+I,...,xn+I)

. Wir

nehmen nun an x1 + I liegt im Quotientenkörper. Dann ist x1 + I algebraisch

über k[[x2 + I, . . . , xn + I]] mit einem Minimalpolynom vom Grad 1. Dann gibt

es ein kritisches Polynom p mit degx1(p) = 1 in I, und wegen Satz 6.62 auch in

G. �

10. Existenz universeller Gröbnerbasen

Wir zeigen in dieser Sektion den folgenden Satz.

Satz 6.69. Sei k ein Körper, sei n ∈ N, und sei I ein Ideal von k[x1, . . . , xn].

Dann gibt es eine endliche Teilmenge G von k[x1, . . . , xn], sodass G bezüglich

jeder zulässigen Ordnung von N0
n eine Gröbnerbasis ist.

Dazu brauchen wir zunächst einen Satz über die Ordnungsfilter auf Nm
0 . Aus

Satz 6.7 wissen wir bereits, dass es keine undendliche aufsteigende Kette U1 ⊂
U2 ⊂ · · · von Ordnungsfiltern auf N0

m gibt. Wir zeigen nun, dass es auch keine

unendlichen Antiketten von Ordnungsfiltern auf N0
m gibt.

Satz 6.70 (cf. [Mac01, Theorem 1.2]). Sei m ∈ N, und sei L die Menge der

Ordnungsfilter von Nm
0 . Dann hat (L,⊆) keine unendliche Antikette.

Beweis: Wenn m = 1, so ist die Menge der Ordnungsfilter linear geordnet; Anti-

ketten haben höchstens ein Element.
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Sei nun m ≥ 2. Für jedes Ordnungsfilter F of Nm
0 definieren wir eine Funktion

ΦF : Nm−1
0 → N0 ∪ {∞} durch

ΦF (a) :=

{
min{c ∈ N0 ||| (a , c) ∈ F} wenn es ein c′ ∈ N mit (a , c′) ∈ F gibt ,

∞ sonst.

für a ∈ Nm−1
0 . Wir zeigen zuerst, dass für alle a , b ∈ Nm−1

0 mit a ≤ b auch

ΦF (a) ≥ ΦF (b) gilt. Sei dazu c := ΦF (a). Wir nehmen an, dass c 6= ∞. Es

gilt (a , c) ∈ F . Da F ein Ordnungsfilter ist, gilt auch (b, c) ∈ F , und folglich

ΦF (b) ≤ c = ΦF (a). Außerdem gilt für Ordnungsfilter F,G of Nm
0 die Inklusion

F ⊆ G genau dann, wenn ΦF (a) ≥ ΦG(a) für alle a , b ∈ Nm−1
0 .

Sei nun 〈Fi ||| i ∈ N〉 eine unendliche Antikette in L. Für i, j ∈ N mit i < j gilt

daher Fj 6⊆ Fi. Daher gibt es ein a (i,j) ∈ Nm−1
0 , sodass

ΦFj
(a (i,j)) < ΦFi

(a (i,j)).

Für i, j, k ∈ N mit i < j < k färben wir nun die 3-elementige Menge {i, j, k} mit

einer von 2m−1 Farben. Als Farben wählen wir die Funktionen von {1, . . . ,m−1}
nach {1,2}. Für l ∈ {1, . . . ,m−1} bezeichnen wir die l-te Komponente von a (i,j)

mit a
(i,j)
l . Wir definieren jetzt die Farbe von {i, j, k} durch

C({i, j, k}) (l) :=

{
1 , wenn a

(i,j)
l ≤ a

(j,k)
l ,

2 , wenn a
(i,j)
l > a

(j,k)
l .

Nach dem Satz von Ramsey (Satz 6.1 hat N eine unendliche Teilmenge T , sodass

alle 3-elementigen Teilmengen von T die gleiche Farbe C haben. Wir zeigen nun,

dass C(l) = 1 für alle l ∈ {1, . . . ,m− 1} gilt.

Im Widerspruch dazu nehmen wir an, dass es ein l mit C(l) = 2 gibt. Seien

t1 < t2 < t3 . . . die Elemente von T . Wenn C(l) = 2, so gilt

a
(t1,t2)
l > a

(t2,t3)
l > a

(t3,t4)
l > · · · .

Damit haben wir eine unendliche absteigende Kette natürlicher Zahlen konstru-

iert, was unmöglich ist.

Es gilt also für alle r ∈ N die Ungleichung a (tr,tr+1) ≤ a (tr+1,tr+2). Sei nun r ∈ N.

Wegen der Wahl von a (tr,tr+1) gilt nun

ΦFtr
(a (tr,tr+1)) > ΦFtr+1

(a (tr,tr+1)).

Da a (tr,tr+1) ≤ a (tr+1,tr+2), gilt auch

ΦFtr+1
(a (tr,tr+1)) ≥ ΦFtr+1

(a (tr+1,tr+2)).
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Damit ist die Folge 〈ΦFti
(a (ti,ti+1)) ||| i ∈ N〉 eine unendliche absteigende Kette

N0 ∪ {∞}, was unmöglich ist.

Folglich kann es keine unendliche Antikette 〈Fi ||| i ∈ N〉 von Ordnungsfiltern von

Nm
0 geben. �

Korollar 6.71. Sei k ein Körper. Dann besitzt die Menge der monomialen

Ideale von k[x1, . . . , xn] keine unendliche Antikette.

Beweis: Wir ordnen jedem monomialen Ideal I von k[x1, . . . , xn] das Ordnungs-

filter F (I) := {α ∈ N0
n ||| xα ∈ I} zu.

Für monomiale Ideale mit F (I) ⊆ F (J) gilt auch auch I ⊆ J : Sei dazu p ∈ I.

Wegen Lemma 6.21 liegt jedes Monom von p in I. Also liegt der Exponent jedes

Monoms in F (I). Wegen F (I) ⊆ F (J) liegt der Exponent eines jeden Monoms

von p auch in F (J). Also liegt jedes Monom von p in J , also gilt auch p ∈ J .

Aufgrund dieser Eigenschaft ist F injektiv. Einer unendlichen Antikette in

k[x1, . . . , xn] wird also durch F eine unendliche Antikette von Ordnungsfiltern auf

N0
n zugeordnet. Eine solche unendliche Antikette gibt es aber wegen Satz 6.70

nicht. �

Beweis von Satz 6.69: Wir bilden für jede zulässige Ordnung ≤ auf N0
n die Menge

F (≤) := 〈Lt≤(I)〉k[x ] .

Die Menge

F = {F (≤) ||| ≤ ist zulässig }

ist eine Menge von monomialen Idealen. Sei Fmax die Menge der maximalen

Elemente von F . Wegen Korollar 6.71 ist Fmax endlich.

Seien nun ≤1, . . . ,≤m zulässige Ordnungen, sodass Fmax = {F (≤1), . . . , F (≤m)}.
Nach Satz 6.46 besitzt I nun bezüglich jeder dieser Ordnungen ≤i eine reduzierte

Gröbnerbasis Gi. Sei nun G = G1 ∪ . . . ∪Gm.

Es bleibt zu zeigen, dass G bezüglich jeder zulässigen Ordnung auf N0
n eine

Gröbnerbasis von I ist. Sei also ≤ eine zulässige Ordnung. Wir zeigen, dass für

alle f ∈ I mit f 6= 0 gilt, dass Lt≤(f) in 〈Lt(G)〉k[x ] liegt. Sei also f ∈ I. Da F
die (ACC) erfüllt, ist F (≤) in einem maximalen Element von F als Teilmenge

enthalten. Es gibt also ein i ∈ {1, . . . ,m}, sodass F (≤) ⊆ F (≤i) Klarerwei-

se gilt Lt≤(f) ∈ Lt≤(I), also auch Lt≤(f) ∈ 〈Lt≤(I)〉k[x ]. Da 〈Lt≤(I)〉k[x ] ⊆
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〈Lt≤i
(I)〉k[x ], gilt Lt≤(f) ∈ 〈Lt≤i

(I)〉k[x ]. Nun ist Gi eine Gröbnerbasis bezüglich

≤i. Somit liegt Lt≤(f) in 〈Lt≤i
(Gi)〉k[x ]. Es gibt also ein g ∈ Gi, sodass

Lt≤i
(g)|Lt≤(f).

Wir betrachten nun Lt≤(g). Da g ∈ I, gilt Lt≤(g) ∈ Lt≤(I). Da 〈Lt≤(I)〉k[x ] ⊆
〈Lt≤i

(I)〉k[x ], gilt somit auch

Lt≤(g) ∈ 〈Lt≤i
(I)〉.

Da Gi eine Gröbnerbasis von I bezüglich ≤i ist, gibt es ein h ∈ Gi, sodass

Lt≤i
(h)|Lt≤(g). Nun ist Gi eine reduzierte Gröbnerbasis. Daher ist kein Monom

in g durch ein Lt≤i
(g′) mit g′ ∈ Gi \ {g} teilbar. Also gilt g = h. Dann gilt

aber Lt≤i
(g)|Lt≤(g). Da Lt≤i

(g) maximal bezüglich Teilbarkeit unter den in g

auftretenden Monomen ist, gilt Lt≤i
(g) = Lt≤(g). Also gilt auch Lt≤(g)|Lt≤(f),

und somit Lt≤(f) ∈ 〈Lt≤(G)〉k[x ]. �





KAPITEL 7

Varietäten

1. Lösungsmengen polynomialer Gleichungssysteme

Definition 7.1. Sei k ein Körper, sei n ∈ N, und sei F ⊆ k[x1, . . . , xn]. Dann

definieren wir V(F ), die durch F beschriebene Varietät, durch V(F ) = {a ∈
kn ||| f(a) = 0 für alle f ∈ F}. Eine Teilmenge V von kn ist eine Varietät , wenn

es ein F ⊆ k[x1, . . . , xn] gibt, sodass V = V(F ).

Lemma 7.2. Sei k ein Körper, sei M ⊆ k[x1, . . . , xn], und sei I = 〈M〉k[x ]. Sei F

eine endliche Menge mit 〈F 〉k[x ] = I. Dann gilt V(M) = V(I) = V(F ) = V(
√
I).

Definition 7.3. Sei k ein Körper, n ∈ N, und sei S ⊆ kn. Wir definieren das

zu S gehörende Ideal durch I(S) = {f ∈ k[x1, . . . , xn] ||| ∀s ∈ S : f(s) = 0}.

Lemma 7.4. Sei k ein Körper, n ∈ N, und sei S ⊆ kn. Dann ist I(S) ein Ideal

von k[x1, . . . , xn], und es gilt I(S) =
√

I(S).

Lemma 7.5. Sei k ein Körper, n ∈ N, und seien P,Q ⊆ k[x1, . . . , xn], S, T ⊆ kn.

Dann gilt:

(1) Wenn P ⊆ Q, so gilt V(Q) ⊆ V(P ).

(2) Wenn S ⊆ T , so gilt I(T ) ⊆ I(S).

Lemma 7.6. Sei k ein Körper, n ∈ N, und sei P ⊆ k[x1, . . . , xn], S ⊆ kn. Dann

gilt:

(1) P ⊆ I(V(P )).

(2) S ⊆ V(I(S)).

(3) I(V(I(S))) = I(S).

(4) V(I(V(P ))) = V(P ).

Satz 7.7. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Körper, sei n ∈ N, und sei I ein

Ideal von k[x1, . . . , xn]. Dann gilt I(V(I)) =
√
I.

101
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Lemma 7.8. Sei k ein Körper, sei n ∈ N, seien V,W ⊆ kn Varietäten, und seien

I, J Ideale von k[x1, . . . , xn]. Dann gilt:

(1) V(I ∩ J) = V(I) ∪ V(J),

(2) V(I + J) = V(I) ∩ V(J),

(3) I(V ∪W ) = I(V ) ∩ I(W ),

(4) I(V ∩W ) ⊇
√
I(V ) + I(W ).

(5) Wenn k algebraisch abgeschlossen ist, gilt I(V ∩W ) =
√

I(V ) + I(W ).

Definition 7.9. Sei k ein Körper, n ∈ N, und sei P ⊆ kn. Dann ist V(I(P )) der

Zariski-Abschluss von P . P heißt Zariski-dicht in kn, wenn V(I(P )) = kn.

Proposition 7.10. Sei k ein Körper, n ∈ N, und sei P ⊆ kn. Sei W ⊆ kn eine

Varietät mit P ⊆ W . Dann gilt V(I(P )) ⊆ W .

Der Zariski-Abschluss V(I(P )) von P ist also die kleinste Varietät, die P enthält.

Übungsaufgaben 7.11

(1) Wir betrachten M = {(x+ 1)2(x+ 2)3(x2 + 1)2} und studieren die Lösungsmenge in

Q1 und in C1.

(a) Berechnen Sie I(V(M)) über Q.

(b) Berechnen Sie I(V(M)) über C.

(2) (cf. [CLO92]) Sei M = {t2+y2+z2+2, 3t2+4y2+4z2+5} und sei π(t, y, z) := (y, z).

(a) Wir rechnen im Körper C. Sei I := 〈M〉C[t,x,y]. Zeigen Sie, dass V(I ∩C[y, z]) =

π(V(M)).

(b) Wir rechnen im Körper R. Sei I := 〈M〉R[t,x,y]. Zeigen Sie, dass π(V(M)) = ∅
und dass V(I ∩ R[y, z]) unendlich ist.

(3) Sei k ein Körper, sei V ⊆ kn eine Varietät und sei M eine Menge, die Zariski-dicht

in V ist. Zeigen Sie, dass für jedes Polynom f ∈ k[x1, . . . , xn] mit f |M = 0 auch gilt,

dass f |V = 0.

Satz 7.12. Sei k ein Körper, sei n ∈ N, seien W,U Varietäten, und sei 〈Vα ||| α ∈
A〉 eine Familie von Varietäten. Dann gilt:

(1)
⋂
{Vα ||| α ∈ A} ist eine Varietät.

(2) W ∪ U ist eine Varietät.

2. Zerlegung von Varietäten

Definition 7.13. Sei k ein Körper, V ⊆ kn eine Varietät. Die Varietät V ist

irreduzibel , wenn
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(1) V 6= ∅,
(2) Für alle Varietäten V1, V2 mit V = V1 ∪ V2 gilt: V1 = V oder V2 = V .

Satz 7.14. Sei k ein Körper, n ∈ N, und sei V ⊆ kn eine Varietät. Dann ist V

Vereinigung endlich vieler irreduzibler Varietäten.

Satz 7.15. Sei k ein Körper, n ∈ N, und seien V1, . . . , Vl,W1, . . . ,Wm irreduzible

Varietäten, sodass für alle i, j ∈ {1, . . . , l} mit i 6= j : Vi 6⊆ Vj und für alle

i, j ∈ {1, . . . ,m} : Wi 6⊆ Wj gilt. Dann gilt l = m, und es gibt eine bijektive

Abbildung π : {1, . . . , l} → {1, . . . ,m}, sodass für alle i die Gleichheit Vi = Wπ(i)

gilt.

Satz 7.16. Sei k ein Körper, sei n ∈ N, und sei V ⊆ kn eine Varietät. Dann ist

V genau dann irreduzibel, wenn I(V ) prim ist.

3. Parametrisierte Varietäten und Implizitisierung

Definition 7.17. Sei k ein Körper, sei n ∈ N, sei m ∈ N, und seien f1, . . . , fn ∈
k[t1, . . . , tm], g1, . . . , gn ∈ k[t1, . . . , tm] \ {0}. Eine Varietät V ist durch

((f1, g1), . . . , (fn, gn)) parametrisiert , wenn für

S := {(f1(s)

g1(s)
, . . . ,

fn(s)

gn(s)
) ||| s ∈ km, g1 · · · gn(s) 6= 0}

gilt: V = V(I(S)).

Lemma 7.18. Sei k ein unendlicher Körper, seien m,n ∈ N, und seien f1, . . . , fn ∈
k[t1, . . . , tm], g1, . . . , gn ∈ k[t1, . . . , tm] \ {0}. Sei

S := {(f1(s)

g1(s)
, . . . ,

fn(s)

gn(s)
) ||| s ∈ km, g1 · · · gn(s) 6= 0},

und sei p ∈ k[x1, . . . , xn]. Dann sind äquivalent:

(1) p ∈ I(S).

(2) p(f1
g1
, . . . , fn

gn
) = 0.

Beweis: Sei l := max{degxi(p) ||| p ∈ {1, . . . , n}}. Wir definieren q ∈ k[a , b] durch

q(a1, . . . , an, b1, . . . , bn) := p(
a1
b1
, . . . ,

an
bn

) · (b1 · · · bn)l+1.
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Im Ring k[a , b] ist das Polynom ein Vielfaches von b1 · · · bn. Wir beweisen nun

als erstes (2)⇒(1). Sei dazu s ∈ km so, dass g1 · · · gn(s) 6= 0. Wegen (2) gilt

q(f1, . . . , fn, g1, . . . , gn) = 0. Also gilt

q(f1(s), . . . , fn(s), g1(s), . . . , gn(s)) = 0.

Folglich gilt auch

p(
f1(s)

g1(s)
, . . .

fn(s)

gn(s)
) = 0.

Somit hat p den Punkt (f1(s)
g1(s

, . . . fn(s)
gn(s)

) als Nullstelle. Wir zeigen nun (1)⇒(2).

Wir beweisen dazu als erstes, dass für alle s ∈ km gilt, dass

(3.1) q(f1(s), . . . , fn(s), g1(s), . . . , gn(s)) = 0.

Wenn nämlich g1(s) · · · gn(s) = 0, so ist eines der gj(s) = 0. Da bj|q, gilt (3.1).

Wenn g1(s) · · · gn(s) 6= 0, so gilt wegen p ∈ I(S) auch p(f1(s)
g1(s)

, . . . , fn(s)
gn(s)

) = 0, und

somit (3.1). Da k unendlich ist, ist also q(f1(t), . . . , fn(t), g1(t), . . . , gn(t)) das

Nullpolynom in k[t ]. Da k(t) ein Integritätsbereich ist und alle gi 6= 0, gilt also

p(f1
g1
, . . . , fn

gn
) = 0. �

Lemma 7.18 und Korollar 6.59 ergeben also einen Algorithmus, der eine Basis

des zu einer parametrisierten Varietät gehörenden Ideals liefert. Außerdem zeigt

Lemma 7.18, dass für unendliche k die durch ((f1, g1), . . . , (fn, gn)) parametrisier-

te Varietät nur von (f1
g1
, . . . , fn

gn
) abhängt.

Übungsaufgaben 7.19

(1) Wir betrachten die Teilmenge P von C3, die durch

P = {

 t1 t2

t1 t3

t2 t3

 ||| t1, t2, t3 ∈ C}

gegeben ist. Sei J das von {x1−t1 t2, x2−t1 t3, x3−t2 t3} erzeugte Ideal von C[t1, t2, t3, x1, x2, x3].

(a) Berechnen Sie J ∩ C[x1, x2, x3].

(b) Berechnen Sie den Zariski-Abschluss V(I(P )) von P .

(c) Gilt P = V(I(P ))? (Hinweis: Betrachten Sie den Fall t1 t2 = 0).

(2) (cf. [CLO92]) Whitneys Schirmfläche ist durch die Parametrisierung x = uv, y =

v, z = u2 gegeben.

(a) (Über R) Zeichnen Sie diese Fläche in einem Computeralgebrasystem.

(b) (Über C) Finden Sie die Gleichung der kleinsten Varietät, die Whitneys Schirm-

fläche enthält.
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(3) Finden Sie eine (nichttriviale) Gleichung, die von allen Punkten im R2 des Folium von

Descartes
(

3t
1+t3

3t2

1+t3

)
erfüllt wird. Können Sie alle Lösungen der Gleichung durch

die Parametrisierung erreichen?

Satz 7.20. Sei k ein unendlicher Körper, seien (r1, . . . , rn) ∈ k(t1, . . . , tm). Dann

ist die durch (r1, . . . , rn) parametrisierte Varietät V irreduzibel.

Beweis: Sei S die Menge aller durch die Parametrisierung erreichbaren Punkte.

Das Ideal J := {p ∈ k[x1, . . . , xn] ||| p(r1, . . . , rm) = 0} ist prim. Wegen Lem-

ma 7.18 gilt J = I(S). �

4. Die Dimension einer Varietät

Definition 7.21. Sei k ein Körper, und sei V ⊆ kn eine Varietät. Sei I := I(V )

das zu V gehörende Ideal. Die Dimension von V , dim(V ), ist die maximale Anzahl

von über k algebraisch unabhängigen Elementen in {x1 + I, . . . , xn + I}.

Lemma 7.22. Sei k ein unendlicher Körper, sei n ∈ N, und sei V ⊆ kn eine

Varietät. Seien i1 < i2 . . . < ir in {1, . . . , n}. Dann sind äquivalent:

(1) Die Menge P = {(vi1 , . . . , vir) ||| (v1, . . . , vn) ∈ V } ist Zariski-dicht in kr.

(2) (xi1 + I(V ), . . . , xir + I(V )) ist algebraisch unabhängig.

Beweis: (1)⇒(2): Nehmen wir an, p ∈ k[t1, . . . , tr]\{0} ist so, dass p(xi1 , . . . , xir) ∈
I(V ). Sei q(x1, . . . , xn) := p(xi1 , . . . , xir). Dann liegt q in I(V ), also liegen alle

Elemente von P in V(p). Da k unendlich ist, gilt V(p) 6= kr. (2)⇒(1): Neh-

men wir an, P ist nicht Zariski-dicht. Dann ist P in einer Varietät V(f) ent-

halten mit f ∈ k[t1, . . . , tr] \ {0}. Sei nun g := f(xi1 , . . . , xir). Dann gilt für

alle (v1, . . . , vn) ∈ V , dass g(v1, . . . , vn) = 0. Somit gilt g ∈ I(V ). Also sind

(xi1 + I(V ), . . . , xir + I(V )) algebraisch abhängig. �

Lemma 7.23. Sei k ein Körper, sei R ein kommutativer Ring mit Eins mit k ≤
R, und sei I ein Ideal von R mit I 6= R. Seien Q1, . . . , Qn Ideale von R mit

Q1 ∩ · · · ∩ Qn = I, und sei Pi :=
√
Qi für i ∈ {1, . . . , n}. Seien r1, . . . , rm ∈ R.

Dann sind äquivalent:

(1) (r1 + I, . . . , rm + I) ist algebraisch abhängig.

(2) Für alle i ∈ {1, . . . , n} ist (r1 + Pi, . . . , rm + Pi) algebraisch abhängig.
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Beweisskizze: Wenn fi(r1, . . . , rm) ∈ Pi, so gibt es ni ∈ N mit fni
i (r1, . . . , rm) ∈

Qi. Also belegt fn1
1 · · · fnm

m die Abhängigkeit von (r1 + I, . . . , rm + I). �

Satz 7.24. Sei k ein Körper, sei R ein kommutativer Ring mit Eins mit k ≤
R, und sei I ein Ideal von R mit I 6= R. Seien x1, . . . , xn ∈ R so, dass R =

k[[x1, . . . , xn]].

Seien s ∈ N0 und y1, . . . , ys ∈ R so, dass (y1+I, . . . , ys+I) algebraisch unabhängig

über k, und R/I ganz über k[[y1 + I, . . . , ys + I]] ist.

Seien s1, s2, s3 ∈ N0 ∪ {∞} definiert durch:

(1) s1 ist die maximale Anzahl von über k algebraisch unabhängigen Elemen-

ten in R/I.

(2) s2 ist die maximale Anzahl von über k algebraisch unabhängigen Elemen-

ten in {x1 + I, . . . , xn + I} in R/I.

(3) s3 ist die maximale Anzahl von über k algebraisch unabhängigen Elemen-

ten in {x1 +
√
I, . . . , xn +

√
I}.

Dann gilt s = s1 = s2 = s3.

Beweis: Sei 〈zj + I ||| j ∈ J〉 eine algebraisch unabhängige Folge in R/I. Seien

Q1, . . . , Ql primär mit I = Q1 ∩ · · · ∩ Ql, und sei P1 =
√
Q1, . . . , Pl :=

√
Ql.

Dann gibt es nach Lemma 7.23 ein m ∈ {1, . . . , l}, sodass 〈zj + Pm ||| j ∈ J〉
algebraisch unabhängig ist. Sei nun H ⊆ {1, . . . , n} maximal bezüglich ⊆ mit

der Eigenschaft, dass 〈xh +Pm ||| h ∈ H〉 algebraisch unabhängig ist. Da Pm prim

ist, ist der Ring R/Pm ein Integritätsbereich. Daher ergibt sich aus Lemma 5.23,

dass k[[x1 + Pm, . . . , xn + Pm]] algebraisch über k[[{xh + Pm ||| h ∈ H}]] ist. Wegen

Satz 5.22 ist 〈xh + Pm ||| h ∈ H〉 eine maximale algebraisch unabhängige Folge in

R/Pm, also eine Transzendenzbasis. Also gilt nach Korollar 5.25, dass |J | ≤ |H|.
Nun ist auch 〈xh + I ||| h ∈ H〉 eine algebraisch unabhängige Folge in R/I.

Für jede |J |-elementige Folge algebraisch unabhängiger Elemente in R/I kann

man also eine zumindest ebenso lange Folge algebraisch unabhängiger Elemente

in {x1 + I, . . . , xn + I} finden. Folglich gilt s1 ≤ s2. Da s2 ≤ s1 offensichtlich ist,

gilt insgesamt s1 = s2.

Die Gleichheit s2 = s3 folgt daraus, dass eine Folge 〈zj + I ||| j ∈ J〉 genau dann

algebraisch unabhängig ist, wenn 〈zj +
√
I ||| j ∈ J〉 algebraisch unabhängig ist.



4. DIE DIMENSION EINER VARIETÄT 107

Die Ungleichung s ≤ s1 ist offensichtlich. Sei nun (z1 + I, . . . , zs1 + I) eine al-

gebraisch unabhängige Folge aus R/I. Es gibt also ein m ∈ {1, . . . , l}, sodass

(z1 + Pm, . . . , zs1 + Pm) eine algebraisch unabhängige Folge aus R/Pm ist. Da

R/Pm ganz (und somit algebraisch) über k[[y1 + Pm, . . . , ys + Pm]] ist, kann man

mit Lemma 5.23 aus {y1+Pm, . . . , ys+Pm} eine Transzendenzbasis von R/Pm mit

höchstens s Elementen auswählen. Also gilt nach Korollar 5.25 auch s1 ≤ s. �

Wenn V irreduzibel ist, so ist das Ideal I(V ) nach Satz 7.16 prim. Dann ist

k[x1, . . . , xn]/I(V ) ein Integritätsbereich. Nach Satz 7.24 ist die Dimension von V

genau der Transzendenzgrad dieses Integritätsbereiches über k.

Satz 7.25. Sei k ein Körper, und seien V1, . . . , Vm Untervarietäten von kn, und

sei V := V1 ∪ · · · ∪ Vm. Dann gilt dim(V ) = max{dim(Vi) ||| i ∈ {1, . . . ,m}}.

Beweisskizze: Es gilt I(V ) =
⋂
{I(Vi) ||| i ∈ {1, . . . ,m}}. Nach Lemma 7.23 gibt

es für eine algebraisch unabhängige Menge der Form {xh + I(V ) ||| h ∈ H} einen

Index i ∈ {1, . . . ,m}, sodass auch {xh + I(Vi) ||| h ∈ H} algebraisch unabhängig

ist. �

Satz 7.26. Sei k ein Körper, und seien V,W ⊆ kn irreduzible Varietäten. Dann

gilt:

(1) dim(V ) ≤ n.

(2) Wenn V 6= ∅, V ⊆ W und V 6= W , so gilt dim(V ) < dim(W ).

Beweis: Sei R := k[x1, . . . , xn], P1 := I(W ) und P2 := I(V ). Dann gilt P1 ⊆ P2

und P1 6= P2. Wir bilden eine Noether-Normalisierung von R/P1. Daraus erhalten

wir r ∈ N0 und y1, . . . , yr ∈ R, sodass P/P1 ganz über k[[y1 + P1, . . . , yr + P1]],

und (y1 + P1, . . . , yr + P1) algebraisch unabhängig über k ist. Daher ist R/P2

ganz über k[[y1 + P2, . . . , yr + P2]]. Wir zeigen nun, dass (y1 + P2, . . . , yr + P2)

algebraisch abhängig ist. Wir wählen dazu ein p ∈ P2 \ P1. Wir wissen, dass im

Ring R/P1 das Element p+P1 ganz über k[[y1 + P1, . . . , yr + P1]] ist. Es gibt also

n ∈ N, f0, . . . , fn−1 ∈ k[t1, . . . , tr], sodass

(p+ P1)
n +

n−1∑
j=0

fj(y1 + P1, . . . , yr + P1) (p+ P1)
j = 0 + P1.

Es gilt also

pn +
n−1∑
j=0

fj(y1, . . . , yr) p
j ∈ P1.
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Wenn alle fj(y1, . . . , yr) in P1 liegen, so liegt auch pn in P1, und, da P1 prim ist,

auch p, im Widerspruch zur Wahl von p. Sei also nun j ∈ {0, . . . , n− 1} minimal

mit fj(y1, . . . , yr) 6∈ P1. Dann gilt

pn +
n−1∑
i=j

fi(y1, . . . , yr) p
i ∈ P1,

also

pj
(
pn−j +

n−1∑
i=j

fi(y1, . . . , yr) p
i−j) ∈ P1.

Da p 6∈ P1, gilt

pn−j +
n−1∑
i=j

fi(y1, . . . , yr)p
i−j ∈ P1.

Da p ∈ P2, sind alle Summanden mit i > j in P2. Also gilt auch fj(y1, . . . , yr) ∈
P2. Da fj(y1, . . . , yr) 6∈ P1, gilt fj 6= 0. Das Polynom fj belegt also, dass (y1 +

P2, . . . , yr+P2) algebraisch abhängig über k sind. Wegen Lemma 5.23 können wir

aus (y1 + P2, . . . , yr + P2) eine Teilfolge als Transzendenzbasis von R/P2 über k

auswählen. Da (y1 +P2, . . . , yr +P2) algebraisch abhängig ist, enthält diese Folge

höchstens r − 1 Elemente. Also ist der Transzendenzgrad von R/P2 über k echt

kleiner als r. Somit gilt dim(W ) < dim(V ). �

Satz 7.27. Sei k ein Körper, und seien m,n ∈ N. Sei V ⊆ km eine Varietät,

und seien f1, . . . , fn ∈ k[t1, . . . , tm]. Sei

P := {

 f1(s)
...

fn(s)

 ||| s ∈ V }.
Dann gilt dim(V(I(P ))) ≤ dim(V ).

Satz 7.28. Sei k ein unendlicher Körper, und sei W ⊆ kn ein linearer Unterraum

von kn. Sei dimlinear(W ) die Dimension von W im Sinn der linearen Algebra, also

die Anzahl der Elemente einer Basis von W . Dann gilt dim(W ) = dimlinear(W ).

Satz 7.29. Sei k ein Körper, und sei W ⊆ kn eine Varietät. Dann sind äquiva-

lent:

(1) W ist endlich.

(2) dim(W ) = 0.

(3) Der Vektorraum k[x1, . . . , xn]/I(W ) hat endliche Dimension über k.
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Übungsaufgaben 7.30

(1) Sei k ein Körper, n ∈ N, und sei V ⊆ kn eine Varietät. Wir nehmen an, dass der

Ring k[x1, . . . , xn]/I(V ) algebraisch über k ist. Zeigen Sie, dass V nur endlich viele

Punkte enthält. Hinweis: Beispiele sind n = 1, V = V(x2 − 5x + 6) oder n = 2, V =

V(x2 − 5x+ 6, y3 + 5y3x4 + x8).

(2) Berechnen Sie jeweils die Dimension der folgenden Varietäten V(I) in C3, indem

Sie eine Teilmenge von {x + I, y + I, z + I} mit maximaler Kardinalität finden, die

algebraisch unabhängig ist.

(a) I = 〈y3 − z2,−y2 + xz, xy − z, x2 − y〉.
(b) I = 〈x2 + y2 + 1, x+ y〉.
(c) I = 〈xy2 − x2z〉.

Satz 7.31. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Körper, und sei W ⊆ kn eine

Varietät der Dimension s. Dann gibt es eine Basis B = (b1, . . . , bn) von kn,

sodass für alle (α1, . . . , αs) ∈ ks die Menge {(αs+1, . . . , αn) |||
∑n

i=1 αibi ∈ W}
endlich und nicht leer ist.

Beweisskizze: Da k algebraisch abgeschlossen ist, ist k unendlich. Sei I := I(W ),

und sei A eine reguläre n×n-Matrix über k, sodass für yi :=
∑n

j=1A(i, j)xj gilt,

dass k[x1, . . . , xn]/I ganz über k[[y1 + I, . . . , ys + I]] ist. Mit As bezeichnen wir

die s× n-Matrix, die aus den ersten s Zeilen von A besteht.

Sei (α1, . . . , αs) ∈ ks Wir betrachten nun das Ideal J von k[[y1 + I, . . . , ys + I]],

das von {y1−α1+I, . . . , ys−αs+I} erzeugt wird. Da der Ring k[[y1 + I, . . . , ys + I]]

isomorph zum Polynomring k[z1, . . . , zs] ist, gilt J 6= k[[y1 + I, . . . , ys + I]]. Folg-

lich gilt nach Lemma 5.38 auch 1 + I 6∈ 〈y1−α1 + I, . . . , ys−αs + I〉k[x ]/I . Daher

gilt auch

1 6∈ 〈I ∪ {y1 − α1, . . . ys − αs}〉k[x ].
Somit gibt es wegen des Hilbertschen Nullstellensatzes einen Punkt v = (v1, . . . , vn)

in V(I) mit As · v =

( α1

...
αs

)
.

Wir zeigen nun, dass es nur endlich viele Punkte v ∈ V(I) mit As · v =

( α1

...
αs

)
gibt. Da für t ≥ s+ 1 gilt, dass

ymt +
m−1∑
i=0

fi(y1, . . . , ys)y
i
t ∈ I,

gibt es nur endlich viele Lösungen für yt.
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Somit hat das lineare Gleichungssystem As ·
( x1

...
xn

)
=

( α1

...
αs

)
stets endlich viele

Lösungen in I(V ). Der Anfangsteil dieser Lösung ist gegeben als A−1s ·
( α1

...
αs

)
. Die

Spalten von A−1 bilden also die Basis B. �
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