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KAPITEL 1

Mengenlehre

1. Geordnete Mengen

Eine geordnete Menge (M, <) ist ein Paar aus einer Menge und einer Ordnungsre-
lation (also einer reflexiven, transitiven und antisymmetrischen bindren Relation)
auf M. Die Relation ist < ist linear, wenn fiir alle z,y € M gilt: z < y oder y < .
Man nennt dann M eine Kette.

DEFINITION 1.1. Eine geordnete Menge (M, <) erfiillt die Mazimalbedingung,
wenn jede nichtleere Teilmenge von M ein maximales Element hat.

(M, <) erfiillt also die Maximalbedingung, wenn
VNCM:N#£Q=3neN:(VezeN:n<zx=n=uzx).
gilt.

DEFINITION 1.2. Eine geordnete Menge (M, <) erfiillt die aufsteigende Kettenbe-
dingung (ACC), wenn es keine injektive Funktion f : N — M mit der Eigenschaft
f(i) < f(i+1) fiir alle i € N gibt.

(M, <) erfiillt also die (ACC), wenn es keine streng mononton wachsende Folge
(m; | i € N) aus M gibt.
Fiir die folgenden Sétze setzen wir voraus, dass die Axiome der Zermelo-Frankel-

schen Mengenlehre mit Auswahlaxiom erfiillt sind.

PROPOSITION 1.3. Fine geordnete Menge (M, <) erfillt die (ACC) genau dann,
wenn es fiir jede schwach monoton wachsende Folge (m; | i € N) aus M ein
N € N gibt, sodass fiir alle k € N mit k > N gilt: my = my.

Beweis: Sei (M, <) eine geordnete Menge mit (ACC), und sei (m; | i € N) eine

schwach monoton wachsende Folge aus M. Wenn es kein N mit der gewiinschten

Eigenschatft gibt, so gibt es fiir alle N € Nein £ > N mit my < my. Wir definieren
1



2 1. MENGENLEHRE

nun eine Funktion g : N — N rekursiv. Sei ¢g(1) := 1. Fiir n € N definieren wir
g(n+1) als ein k € N mit mgy(,) < my. Dann ist die Folge (my@,) | n € N) eine
eine streng monoton wachsende Folge aus M, im Widerspruch zur (ACC).

Wenn (M, <) die (ACC) nicht erfiillt, so gibt es eine streng monoton wachsende
Folge aus M. Diese Folge wird aber nie konstant. 0

SATZ 1.4. Fir eine geordnete Menge (M, <) sind dquivalent:

(1) (M, <) erfillt die (ACC).
(2) (M, <) erfillt die Mazimalbedingung.

Beweis: (1)=-(2): Wir nehmen an, dass (M, <) die (ACC) erfiillt. Wenn (M, <)
nun die Maximalbedingung nicht erfiillt, so besitzt M eine nichtleere Teilmenge T’
ohne maximales Element. Wir definieren nun eine Funktion f : N — T rekursiv.
Wir wéhlen ¢ € T und definieren f(1) := t. Fiir n € N definieren wir f(n + 1)
folgendermaBen: Da f(n) kein maximales Element von T ist, gibt es ein Element
ty € T, sodass f(n) < t;. Wir definieren nun f(n + 1) := ¢;. Die Funktion
f ist streng monoton wachsend, im Widerspruch dazu, dass (M, <) die (ACC)
erfilllt. (2)=-(1): Wir nehmen an, dass (M, <) die (ACC) nicht erfullt. Dann
gibt es eine streng monoton wachsende Funktion f von N nach M. Die Menge
T :={f(i) | i € N} hat dann kein maximales Element. Also erfiillt (M, <) die
Maximalbedingung nicht. 0

Eine Moglichkeit, maximale Elemente einer Menge zu finden, bietet oft das Lem-

ma von Zorn.

SATZ 1.5 (Lemma von Zorn). Sei (M, <) eine geordnete Menge. Wir nehmen
an, dass jede linear geordnete Teilmenge L wvon M eine obere Schranke in M
hat. (Das heif$it, dass es fiir jede linear geordnete Teilmenge L ein m € M gibt,
sodass fiir alle | € L die Relation | < m gilt.) Dann besitzt (M, <) ein mazimales

FElement.

Beweis: Siehe etwa [Hal76].



KAPITEL 2

Kommutative Ringe mit Eins

1. Kommutative Ringe mit Eins

DEFINITION 2.1. Eine Algebra (R,+,—,,0,1) ist ein kommutativer Ring mit
Eins, wenn +,- bindre Operationen auf R sind, — eine unédre Operation auf
R ist, und 0,1 Elemente aus R sind, sodass fiir alle z,y,z € R die folgenden
Eigenschaften erfiillt sind:

SATZ 2.2. Sei (R,+,—,-,0,1) ein kommutativer Ring mit 1, und seien x,y € R.
Dann gilt

(1) =(=(z)) ==

(2) z-0=0.

3) —(z-y)=(-2)-y=x-(-y).

Beweis: (1): —(—z) = —(—2) +0 =0+ (—(—2)) = (z + (—2)) + (—(—x)) =
r+((—2)+(—(—2)) =240 = 2. (2): 2:0 = 2:04+0 = 2-0+(2-0+(—2-0)) = (x-0+
z-0)+(—2:0) =2-(04+0)+(—2-0) = -0+ (—2x-0) = 0. (3): Wir verwenden jetzt
aufer den bei der Definition von kommutativen Ringen verwendeten Gleichungen
auch die Folgerungen, dass fiir alle z € R auch (—z) + z =0 und 0 + z = z gilt.
—(z-y)=—(x-y)+z-0=—(z-y)+z-(y+(-y) = —(@-y)+ (@ y+z-(-y) =
(—(z-y)+z-y)+x-(—y) = 0+x-(—y) = z-(—y). Mithilfe des Kommutativgesetzes
folgt nun auch (—z) -y = —(z - y). O



4 2. KOMMUTATIVE RINGE MIT EINS

2. Ideale

DEFINITION 2.3. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Eine nichtleere Teil-
menge [ von R ist ein Ideal von R, wenn fiir alle r € R und i, j € [ gilt, dass r-i
und ¢ + 7 in [ sind.

Aus dieser Definition sieht man, dass der Durchschnitt von Idealen von R wieder

ein Ideal von R ist.

DEFINITION 2.4. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei A eine Teilmenge
von R. Dann ist das von A erzeugte Ideal (A)p definiert durch

(A)p = m{] | I Ideal von R und A C I}.

SATZ 2.5. Sei R ein kommutativer Ring mit Fins, und set A C R. Dann gilt

n
<A>R:{Zriai | n € Ny, aq,...,a, € A;ry,...,1, € R}
i=1

Beweis: Sei J = {>"" ra; | n € No,a1,...,a, € A,rq,...,7, € R}. Da 0 € J,
und da J abgeschlossen unter + und unter Multipkation mit Elementen von R
ist, ist J ein Ideal von R. Auflerdem gilt offensichtlich A C J. J ist also ein Ideal
von R mit A C J. Aus der Definition von (A), als Durchschnitt aller solchen
Ideale sieht man also (A), C J.

Um die Inklusion J C (A), zu zeigen, wihlen wir ein Element j € J. Es gibt
also n € Ny, a,...,a, € Aund rq,...,r, € R, sodass j = Y, ra;. Aus der
Definition von (A), sehen wir, dass A C (A), gilt. Damit liegt jedes a; in (A) .
Da (A)p ein Ideal von R ist, liegt also auch jedes Summand r;a; in (A), und

schlieBllich auch die Summe j. U

UBUNGSAUFGABEN 2.6

(1) (Erzeugen von Idealen) Bestimmen Sie jeweils, ob das von der Menge S erzeugte Ideal
(S) des Rings R gleich dem ganzen Ring R ist!
(a) R=17Z,S ={105,70,42,30}.
(b) R=Zx1Z,5=1{(4,3),(6,5)}.
(¢) R="Z101, S ={[75]101}-
(2) (Erzeugen von Idealen) Bestimmen Sie jeweils, ob das von der Menge S erzeugte Ideal
(S) des Rings R[z,y] gleich dem ganzen Ring Rz, y] ist!
(a) S = {zy, 23y +1}.



2. IDEALE 5

(b) 8= {a?y,zy® +1}.
(c) S={zy+z,1+y*}.
(3) (Zornsches Lemma) Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Ein Ideal von R ist

mazimal, wenn es ein maximales Element in
{I'| I ist Ideal von R und I # R}

ist. Zeigen Sie, dass jedes von R verschiedene Ideal in einem maximalen Ideal von R

enthalten ist! Wo verwenden Sie, dass R ein Einselement hat?

DEFINITION 2.7. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei I ein Ideal von
R. Dann ist I endlich erzeugt, wenn es eine endliche Menge A C R gibt, sodass
I=(A).

Wird ein Ideal von einem einzigen Element a erzeugt, so schreiben wir I = (a).

Ein Ideal von solcher Form heifit Hauptideal.

Wir bezeichnen die Menge aller Ideale eines Rings R mit Id R.
SATZ 2.8. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Dann sind dquivalent:

(1) (Id R, C) erfillt die (ACC).
(2) Jedes Ideal von R ist endlich erzeugt.

Beweis: (1)=-(2): Sei I ein Ideal von R, das nicht endlich erzeugt ist. Wir kon-
struieren nun rekursiv eine Folge (i) | £ € N) von Elementen von . Wir setzen
i1 := 0. Fiir n € N definieren wir nun 4,,. Da das Ideal ({i1,...,4,}), endlich
erzeugt ist, gilt ({i1,...,i,})p # 1. Es gibt also j € I mit j & ({i1,...,0,})p. Sei

in+1 €in solches j.

Wir definieren nun fiir £ € N das Ideal I, durch

Iy o= ({in, .- i) 5 -
Dann ist die Folgen (I | k¥ € N) eine streng monoton wachsende Folge von Idea-
len von R, im Widerspruch zur (ACC). (2)=-(1): Sei (I} | k € N) eine schwach
monoton wachsende Folge von Idealen von R. Dann ist I := (J{I; | k¥ € N} eben-
falls ein Ideal von R. Dieses Ideal I ist nach Voraussetzung endlich erzeugt. Seien
m € Nund a1,...,a, € I so, dass [ = (a1,...,an)p. Es gibt dann ein N € N,
sodass {ai,...,a,} C Iy. Dann gilt aber auch I C [Iy. Folglich gilt fiir alle
k€ Nmit £k > N: I, C I C Iy. Wegen der Monotonie gilt Iy C [;. Insgesamt
gilt I, = Iy; die Folge der Ideale bleibt also ab dem Index N konstant. Somit
erfiillt (Id R, C) die (ACC). OJ
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DEFINITION 2.9. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. R heifit noethersch,
wenn jedes Ideal von R endlich erzeugt ist.

DEFINITION 2.10. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Ein Ideal I von R ist
mazximal, wenn I # R und wenn es kein Ideal J mit I CJ C R, [ #J,J # R
gibt.

In einem noetherschen Ring ist jedes Ideal in einem maximalen Ideal enthalten.
Aus dem Zornschen Lemma folgt, dass das sogar fiir alle kommutativen Ringe
mit Eins gilt:

SATZ 2.11. Sei R ein kommutativer Ring mit Fins, und sei I ein Ideal von R mit
I # R. Dann gibt es ein mazimales Ideal M von R mit [ C M.

Beweis: Sei
E:={J| Jist Ideal von Rund I C J # R}.

Um zu zeigen, dass (£, C) ein maximales Element hat, verwenden wir das Lemma
von Zorn. Sei dazu K eine nichtleere Teilmenge von &, die beziiglich C linear
geordnet ist. Wir setzen
S:=|J{K| K ek}

Wir zeigen nun, dass S ein Ideal von R ist. Seien i,j € Sund r € R. Dai € S,
gibt es K7 € K, sodass i« € K;. Ebenso gibt es Ky € K, sodass j € Ky. Da K
linear geordnet ist, gilt K1 C Ky oder Ky C K;. Wenn K; C K>, so liegen i + j
und 7 -7 in Ko; falls Ky C K7, liegen ¢+ j und 7 -7 in K. In beiden Féllen liegen
also i+ 7 und r -7 in S. Somit ist .S ein Ideal von R.

Nun zeigen wir, dass S in & liegt. Es gilt I C S. Es bleibt also zu zeigen, dass
S # R. Nehmen wir an, S = R. Dann gilt 1 € |[J{K | K € K}. Es gibt also ein
K € K mit 1 € K. Dann gilt K = R. Somit gilt R € £, im Widerspruch zur
Definition von £. Es gilt also S # R, und somit S € £.

Das Zornsche Lemma liefert nun ein maximales Element M von £. O

3. Faktorringe

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei [ ein Ideal von R. Fiir jedes r € R
definieren wir

r+1:={r+il|iel}.
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Die Menge R/I ist definiert durch
R/I:={r+1|reR}
Wir bezeichnen dabei r + I als die Restklasse von r modulo I. Auf der Menge

der Restklassen definieren wir nun eine Operation ® von R/I x R/I nach R/I
folgendermaflen. Wir definieren

m:={((r+Ls+I),r-s+1)|rseR}
Diese Relation m ist eine Funktion von R/I x R/I nach R/I. Dazu zeigen wir,
dass fur alle a,b,c1,co € R/I gilt: Wenn ((a,b),c1) € m und ((a,b),c2) € m, so
gilt ¢; = ¢y. Seien also a, b, ¢1,co € R/I. Dann gibt es r1, $1 € R, sodass r1+1 = a,
s1+ I =0bund r; - sy + 1 = c¢;. Ebenso gibt es 9,59 € R, sodass ro + I = a,
So+ 1 =bund ry -89+ 1 = ¢co. Dary € 19 + I, gilt auch r9 € r + I. Somit
gibt es ¢ € I mit r = r; + 7. Ebenso gibt es j € [ mit sy = s; + j. Es gilt nun
ro-So=(r1+i)-(s1+j)=ri-s1+r-j+i-sg+i-j. Furd :=r-j+i-s;+i-7
gilt 7' € I. Folglich gilt
T2'82+I:(T1'81+i/)+[.

Nun gilt fiir alle t € R, dass (t+4¢)+1 =t+1,da (t+i")+iy =t+ (' +i1) € t+1
und t iy =t+1i' + (i —1d') € (t+7')+ 1. Also gilt ro-so+ 1 = ry-s1+ I. Folglich

gilt ¢; = co. Die Relation m ist also wirklich funktional.

Fiir m(r 4+ I, s + I) schreiben wir auch (r + 1) ® (s + I).

4. Homomorphiesatz






KAPITEL 3

Teilbarkeit in kommutativen Ringen

1. Definitionen

Ein kommutativer Ring mit Eins R ist ein Integritdtsbereich, wenn er zumindest
zwei Elemente hat und fiir alle a, b mit a # 0 und b # 0 auch ab # 0 gilt.

DEFINITION 3.1. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien a,b € R.

Dann gilt alb, wenn es ein r € R gibt, sodass b = ra.
DEFINITION 3.2. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

e Fin Element v € R ist tnvertierbar, wenn es ein v € R mit uv = 1 gibt.

e Ein Element p € R ist prim, wenn es nicht invertierbar ist, und fiir alle
a,b € R mit plab gilt: pla oder plb.

e Ein Element r € R ist irreduzibel, wenn es nicht invertierbar ist, und fiir
alle s,t € R mit r = st gilt: s ist invertierbar oder ¢ ist invertierbar.

e Zwei Elemente a,b € R sind assoziiert, wenn es ein invertierbares Ele-

ment u € R gibt, sodass au = b. Wir schreiben dann a ~ b oder a ~g b.

LEMMA 3.3. Set R ein Integrititsbereich, und sei p ein primes Element von R
mit p # 0. Dann ist p irreduzibel.

Beweis: Sei p prim, p # 0, und seien s,t € R so, dass p = st. Dann gilt p|st.
Da p prim ist, gilt p|s oder p|t. Im Fall p|s gibt es ein s; € R, sodass ps; = s.
Durch Multiplikation dieser Gleichung mit ¢ erhalten wir ps;t = st = p. Also gilt
p(s1it—1) = 0. Wegen p # 0 ist also ¢ invertierbar. Im Fall p|t erhalten wir analog,
dass s invertierbar ist. 0

UBUNGSAUFGABEN 3.4

(1) (Invertierbare Elemente) Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Zeigen Sie:

(a) Das Produkt invertierbarer Elemente ist wieder invertierbar.

9



10 3. TEILBARKEIT IN KOMMUTATIVEN RINGEN

(b) Ein Element r € R ist genau dann invertierbar, wenn das von r erzeugte Ideal
(r) gleich R ist.
(2) (Integrititsbereiche) Zeigen Sie, dass jeder endliche Integritétsbereich ein Kérper ist.
(Hinweis: Betrachten Sie fiir r # 0 die Abbildung x + 7 - x.)
(Prime Elemente) Sei R ein Integritétsbereich. Ein Ideal I von R ist prim, wenn
I # R und fiir alle a,b € Rgilt: a-be€ I = (a € I oder b € I). Zeigen Sie:

(a) Ein Element r ist genau dann prim, wenn das Hauptideal (r) prim ist.

2
3)
(b) Wenn r prim und w invertierbar ist, so ist auch r - v prim.
(4) (Einfache Ringe) Ein Ring R ist einfach, wenn er keine Ideale aufler {0} und R hat.
Zeigen Sie, dass die beiden folgenden Behauptungen dquivalent sind:
(a) R ist ein einfacher kommutativer Ring mit Eins, und |R| > 2.
(b) R ist ein Koérper.
(5) (Irreduzible Elemente) Sei R ein Integritéitsbereich, und sei r € R mit r # 0.
(a) Zeigen Sie, dass folgende Bedingungen dquivalent sind.
(i) r ist irreduzibel.
(ii) Das Ideal (r) ist ein maximales Element in der Menge aller Hauptideale
von R, die ungleich R sind.

(b) Zeigen Sie: Wenn r irreduzibel ist, ist auch jedes zu r assoziierte Element irre-
duzibel.

2. Faktorielle Integrititsbereiche

DEFINITION 3.5. Sei R ein Integritédtsbereich. R ist faktoriell, wenn folgendes
gilt:

(1) Fiir alle r € R\ {0}, die nicht invertierbar sind, gibt es ein s € N und
irreduzible fi,..., fs € R, sodass

r = fl R fs-
(2) Fiir alle m,n € N und fiir alle irreduziblen f, ..., fi, 91, ..., 9n € R mit

fioo fm =91 Gn

gilt m = n, und es gibt eine bijektive Abbildung 7 : {1,...,m} —
{1,...,n}, sodass fiir alle i € {1,...,m} gilt: f; ~g gr()-

LEMMA 3.6. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich. Dann ist jedes irreduzible

Element prim.
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Beweis: Sei f irreduzibel, und seien a,b € R so, dass flab. Zu zeigen ist, dass f

mindestens eines der Elemente a oder b teilt. Wegen f|ab gibt es r € R, sodass
fr=ab.

Wenn a = 0, so gilt fla; wenn b = 0, so gilt f|b. Wir nehmen nun an, dass
a # 0 und b # 0. Wenn a invertierbar ist, dann gilt fra=! = b, und somit
f|b; wenn b invertierbar ist, gilt f|a. Es bleibt der Fall, dass a, b beide # 0 und
beide nicht invertierbar sind. Dann gibt es m,n € N und irreduzible Elemente
A1y, Qm,b1,..., b, € R, sodass

a=ay - ayund b=>0;---b,.

Falls r invertierbar ist, dann ist fr irreduzibel, und wegen der Eindeutigkeit der
Zerlegung zu einem a; oder b; assoziiert. Wenn fr zu einem a; assoziiert ist, dann

gilt fr|a, und somit f|a; wenn fr zu einem b; assoziiert ist, dann gilt f|b.
Wenn r nicht invertierbar ist, dann gibt es [ € N und irreduzible Elemente
ri,...,7 € R, sodass

f’rl...rl:al...am.bl...bn.

Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung ist f zu einem a,; oder b; assoziiert. Es
gilt also wieder f|a oder f1b. O

3. Zerlegung in irreduzible Elemente

DEFINITION 3.7. Sei R ein Integritéatsbereich, und sei I C R. I ist eine vollstindi-
ge Auswahl irreduzibler Elemente, wenn alle ¢ € I irreduzibel sind und es fiir jedes
irreduzible f € R genau ein ¢ € [ mit f ~g ¢ gibt.

DEFINITION 3.8 (Zerlegung). Sei R ein Integritdtsbereich, und sei I C R eine
vollsténdige Auswahl irreduzibler Elemente von R. Sei a € R\ {0}. Eine Funktion

a: I — Ny ist eine Zerlegung von a, wenn

(1) {i € I'| a(i) # 0} ist endlich.
(2) a~g [Tic i@,

Dabei definieren wir fiir alle i € I, dass :° := 1 ist. Ebenso ist ein Produkt []

immer gleich 1.

€0



12 3. TEILBARKEIT IN KOMMUTATIVEN RINGEN

LEMMA 3.9. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich und sei I eine vollstindige
Auswahl irreduzibler Elemente von R. Seien a,b € R\ {0}, sei a eine Zerlegung
von a beztiglich I und [ eine Zerlequng von b beziiglich I. Dann sind dquivalent:

(1) alb.
(2) Fir allei € I gilt a(i) < B(3).

Beweis: Wir beweisen nur (1)=-(2). Sei r € R so, dass ar = b. Wir nehmen an,
dass es ein ig € I gibt, sodass a(ig) > [(ip). Dann gilt

- 23(10) H o) ~R 5(10 H %10

el
i#10 Z;é’b()

Es gibt also ein invertierbares u; € R, sodass

ul-r-ig(io)- Hz —ZO H 8

el
110 Z#Zo

Da R ein Integritétsbereich ist und ig (io) # 0, gilt

Uy - zg%) Blio) H i) — H B

el
i#10 i1#£10

Der Ring R ist faktoriell. Also gibt es ein invertierbares Element us € R und ein

s € Ny und irreduzible Elemente rq,...,7s € R sodass r = wugry---r,. Es gilt
dann
(3.1) UUgTy - - - T - G0 TP H 0 = H P00

iio iig

Falls {i € I'| 8(i) > Ound i # i} = (), so ist iy invertierbar, im Widerspruch
dazu, dass ig irreduzibel ist. Wenn die rechte Seite von (3.1) aus einer positiven
Anzahl von Faktoren besteht, konnen wir verwenden, dass R faktoriell ist. Wir
erhalten dann ein iy € I mit iy # ig und i; ~g ig. Das ist unmoglich, da I keine

verschiedenen assoziierten Elemente enthalt. O
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LEMMA 3.10 (Eindeutigkeit der Zerlegung). Sei R ein faktorieller Integritits-
bereich und sei I eine vollstindige Auswahl irreduzibler Elemente von R. Sei
f € R\ {0}. Dann gibt es genau eine Zerlequng o : I — Ny von f.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass es ein a mit den geforderten Eigenschaften
gibt. Wenn f invertierbar ist, so definieren wir o durch «(i) = 0 fiir alle ¢ € I.
Es gilt f ~pg 1, also ist (2) aus Definition 3.8 erfiillt. Wenn f nicht invertierbar
ist, so gibt es s € N und irreduzible Elemente ¢4, ..., gs € R, sodass

f=091--9s.

Seien nun iq,...,7, € I und uq,...,u, invertierbare Elemente von R, sodass fiir
alle j € {1,...,s} gilt: g; = u;i;. Es gilt dann f = (uy -+ -us) - (41 -+ -45). Firi € I
definieren wir a(7) als die Anzahl der Elemente von {j € {1,...,s} | i; =¢}. Um
die Eindeutigkeit zu zeigen, fixieren wir o, 5 : I — Ny, sodass beide Funktionen
nur an endlich vielen Stellen nicht 0 sind, und

T ~n [T

iel il

Wegen Lemma 3.9 gilt dann o = £. O
SATZ 3.11. Sei R ein Integrititsbereich. Dann sind dquivalent:

(1) R erfillt die ACC fiir Hauptideale, und jedes irreduzible Element von R
18t prim.
(2) R ist faktoriell.

Beweis: (1)=(2). Wir zeigen zunéchst, dass sich jedes nicht invertierbare Element
r # 0 in ein Produkt von irreduziblen Elementen zerlegen ldsst. Dazu nehmen
wir an, dass es ein nicht invertierbares Element r # 0 gibt, das sich nicht zerlegen
lasst. Wir wihlen r € R\ {0} so, dass (r) maximal in der Menge

{(r") | 7’ ist nicht invertierbar und nicht Produkt von irreduziblen Elementen}

ist. Da 7 nicht invertierbar ist, gilt (r) # R. Nun wéhlen wir s € R so, dass (s)
maximal in der Menge

{(s) ] (r) € (s) # R}
ist. Wir zeigen als erstes, dass s irreduzibel ist. Wenn s = 5159, so gilt (s) C (s1)

und (s) C (s2). Wenn s; nicht invertierbar ist, so gilt wegen der Maximalitidt von
(s) die Gleichheit (s) = (s1). Folglich gibt es t € R, sodass s; = ts, also s; = ts15s.
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Da s; # 0, ist s invertierbar. Somit ist s irreduzibel. Da r € (s), gibt es t; € R,
sodass r = t;s. Wenn ¢; invertierbar ist, so ist r irreduzibel, im Widerspruch
zur Wahl von r. Wenn ¢; nicht invertierbar ist, so gilt (r) C (¢;) # R. Wenn
nun (r) = (t1), so gibt es ein s € R mit t; = s;7 = s1t15. Da t; # 0, ist dann
s18 = 1 und s somit invertierbar. Also gilt () # (¢1). Wegen der Maximalitét
von (r) ldsst sich ¢; als Produkt von irreduziblen Elemente schreiben. Fiigen
wir zu diesem Produkt noch s dazu, haben wir auch r als Produkt irreduzibler
Elemente geschrieben, im Widerspruch zur Wahl von r. Somit lésst sich jedes

nicht invertierbare Element # 0 in irreduzible Elemente zerlegen.

Nun zeigen wir die Eindeutigkeit. Seien m,n € N, und fi,..., fimn, 91, .., gn irre-
duzible Elemente, sodass fi--- fi;n = g1+ gn. Wir zeigen durch Induktion nach
min(m,n), dass sich die f; und g; zueinander assoziieren lassen. Wenn m = 1, so
gilt, da f; irreduzibel ist, auch n = 1, und somit f; = g;. Wenn n = 1, so gilt
analog m = 1 und f; = ¢g;. Wenn m > 2 und n > 2, dann gilt fi]g; -+ ¢g,. Da
f1 nach Voraussetzung prim ist, teilt es eines der g;. Da g; irreduzibel ist, gilt
fi ~gr g;- Es gibt also ein invertierbares u € R, sodass g; = u - f;. Wir wenden
nun die Induktionsvoraussetzung auf (ufo) - fs« - fou = g1+ Gi—1Gi+1 - - - gn an.

(2)=(1): Sei R ein faktorieller Ring, und sei (a1) C (az) C (a3) C ... eine Kette
von Hauptidealen. Wir nehmen an (a;) # (0). Dann gilt a,|a,_1|- - - |ag|az|a;. Sei
I eine vollstandige Auswahl von irreduziblen Elementen, und sei , eine Zerlegung
von ay, beziiglich I. Es gilt dann nach Lemma 3.9 fiir alle ¢ € I: ax(i) < ay(i). Da
es nur endlich viele 8 mit der Eigenschaft 3(i) < (i) fiir alle i € I gibt, gibt es
ein N € N| sodass fiir k > N gilt: ag, = ay. Dann gilt aber auch (ax) = (ay).
Dass jedes irreduzible Element prim ist, folgt aus Lemma 3.6. O

DEFINITION 3.12. Ein Integritétsbereich R ist ein Hauptidealbereich, wenn es fiir
jedes Ideal I von R ein a € R gibt, sodass I = (a).

SATZ 3.13. Jeder Hauptidealbereich ist faktoriell.

Beweis: Sei R ein Hauptidealbereich. Da jedes Ideal von R endlich erzeugt ist,
erfiillt R die ACC fiir Ideale, also insbesondere fiir Hauptideale. Zu zeigen bleibt,
dass jedes irreduzible Element von R prim ist. Sei r ein irreduzibles Element
von R, und sei P ein maximales Ideal von R mit (r) € P # R. Da R ein
Hauptidealbereich ist, gibt es p € R, sodass P = (p). Da r € (p), gibt es ein
s € R, sodass r = s - p. Da r irreduzibel ist und (p) # R, kann von s und
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p nur s invertierbar sein. Da s invertierbar ist, gilt (p) = (r). Das Ideal (r)
ist also ein maximales Ideal von R. Somit ist R/(r) ein Korper, also auch ein
Integritétsbereich, und () ist damit prim. O

4. Eine Anwendung auf die Zahlentheorie

Wir beweisen in dieser Sektion den folgenden Satz:

SATZ 3.14. Sei p eine Primzahl mit p =1 (mod 4). Dann gibt es a,b € N, sodass
a’ +v* = p.

Wir werden im Beweis den Ring der Gauflschen ganzen Zahlen, einen Unterring
des Korpers der komplexen Zahlen, der durch

Zli] :={a+bi| a,beZ}
definiert ist, verwenden.

LEMMA 3.15. Der Ring Z[i] ist ein Hauptidealring.

Beweis: Fiir jedes Element a + bi € Z[i| definieren wir seine Norm durch N(a +
bi) := a® + b*>. Aus N(z) = 27 sieht man leicht, dass N(z129) = N(21)N(2) fiir
alle z1, 29 € Z[i] gilt. Sei nun [ ein Ideal von Z[i] mit I # {0}. Wir wéhlen ein
Element ¢+ di aus I \ {0}, fiir das N(c + d¢) minimal ist. Nun zeigen wir

Die Inklusion D folgt daraus, dass (A + A2i)(c + di) in [ liegt. Um C
zu beweisen, wiahlen wir einen Punkt a + 07 € [. Es gibt einen Vektor in

{IM(G)+ X () | A1, A2 € Z}, dessen Abstand von (§) hochstens \/LQ\/C2 + d?
ist. Sei (4 ) ein solcher Vektor. Da ¢ +d'i € I liegt, liegt auch (a—c')+ (b—d') i
in I. Es gilt N((a—¢)+(b—d') i) < 5(c*+d?). Da c+di minimale Norm in I hat,

gilt (a — )+ (b—d')i = 0. Somit liegt a + bi in der rechten Seite von (4.1). O
Wir beweisen nun Satz 3.14:

Beweis von Satz 3.14: Wir zeigen als erstes, dass es ein x € Z gibt, sodass

(4.2) 2= —1 (mod p).

Die multiplikative Gruppe des Korpers Z, ist zyklisch. Sei o € Z so, dass [¢],
ein Erzeuger dieser Gruppe ist. Wir setzen z := o7 und erhalten aus dem Satz
von Fermat z! =1 (mod p). Es gilt also p|(z* — 1), also p|(z*+ 1)(z — 1)(z + 1).
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Wenn z =1 (mod p) oder x = —1 (mod p), so gilt a"7 =1 (mod p). Dann ist
[a], kein Erzeuger von Zj. Folglich gilt p|(x* + 1), und wir haben (4.2) bewiesen.
(Eine andere Variante, die nicht verwendet, dass Z,, zyklisch ist, ist zu zeigen, dass
x = 7%1! die Gleichung (4.2) erfiillt.) Nun wihlen wir ein z, das die Gleichung
(4.2) erfiillt. Im Ring Z[4] gilt natiirlich ebenfalls p|(1+x?), also p|(1+z4)-(1—xz ).
Da jedes Vielfache von p im Ring Z[i] einen durch p teilbaren Realteil hat, gilt
in Z[i] weder p|(1 + x i) noch p|(1 — z4). Im Ring Z[7] ist p also nicht prim. Da
Z[i] als Hauptidealbereich auch faktoriell ist, ist jedes irreduzible Element von
Z[i] prim. Somit ist p in Z[¢] nicht irreduzibel. Es gibt also a,b, ¢, d € Z, sodass
p=(a+0bi)(c+di),und a+ bi und ¢ + di nicht invertierbar sind. Es gilt

p*=N(p) = N((a+bi)(c+di)) = N(a+bi) N(c+di) = (a* + b*)(c* + d°).

Alle Elemente z € Z[i] mit N(z) = 1 sind invertierbar. Somit muss a? + b* = p

gelten. Die Zahlen a' := |a| und ¥’ := |b| leisten also das Gewiinschte. O

5. Teilbarkeit in Polynomringen

DEFINITION 3.16. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sei n € Ny, und sei
f =", fiz" € R[z]. Das Polynom f ist primitiv, wenn es kein primes p € R
gibt, das alle Koeffizienten f; (i = 0,...,n) teilt.

LEMMA 3.17 (Gaufisches Lemma). Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und
seien f,g € R[z| primitiv. Dann ist f - g ebenfalls primitiv.

Beweis: Wir nehmen an, dass f - g nicht primitiv ist. Dann gibt es ein primes
p € R, das alle Koeffizienten von f - g teilt. Wir bezeichen mit [f].,) das Polynom
Z?igof(fi + (p))z' im Ring R/(p) [x]. Es gilt also dann [f - g](,) = 0. Da (p) prim
ist, ist R/(p) ein Integritétsbereich. Daher ist auch R/(p)[z] ein Integrititsbereich
(der fithrende Koeffizient des Produkts zweier Polynome ist das Produkt der
fithrenden Koeffizienten dieser zwei Polynome). Da [f - g]) = [flp) - [9] @), muss
also [f](p) oder [g](p) gleich O sein. Wenn [f]q,) gleich 0 ist, dann teilt p alle
Koeffizienten von f, und f ist somit nicht primitiv; [g],) = 0 bedeutet, dass g
nicht primitiv ist. U

LEMMA 3.18. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich, und sei f € R[x] mit
f #0. Dann gibt es r € R, g € R[z], sodass g primitiv ist und f =rg.
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Beweis: Sei f; ein Koeffizient von f, der # 0 ist. Sei g € R|x] so, dass das vom
iten Koeffizienten erzeugte Hauptideal (g;) maximal in

{(¢)| ¢ € Rlz)und Ir € R:7rg = f}

ist, und sei r € R so, dass rg = f. Wenn ¢ nicht primitiv ist, dann gibt es ein
primes p € R und h € Rz|, sodass g = ph. Fiir den iten Koeffizienten gilt dann
g; = ph;. Da (g;) € (h;) und da rph = f, gilt wegen der Maximalitét von (g;),
dass (g;) = (h;) ist. Also gibt es s € R, sodass s ¢g; = h;, und somit sph; = h;. Da
h; # 0 , ist p damit invertierbar, im Widerspruch dazu, dass p prim ist. Also ist
g primitiv. U

LEMMA 3.19. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich, seien g1, go € R[x] primi-
tive Polynome # 0 und seien r1,79 € R. Wenn r1g1 = ra2go, dann sind ry und ry
m R assoziiert.

Beweis: Wir fixieren gy, g2 € R[z] \ {0} und betrachten die Menge
A={(r,r2) € RX R | rigi =rag; und r1 ot ra}

Wenn diese Menge leer ist, dann ist der Satz bewiesen. Wenn die Menge nicht leer
ist, dann wihlen wir ein (r1,79) € A so, dass (r1) maximal in {(r}) | (r],75) € A}
ist. Da g; # 0, g2 # 0 und R ein Integritdtsbereich ist, gilt r; # 0.

Wenn r; invertierbar ist, dann ist ryg; primitiv. Wenn nun r5 nicht invertierbar
ist, dann gibt es ein primes p € R, sodass p|ry. Dann ist jeder Koeffizient von
roge durch p teilbar, im Widerspruch dazu, dass rig; primitiv ist. Also ist 79

invertierbar und damit zu r; assoziiert.

Wenn 4 nicht invertierbar ist, so gibt es ein primes p € R\{0}, sodass p|r;. Wegen
r1g1 = 120 teilt p alle Koeffizienten von r9g,. Da p nicht alle Koeffizienten von
go teilt, muss es ry teilen. Es gibt also s1, s9, sodass ps; = rq und psy, = ro. Es gilt
PS1 g1 = PSa g2. Wegen p # 0 gilt s191 = S2go. Wenn (r1) = (s1), so gibt es t € R,
sodass try = s1, und somit s; = tps;. Dann ist p invertierbar, ein Widerspruch.
Somit gilt (r;) C (s1) und (1) # (s1). Wegen der Maximalitét von (r;) sind s
und s assoziiert, es gibt also ein invertierbares u € R mit us; = sy. Dann gilt
auch ups; = pss, also ur; = re. Dann sind auch r; und ry in R assoziiert, im

Widerspruch zur Annahme, dass (71, 72) in A liegt.

Die Menge A ist also leer; damit ist der Satz bewiesen. U



18 3. TEILBARKEIT IN KOMMUTATIVEN RINGEN

SATZ 3.20. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich, und seien f,g € R[x]\ {0}.
Seien r,s € R und seien f1, g1 primitive Polynome in R[x] so, dass f =r f1 und
g =sg1. Sei Q(R) der Quotientenkérper von R. Dann sind dquivalent:

(1) flg in Rlz].
(2) filgr in Q(R)[x] und rls.

Beweis: (1)=-(2): Es gibt h € R[z], sodass g = h- f. Wegen g # 0 gilt s # 0. Dann
gilt gy =stg=s1(h-f)=s"r(h-f1). Also gilt fi|g; in Q(R)[z]. AuBerdem
gilt h-(rf1) = sg1. Wir wihlen ¢t € R und hy; € R[z] so, dass h; primitiv ist,
und thy = h. Es gilt dann (thy) - (r f1) = sg1, also rt (hy - f1) = sg1. Wegen
des GauBschen Lemmas ist h; - f; primitiv. Somit sind wegen Lemma 3.19 die
Elemente rt und s in R assoziiert. Damit gilt aber r|s.

(2)=(1): Wir wissen, dass es ein h; € Q(R)[x] gibt, sodass f1 - hy = g1. Wir
multiplizieren nun mit dem Produkt aller Nenner, die in den Koeffizienten von
hi auftreten. Sei d dieses Produkt. Es gilt dann

Ji- (dh1) =dg

und dh; € R[z]. Sei nun e € R und sei hy ein primitives Polynom in R[z]| mit
der Eigenschaft

ehy = dh;.
Dann gilt
fi-(ehy) =dg,
also
e(fi-he) =dagr.

Wegen des Gaufischen Lemmas ist f; - ho primitiv. Aus Lemma 3.19 erhalten wir,
dass e und d assoziiert sind. Es gibt also ein invertierbares u € R, sodass e = du.

Somit gilt

du h2 = dhl
Da d # 0, gilt why = hy. Somit liegt hy in R[z]. Damit gilt fi|g; auch in R[z].
Wegen r|s gilt also auch r fi|s ¢ in R[z] und somit f|g. O

KOROLLAR 3.21. Sei R ein ein faktorieller Integrititsbereich, und seien f,g €
R[z]. Wir nehmen an, dass f primitiv ist und dass f|g in Q(R)[z] gilt. Dann gilt
flg auch in R|x].
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Beweis: Im Fall g = 0 gilt offensichtlich f -0 = g, also teilt f das Polynom g
in R[x]. Wenn g # 0, so konnen wir Lemma 3.18 verwenden, um ¢; € R[z] und
r € R zu erhalten, sodass g = r g;. Wegen 1 f|r g; in Q(R)[x] gilt nach Satz 3.20
flg1 in R[z]. Dann gilt natiirlich auch f|g in R[z]. O

LEMMA 3.22. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich, sei Q(R) sein Quotien-

tenkorper, und sei f ein primitives Polynom in R[x]\ {0}. Dann sind dquivalent:

(1) f ist ein irreduzibles Element von R|x].
(2) f ist ein irreduzibles Element von Q(R)[z].

Beweis: (1)=-(2): Wir nehmen an, dass f ein irreduzibles Element von R|x] ist.
Seien nun g, h € Q(R)[x] so, dass

f=g-h

Wir multiplizieren mit allen Nennern von g und h und erhalten ¢, d € R, sodass

cd f=(cg)-(dh),
c¢,d # 0, und cg € Rlz], dh € R[z]. Wir wihlen ¢;,d; € R und primitive
Polynome ¢y, h; € R[x] so, dass ¢; g1 = ¢g und d; hy = d h. Es gilt dann

Cdf = C1d1 (91 . hl)

Wegen des Gauflschen Lemmas ist g; - Ay primitiv. Also sind c¢d und ¢;d; wegen
Lemma 3.19 assoziiert. Es gibt also ein invertierbares Element u € R, sodass

cd f =wucd (g1 - hy).
Da R ein Integritétsbereich ist, gilt e¢d # 0 und somit

f=ulg ).

Somit gilt g;|f und hy|f in R[z|. Da f irreduzibel in R[z] ist, ist entweder ¢g; oder
hy invertierbar in R|x], also vom Grad 0. Wenn g¢; Grad 0 hat, ist g in Q(R)|x]
invertierbar; wenn hy Grad 0 hat, ist h in Q(R)[x] invertierbar. Damit ist f also
irreduzibel in Q(R)[z].

(2)=(1): Sei f ein primitives Polynom in R[z] \ {0}. Wir nehmen an, dass f
irreduzibel in Q(R)[z] ist. Seien nun g, h € R[x] so, dass f = g-h. Da f irreduzibel
in Q(R)[x] ist, ist entweder g oder h invertierbar in Q(R)|z], also ein konstantes
Polynom # 0. Wir nehmen an, ¢ ist konstant. Wenn der konstante Koeffizient

von ¢ nicht invertierbar ist, dann ist er durch ein primes Element p von R teilbar.
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Dann ist aber auch jeder Koeffizient von f = g-h durch p teilbar, im Widerspruch
dazu, dass f primitiv ist. Folglich ist g ein konstantes Polynom in R[z| mit einem
in R invertierbaren konstanten Koeffizienten. Somit ist g in R[x] invertierbar. Im
Fall, dass h konstant ist, erhalten wir, dass h in R[x] invertierbar ist. Insgesamt

erhalten wir, dass f irreduzibel in R[z] ist. O

SATZ 3.23. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich. Dann ist auch R[x] faktoriell.

Beweis: Wir zeigen als erstes, dass R[x] die ACC fiir Hauptideale erfiillt. Sei
a; € R[z]\ {0}, und sei (a;) C (az) C --- eine Folge von Hauptidealen. Fiir jedes
i € N wahlen wir r; € R und ein primitives b; € R[z] so, dass a; = r; b;. Wegen
Satz 3.20 ist dann (r1)r C (r2)g C --- eine aufsteigende Kette von Idealen in R
und (b1)gr)e) € (b2)o(r)e] € - - eine aufsteigende Kette von Idealen in Q(R)[x].
R ist faktoriell, und erfiillt daher die ACC fiir Hauptideale. Der Ring Q(R)[z] ist
ein Polynomring iiber einem Korper. Als solcher ist er ein Hauptidealring (jedes
Ideal I wird von jedem Polynom kleinsten Grades in [ \ {0} erzeugt), und somit
faktoriell. Es gibt also ein N € N, sodass fir alle k > N gilt: (ry)g = (rx)g und
(bn)om) = (bk)or)z)- Es gilt also by|b, in Q(R)[z] und ry|ry in R. Somit gilt
anlay in R[z], und somit (ag)pe = (an)R[)-

Nun zeigen wir, dass jedes irreduzible Element in R[z] prim ist. Sei dazu f € R[x]
irreduzibel, und seien a,b € R[z] \ {0} so, dass f|a - b. Wir wollen nun zeigen,
dass f in R[z| entweder a oder b teilt.

Seien fj,a1,b; primitive Polynome in R[z| und r,s,t € R so, dass r f; = f,
sa; = a, tby = b. Das Polynom f ist irreduzibel, also ist entweder r oder f;

invertierbar in R[z].

In dem Fall, dass f; invertierbar in R|x] ist, ist ist f; ein Polynom vom Grad 0;
sein konstanter und einziger Koeffizient ist ein invertierbares Element von R. Das
Polynom f; ist also primitiv und es gilt nach Satz 3.20 r|st. Da f irreduzibel in
R]z] ist, ist r irreduzibel in R. R ist faktoriell, somit ist r prim, und es gilt r|s
oder r|t. Falls r|s, so gilt r|sa;, und somit r|a und damit f|a. Der Fall r|t liefert
analog f1b.

In dem Fall, dass f; nicht invertierbar in R[z] ist, muss r invertierbar in R[z], und
damit in R, sein. Das Polynom f ist also primitiv, und folglich wegen Lemma 3.22

irreduzibel in Q(R)[z]. Da fla1b; in Q(R)[z] und f in Q(R)[z] prim ist, gilt fla,
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oder f|by in Q(R)[x]. Wenn f|ay in Q(R)[z], gilt nach Satz 3.20 auch f|a; in R[z],
und somit auch fla. Wenn f|b in Q(R)[x], erhalten wir f|b.

Somit ist f prim. Nach Satz 3.11 ist R[z| damit faktoriell. O

KOROLLAR 3.24. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich und k € N. Dann ist
Rlzy, ...,z faktoriell.

6. Groflter gemeinsamer Teiler

DEFINITION 3.25. Sei R ein Integritétsbereich, sei n € N, und seien fi,..., f, €
R. Dann ist d € R ein grofiter gemeinsamer Teiler von fi, ..., f,, wenn
(1) d|fi,-..,d|fn.

(2) Fiir alle d € R mit d'|f1,...,d|f, gilt d'|d.

SATZ 3.26. Sei R ein faktorieller Ring, sei n € N, und seien fi,...,f, € R.

Dann gibt es einen grofiten gemeinsamen Teiler von fi, ..., fn.
Beweisskizze: Wir erhalten aus den Zerlegungen von fi,..., f, und Lemma 3.9
eine Zerlegung von d. U

LEMMA 3.27. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich, und seien fi,..., f, € R,

und seit € R, t # 0. Wenn d ein grofiter gemeinsamer Teiler von fi,..., fn in
R ist, so ist td ein grifster gemeinsamer Teiler von tfy,... tf, in R.
Beweis: Sei h ein grofiter gemeinsamer Teiler von tfy, ... tf, in R. Da t alle tf;

teilt, gilt ¢|h. Somit gibt es ein g € R, sodass h = tg. Es gilt nun tg|tf;. Da R ein
Integritatsbereich ist, gilt auch g|fi. Ebenso teilt g alle anderen f;. Das Element
g ist also ein gemeinsamer Teiler von fi, ..., f,. Folglich gilt g|d. Also gilt tg|td;
das bedeutet hltd.

Da d alle f; teilt, teilt td alle tf;. Somit teilt td den groBiten gemeinsamen Teiler
von tfy,...,tf,; das bedeutet td|h.

Wegen h|td und td|h sind h und td also assoziiert. Somit ist mit h auch td ein
grofiter gemeinsamer Teiler von fy, ..., f,. 0

SATZ 3.28. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich, und seien fi,...,f, €
R[z]\ {0}. Seien ry,...,7, € R und ¢,...,g, primitive Elemente in R[x] so,

dass fi =1r191,--, fo =7Tn 9n-
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Es sei dy ein grifiter gemeinsamer Teiler von ry,...,r, in R, und dy ein griffter
gemeinsamer Teiler von gy, ..., ¢, in Q(R)[x]. Wir nehmen an, dass dy primitiv
in Rlx| ist.

Dann ist dids ein grofster gemeinsamer Teiler von fi, ..., f, in Rlx].

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass didy alle f; teilt. Sei ¢ € {1,...,n}. Da dy|r;
in R und ds|g; in Q(R)[z], liefert Satz 3.20 auch dids|f; in R[z].

Sei nun d’ € R[z] so, dass d’ in R[z] alle f; teilt. Wir wihlen dj € R und ein
primitives d; € R[z] so, dass d’ = d}d}. Dann gilt wegen Satz 3.20, dass d} alle
r; in R teilt, und dass d,, alle g; in Q(R)[z] teilt. Da d; ein grofiter gemeinsamer
Teiler in R ist, gilt d{|d; in R. Da dj ein grofiter gemeinsamer Teiler in Q(R)|x]
ist, gilt dj|dy in Q(R)[x]. Wir verwenden wieder Satz 3.20 und erhalten dj|ds in
R[z]. Somit gilt d}d}|didy in R[x], und somit d’|d in R[x]. O

SATZ 3.29. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich, und sei f =Y . fix' ein
Element von R[x]\{0}. Sei d ein grofiter gemeinsamer Teiler von fi, ..., fn, und
sei g € Rlx] so, dass dg = f. Dann ist g primitiv.

Beweis: Sei p ein primes Element von R, das alle Koeffizienten gy, ..., g, von g
teilt. Dann teilt pd alle Koeffizienten von f. Somit teilt pd den gréfiten gemein-
samen Teiler dieser Koeffizienten; es gilt also pd|d. Da d # 0 gilt dann p|1. Dann

ist p invertierbar, im Widerspruch dazu, dass p prim ist.

Somit teilt kein primes P alle Koeffizienten von g. Somit ist g primitiv. U

SATZ 3.30. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich, und seien f,g € R|x]\ {0}.
Sei d ein grofster gemeinsamer Teiler von f und g in R|x]. Dann ist d auch ein
grofster gemeinsamer Teiler von f und g in Q(R)[x].

Beweis: Das Polynom d ist offensichtlich ein gemeinsamer Teiler von f und ¢ in
Q(R)[z]. Um zu beweisen, dass d ein grofiter gemeinsamer Teiler von f und g in
Q(R)|x] ist, wéhlen wir ein ¢t € Q(R)[x] mit ¢|f und t|g in Q(R)[z]. Wir kénnen
nun ein primitives ¢, € R[z] und a,b € R\ {0} finden, sodass t = ;. Es gilt
t1]f und ¢1]g in Q(R)[z]. Wegen des Korollars 3.21 gilt also auch #;|f und t;|g in
RJz]. Folglich gilt ¢;|d in R[x]. Also gilt ¢1|d in Q(R)[x], und somit t|d in Q(R)|x]
Somit ist d ein Vielfaches jedes gemeinsamen Teilers von f und g in Q(R)|x].

Also ist d ein grofter gemeinsamer Teiler von f und ¢ in Q(R)][x]. O
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UBUNGSAUFGABEN 3.31

(1) (GrofBiter gemeinsamer Teiler) Seien f, g € Qxz,y] gegeben durch
f — ny + 9:2y3
g = ytay+ay’+aiy’

a) Bestimmen Sie einen grofiten gemeinsamen Teiler von f und g in Q

(a) (@)ly)
(b) Bestimmen Sie einen groften gemeinsamen Teiler von f und g in Q(y)[z].
(c) Bestimmen Sie einen grofiten gemeinsamen Teiler von f und ¢ in Q[x, y].
(d) Bestimmen Sie einen grofiten gemeinsamen Teiler von f und g in Q(z, y).

Dabei ist Q(z) der Quotientenkérper von Q[x].

(2) (GroBter gemeinsamer Teiler) Seien f, g € Q[z,y]| gegeben durch
[ = zy+ 23y +2%y? +ayd
g = z+a3+y+22%y+22y° + 43
a (2)[y]-
(y)[z].

(c) Bestimmen Sie einen grofiten gemeinsamen Teiler von f und ¢ in Q[x, y].

Bestimmen Sie einen grofiten gemeinsamen Teiler von f und g in Q

(a)
(b) Bestimmen Sie einen grofiten gemeinsamen Teiler von f und ¢ in Q
)

(d) Bestimmen Sie einen grofiten gemeinsamen Teiler von f und g in Q(z, y).
(3) (GroBter gemeinsamer Teiler) Berechnen Sie gréfite gemeinsame Teiler von f = 3220+
5520z + 230022 + 4602 + 460z* und g = —230 — 230z + 4623 + 462* in Z[z] und
Q[z].






KAPITEL 4

Multiplikative Idealtheorie in kommutativen Ringen

1. Noethersche Ringe

DEFINITION 4.1. Ein kommutativer Ring mit Eins R ist noethersch, wenn die
geordnete Menge (Id R, C) die ACC erfiillt.

LEMMA 4.2. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Dann sind dquivalent:

(1) R ist noethersch.
(2) Jedes Ideal von R ist endlich erzeugt.
(3) Jede nichtleere Menge von Idealen von R hat ein beziiglich C mazimales

Element.

Beweis: Nach Satz 1.4 sind (1) und (3) dquivalent. Satz 2.8 liefert, dass R genau
dann noethersch ist, wenn jedes Ideal von R endlich erzeugt ist. U

SATZ 4.3 (Hilberts Basissatz). Sei R ein noetherscher kommutativer Ring mit
Fins. Dann ist auch der Polynomring R[x] noethersch.

Beweis: Wir zeigen, dasss jedes Ideal von R[z]| endlich erzeugt ist. Sei dazu [ ein
Ideal von R[z|. Fiir jedes n € Ny bilden wir nun die Menge

I,:={reR|3peRx]:deg(p) <n—1und ra"+pel}

I,, enthélt also 0 und alle fithrenden Koeffizienten von Polynomen vom Grad n
in .

Wir zeigen nun als erstes, dass jedes I, ein Ideal von R ist. Seien dazu n € Ny,
i,7 € I, und r € R. Es gibt dann p,q € R[z] mit deg(p) < n — 1 und deg(q) <
n—1,sodass iz™+p € I und jaz" 4+ ¢ € I. Da dann auch (i+j) 2"+ (p+¢q) in [
liegt, gilt i +j € I,,. Ebenso gilt (r2°)- (iz"+p) € I. Folglich gilt riz"+rp € I.
Daher gilt r2 € I,,. I,, ist also wirklich ein Ideal von R.

Nun zeigen wir, dass fiir alle n € Ny gilt:

In g In—&-l‘
25
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Sei dazu r € I,,. Dann gibt es p € R[x] mit deg(p) < n — 1, sodass rz" +p € I.
Folglich gilt = - (ra™ +p) € I, also ra"™ + 2z - p € I. Da deg(z - p) < n, liegt r
in I,,11. Da R noethersch ist, erfiillt die Menge der Ideale von R die (ACC). Es
gibt also ein N € N, sodass fiir alle m > N die Gleichheit I,,, = Iy gilt.

Wir bilden nun eine endliche Erzeugermenge von I. Da die Ideale I, endlich
erzeugt sind, konnen wir fiir jedes i € {0,..., N} ein m; € Ny und Elemente

ri,l; Ti,27 L 7ri,mi S [Z \ {0}7
so wéhlen, dass
<Ti,17 Ti?g, e 7ri,mi>R = ]z

Fiir jedes r;; mit i € {0,..., N} und j € {1,...,m;} wéhlen wir nun ein f;; € I
so, dass es ein p € R[z| mit deg(p) <i— 1 und

fig=rijz +p
gibt. Wir bilden nun die Menge
F:={fi;|0<i<N,1<j<m}.

Nun zeigen wir, dass die Menge F' das Ideal I erzeugt. Dazu zeigen wir die
folgende Behauptung durch Induktion nach n.

Fiir alle n € Ny liegen alle g € I mit deg(g) < n in (F) .

Sei dazu n = 0 und ¢ € I mit deg(g) = 0. Dann gibt es ein gy € R, sodass
g = gox’. Da g = gox° + 0 in I liegt, gilt go € Iy. Iy wird von 7015 - -+ T0,mo
erzeugt. Daher gibt es aq 1, ..., g m,, sodass

m;
E Qp,70,5 = Yo-
j=1

Fiir alle j € {0,...,mo} gilt fo; =10, 2° In R[z] gilt also
Z o, a’ - Jo.j =90 2’ =g.
=1

Daher gilt g € (F) .

Fiir den Induktionsschritt wihlen wir n € N. Sei g = Y7, ¢; ' ein Polynom in

I mit deg g = n. Dann gilt g, € [,.
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Wir behandeln nun zuerst den Fall n < N. Da g, in I, liegt, 148t es sich durch die
ausgewdhlten Erzeuger von I, darstellen; es gibt also a1, ...,y m, € R, sodass

Mn
gTL - : :anvj : rn’j'
i=1

Jedes Polynom f,, ; hat Grad n und fithrenden Koeffizienten 7, ;. Daher hat das
Polynom

Mn
o 0
S = E i T - fnj
Jj=1

Grad n und fithrenden Koeffizienten g,. Daher gilt deg(g — s) < n — 1. Da g und
s beide in [ liegen, gilt auch g — s € I. Nach Induktionsvoraussetzung gilt also
g—5 € (F)p. Da s als Summe von Vielfachen der f,; in (F), liegt, gilt auch
g=1(9—5)+s € (F)g Somit ist die Behauptung im Fall n > N gezeigt.

Im Fall n > N liegt g, in In. Es gibt also an1,...,anm, € R, sodass

mn
Gn = E QN TN}
7=1

Jedes Polynom fy ; hat Grad N und fithrenden Koeffizienten ry ;. Daher hat das
Polynom

my
0
s = E an; 2’ [
=1

Grad N und fiihrenden Koeffiziente g,,. Das Polynom 2"~ - s hat daher Grad n
und fiithrenden Koeffizienten g,,. Daher gilt deg(g — 2"~ - s) <n — 1. Da g und
2" V.5 beide in I liegen, gilt auch g—2"-s € I. Nach Induktionsvoraussetzung
gilt also g — 2" - s € (F)p. Da s als Summe von Vielfachen der f,; in (F),
liegt, gilt auch g = (g — 2"V - s) + 2" - s € (F),. Daher gilt auch im Fall

n > N, dass g in (F)p liegt.
Somit wird das Ideal I von der endlichen Menge F' erzeugt. U

KOROLLAR 4.4. Sei k ein Korper, n € N. Dann ist der Polynomring k[, . .., x,]
noethersch.

Beweis: Wir zeigen durch Induktion nach n, dass k[z1, ..., x,] noethersch ist.

Fiir n = 0 ist k[xy,...,z,] eine isomorphe Kopie von k. Da der Koérper k nur
die Ideale {0} und % hat und diese durch {0} bezichungsweise {1} erzeugt wer-
den, ist k£ noethersch. Fiir n > 1 ist der Polynomring k[z1, ..., x,] isomorph zu
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klx1,..., 2y 1][x,]. Da nach Induktionsvoraussetzung k[z1, ..., x, 1] noethersch
ist, ist wegen des Hilbertschen Basissatzes auch k[zy,...,z, 1][z,], und somit
klx1,...,Tn_1,x,] noethersch. O

2. Summen, Produkte und Quotienten von Idealen
DEFINITION 4.5. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien I, J Ideale
von R. Wir definieren I 4 J durch

I+J:={i+jliel jeJ}

LEMMA 4.6. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien I,J Ideale von
R. Dann I+ J ein Ideal von R. Auflerdem ist I+ J das von [ U J erzeugte Ideal.

DEFINITION 4.7. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien I, J Ideale
von R. Wir definieren I - J durch

I-J:={) irjx | n€Noyir,... in €I j1,... jn € J}.
k=1
BEMERKUNG 4.8. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien I, J Ideale

von R. Dann ist I - J ein Ideal von R. Auflerdem gilt [-J C 1IN J.

DEFINITION 4.9. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei I ein Ideal von

R. Dann definieren wir fiir jedes n € Ny ein Ideal I™ durch
I =R, IF =111 fir k> 1.

DEFINITION 4.10. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sei A ein Ideal von R,
und sei B eine Teilmenge von R. Wir definieren
(A:B)p:={reR|Vbe B:rbec A}

(A : B)g ist der noethersche Quotient von A und B.

Wenn B = {b}, so schreiben wir fiir (A : {b})r auch einfach (A : b)g.

UBUNGSAUFGABEN 4.11

(1) (Quotienten von Idealen) Berechnen Sie:
(a) ((12): (4)).
(b) ((4) : (12)).
(c) ((12) : (30)).
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(d) Berechnen Sie fiir alle a,b € Z:((a) : (b)).

(2) (Produkt von Idealen) Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien A, B Ideale
von R mit A = (a1,...,am,) und B = (by,...,b,). Zeigen Sie, dass das Ideal A - B
von der Menge S = {a;b; | (i,5) € {1,...,m} x {1,...,n}} erzeugt wird.

(3) (Berechnen des Schnitts zweier Ideale) Sei R ein kommutativer Ring mit 1, und seien
I und J Ideale von R. Seien I und J die Ideale von R[z], die durch

{3 h_yikz® | n € No,ig, ... i, € I}
{ZZ:Ojkxk | ne N07j07 v 7jn S J}

S~
Il

gegeben sind.
(a) Zeigen Sie, dass I ein Ideal von R[z] ist.

(b) Nehmen Sie an, dass {ay,...,an} eine Basis von I ist. Geben Sie eine Basis
von I an!

(c) Nehmen Sie an, dass {by,...,b,} eine Basis von J ist. Geben Sie eine Basis von
J-(x—1) an!

(d) Zeigen Sie
{reR|ralecl-()+J-(x-1)}=1INJ

LEMMA 4.12. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sei A ein Ideal von R, und
sei B eine Teilmenge von R. Dann ist (A : B)g ein Ideal von R.

3. Priméir- und Primideale

DEFINITION 4.13. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei () ein Ideal

von R. Q) ist primdr, wenn

(1) Q@ # R,
(2) Fiir alle a,b € R mit ab € @ gilt a € @, oder es gibt ein n € N, sodass
" € Q.

DEFINITION 4.14. Sei R ein kommutativer Ring mit Fins, und sei P ein Ideal
von R. P ist prim, wenn

(1) P #R,
(2) Fiir alle a,b € R mit ab € P gilt a € P oder b € P.

DEFINITION 4.15. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei I ein Ideal von
R. Dann ist das Radikal von I gegeben durch

VIi={reR|3IneN:rmell}
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SATZ 4.16. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei I ein Ideal von R.
Dann ist /T ein Ideal von R, und es gilt I C /1. Wenn I # R, gilt auferdem
VT #R.

SATZ 4.17. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei () ein primdares Ideal
von R. Dann gilt:

(1) \/Q ist prim.
(2) Fiir jedes prime Ideal P von R mit Q C P gilt auch /Q C P.

4. Zerlegung von Idealen

DEFINITION 4.18. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei I ein Ideal
von R. Das Ideal I ist schnitt-irreduzibel wenn fiir alle Ideale A, B von R mit

ANB=1gilt: A=1 oder B=1.

SATZ 4.19. Sei R ein noetherscher kommutativer Ring mit Eins. Dann ist jedes
Ideal von R Durchschnitt endlich vieler schnitt-irreduzibler Ideale.

SATZ 4.20. Sei R ein noetherscher kommutativer Ring mit Fins, und sei I ein
schnitt-irreduzibles Ideal von R mit I # R. Dann ist I primdr.

Beweis: Nehmen wir an, dass [ nicht primér ist. Dann gibt es a,b € R, sodass
ab € I, a ¢ I und fiir alle n € N auch " & I gilt.

Fiir jedes n € N ist die Menge (I : ")y ein Ideal von R. Auflerdem gilt fiir alle
neN

(4.1) (I:0"rC(I:b" )5

Um (4.1) zu zeigen, wéhlen wir n € Nund r € (I : b")g. Dann gilt 70" € I. Dann
gilt auch 7"t € I, also r € (I : b"*!)g. Das beweist (4.1). Da R noethersch ist,
gibt es also ein k € N mit (I : b*)g = (I : b*™1)g. Sei nun
. pk
B o= (),
A = (a)g.
Wir zeigen nun als erstes, dass sich I als Schnitt zweier Ideale darstellen 148t. Es

gilt ndmlich

(4.2) [=(+A)Nn(+B).
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Die Inklusion C von (4.2) gilt, da I sowohl Teilmenge von I + A als auch [ + B
ist. Um D zu zeigen, wahlen wir € (I + A)N ([ + B). Da z in [ + A und in
I + B liegt, gibt es 71,15 € I und 71,75 € R, sodass

$:i1+r1a:i2+r2bk.

Dann gilt
b = 910 + riab.

Da ab € I, gilt b € I. Da xb = isb + robF T, gilt auch robF*! € I. Somit liegt ry
in (I : b*1)g, und somit auch in (I : b*)z. Dann gilt 7b* € I. Damit liegt aber
auch x = iy + 79b* in I. Das beweist (4.2).

Daacl+Aundadg I, gilt I #AI+A DabF € I+Bundb* & 1,gilt I #1+B.
Die Gleichung (4.2) zeigt also, dass I nicht schnitt-irreduzibel ist. O

UBUNGSAUFGABEN 4.21

(1) (Prime Ideale) Zeigen Sie, dass jedes prime Ideal eines kommutativen Ringes mit Eins
auch schnitt-irreduzibel ist.
(2) (Prime Ideale) Sei R := Q[x,y, z]. Zeigen Sie:
(a) (x, y) ist prim.
(b) (2z%y, zy?) ist nicht prim.
(3) (Primére Ideale) Sei R := Q[z,y]. Bestimmen Sie fiir jedes der folgenden Ideale, ob
es primér und ob es schnitt-irreduzibel ist.
(a) A= (2%, 2%y, y).
(b) B = (o', ).

(c) C = (a%y).
SATZ 4.22. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sei n € N, seien Q1,...,Q,
primdre Ideale von R mit \/Q1 = --- = \/Qy. Set Q := Q1N ---NQ,. Dann ist
Q primér, und \/Q =/Q1 =+ = /Qn.

5. Eindeutigkeit der Zerlegung in primére Ideale

DEFINITION 4.23. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sei n € N, und sei-
en Q1,...,Q, und I Ideale von R mit I # R. Die Folge (Q1,...,Q,) ist eine
Darstellung von I durch grofite Primdrkomponenten [vdW6T|, wenn

(1) Alle Q; sind primér,
(2) I=QiN - NQy,
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(3) Fiir alle i € {1,...,n} gilt
QN NQiiNQiyr N NQy € Qi
(4) Fiir alle i,5 € {1,...,n} mit i # j gilt VQ; # 1/Q;.
SATZ 4.24 (Lasker-Noether). Sei R ein noetherscher kommutativer Ring mit

Fins, und sei I ein Ideal von R mit I # R. Dann gibt es eine Darstellung von I
durch grofite Primdrkomponenten.

PROPOSITION 4.25. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sei B ein primdres
Ideal von R, und sei A ein Ideal von R mit A € \/B. Dann gilt (B : A)r = B.

Beweis: Sei x € (B : A)g. Wir wihlen a € A mit a ¢ v/B. Es gilt za € B. Da B
primér ist, gilt entweder x € B oder es gibt ein n € N, sodass a" € B. Im zweiten
Fall gilt a € V/B. O

PROPOSITION 4.26. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sei n € N, sei [
ein primdres Ideal, und sei (Q1,...,Q,) eine Darstellung von I durch grifite

Primdrkomponenten. Dann gilt n = 1.

Beweis: Wir nehmen n > 2 an. Sei i € {1,...,n} so, dass /); minimal in
{V/Qj | jeA{1,...,n}} ist. Wir zeigen nun, dass fiir alle i € {1,...,n} mit j # i
gilt:

(5.1) V@ 2 VG,

Sei dazu j so, dass 1/Q; C +/@;. Wegen der Minimalitit von /Q); gilt
dann /Q; = +/Q; und somit j = 4. Das beweist (5.1). Es gibt also

a1,y Qi 1,0541,- -, 0, € R, sodass fir alle j € {1,...,n}\ {i} gilt
aje\/Q_jundajg\/@.
Sei p; so, dass a’ € Q;, und sei
pimmax {o; | j € {1,...,n}\ {i}}.

Falls Q; C I, so konnen alle anderen (); aus der Darstellung von I weggelassen
werden. Also gilt in diesem Fall n = 1 im Widerspruch zur Annahme n > 2.

Somit gilt also Q; € I. Sei g € Q; mit g & I. Es gilt

q(al...ai_lai+1...an)pEQlﬂ...QO:_[.
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Da I primaér ist, gibt es ein 0 € N mit
(@ ai1a41 - a,)"7 € 1.

Da I C Q; C Q, gilt
(al SRR 7 I ¢ T R an)p" € Qz

Das Ideal /Q); ist prim, also liegt ein a; in \/@);. Das ist ein Widerspruch zur
Wahl der a;. Der Fall n > 1 kann also nicht eintreten. OJ

LEMMA 4.27. Sei R ein kommutativer Ring mit Fins, seien m,n € N, und sei
I ein Ideal von R mit I # R. Seien (Q1,...,Qm) und (K,..., K,) Folgen von
Idealen von R. Wir nehmen an, dass (Q1,...,Qm) und (Ky,..., K,) Darstellun-
gen von I durch gréfte Primdrkomponenten sind, und dass /Q1 minimal in

{(VQilie{j....m}}

ist. Dann gilt m = n, und es gibt es eine bijektive Abbildung 7 : {1,...,m} —
{1,...,n}, sodass Q1 = Krqy und fiir alle i € {1,...,m} gilt:

VQi =y Ko@)

Beweis: Wir gehen mit Induktion nach min(m,n) vor. Sei min(m,n) = 1.

Wir betrachten zuerst den Fall m = 1. Dann gilt wegen Proposition 4.26 auch
n = 1. Somit gilt I = @, und I = K, also leistet 7 = id;y das Gewiinschte.
Ebenso gilt im Fall n = 1 nach Proposition 4.26 m = 1, und somit [ = @; = K;.
Damit haben wir den Induktionsanfang min(m, n) = 1 gezeigt.

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir nun an, m > 2 und n > 2. Sei M die

Menge der maximalen Elemente in

(5.2) (VQilie{l,... m}}U{V/K;|je{l,...,n}}.

Wir zeigen nun, dass es ein P € M mit P # /Q; gibt. Nehmen wir im Wi-
derspruch dazu an, dass v/Q; das einzige einzige maximale Element der Menge
in (5.2) ist, Dann gilt v/Q; > +/Q2, und wegen der Minimalitiit von 1/Q; somit
VQ1 = v/Qs. Das steht im Widerspruch dazu, dass (Q1,...,Q,) eine Zerlegung

in grofite Primérkomponenten ist.

Wir zeigen als erstes, dass P in beiden der in (5.2) vereinigten Mengen enthalten
ist. Nehmen wir dazu an, dass k € {1,...,m} so ist, dass P = /@ und P nicht
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in {\/K;|je{l,...,n}} liegt. Es gilt nun:
(5.3) Fir allei € {1,...,m} mit i # k gilt Qx € \/Q:.

Um (5.3) zu beweisen, nehmen wir @, C /@; an. Dann gilt \/Qr C /Q;, und
somit erhalten wir aus der Maximalitdt von /@) die Gleichheit /@ = /Q;,

im Widerspruch zu einer der Zerlegungseigenschaften. Das beweist (5.3). Ebenso
gilt

(5.4) Fir alle j € {1,...,n} gilt Qx Z VK;.

Denn Q) C /K bedeutet wegen der Maximalitit von /Qy, dass /Qr =
VK, im Widerspruch dazu dass P nicht in {\/K; | j € {1,...,n}} liegt. Das
beweist (5.4). Es gilt
(1: Q)= (I :Qx),
also
(@0 NQum: Qr) = (K1 NN Ky Qp),
und folglich

(V@i Qi) lie{t,...om}\ {k}} = ({(K;: Qi) | j € {L.....n}.

Nach Proposition 4.25 gilt daher

(Wi lie{l...omI\{k}} =K, | e{l....,n}}.

Also gilt {Q: i € {1,...,m} \ {k}} = I C Qy, im Widerspruch zu einer
Zerlegungseigenschaft. Ebenso fiihrt der Fall, dass P unter den /K, aber nicht
unter den +/(); vorkommt, auf einen Widerspruch.

Wir wissen also, dass es ein k£ € {2,...,m} und ein [ € {1,...,n} gibt, sodass
P = /Qr = VK;. Wir zeigen nun, dass fiir alle i € {1,...,m} und alle j €
{1,...,n} mit i #k, j # 1 gilt:

Qr- K1 € /Qiund Q- K; Z /K.

Dazu zeigen wir als erstes Qr € /Q;. Wenn Q) C /Q;, so gilt v/Qr C VQs,
und daher wegen der Maximalitit von P auch /Qj = /@Q;, im Widerspruch zu
k #i. Also gilt Qr € +/Q;. Ebenso gilt K; € 1/Q;. Denn wenn K; C 1/Q;, so gilt
VK; C /Q; und somit wegen der Maximalitit von P = /K, auch v/K; = 1/Q;.
Dann gilt v/Qr = +/@Q; und somit k = i, im Widerspruch zu k # i. Es gibt also
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@1 € Qp \ VQ; und ¢ € K;\ V/Q;. Da /Q; prim ist, gilt ¢1g2 € Qp - K; und
012 & /Qi. Ebenso beweist man Q) - K; € /K fiir j # 1. Es gilt

I=(W@Qilie{l,....m}} = {K;|je{l,...,n}}.

Wir berechnen (I : Qy - K;). Nach Proposition 4.25 erhalten wir

QN NQr1 N(Qr: Qr - K) NQpra N+ N Qy
:Klﬂ"-ﬁKl_lﬂ(KlZQk'Kl)mKH_lﬂ"'ﬂKn.

Da Qk - K; C Q, gilt (Qr : Qr - K;) = R, und ebenso (K; : Q- K;) = R. Wir
erhalten also zwei Darstellungen von (I : Q) - K;), eine durch m — 1 und eine
durch n — 1 Primédrkomponenten. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es also ein
w1 mp\{k} = {1,....n} \ {l}, sodass Q1 = Ky und Q; = /K
fur alle ¢ € {1,...,m}\ {k}. Daher leistet 7 := 7" U{(k, 1)} das Gewiinschte. [

SATZ 4.28 (Erster Eindeutigkeitssatz). Sei R ein kommutativer Ring mit Eins,
und sei I ein Ideal von R mit I # R. Seien (Q1,...,Qn) und (Ki,...,Kp)
Folgen von Idealen von R. Wir nehmen an, dass (Q1,...,Qn) und (Ky,..., Ky,)
Darstellungen von I durch gréfite Primdrkomponenten sind. Dann gilt n = m,

und es gibt es eine bijektive Abbildung m : {1,...,n} — {1,...,m}, sodass fir

alle i € {1,...,n} gilt:
V Qz =\ KT((Z)

SATZ 4.29 (Zweiter Eindeutigkeitssatz). Sei R ein kommutativer Ring mit Eins,
und sei I ein Ideal von R mit I # R. Seien (Q1,...,Qn) und (Ki,...,Kp)
Folgen von Idealen von R. Wir nehmen an, dass (Q1,...,Q,) und (Ky,..., K,)

Darstellungen von I durch gréfite Primdrkomponenten sind, sodass fir alle j €

{1,...,n} gilt:
Vo4

Seii € {1,...,n} so, dass \/Q; minimal in {,/Q; | j € {1,...,n}} ist. Dann

Beweis: Wir betrachten die Folgen (Q7,...,Q") und (Kj,...,K]), die durch

Q1 =Qi, Q =@, Q; =Q; fiir j € {L,...,nt\{1,i} und K] := K;, Kj := Ky,
K; = Kj fir j € {1,...,n} \ {1,i} gegeben sind. Wegen Lemma 4.27 gibt es

eine bijektive Abbildung 7, sodass /@ = | /K;(j) fir alle j € {1,...,n} und

Qy = K. (1) Daraus erhalten wir eine bijektive Abbildung o, sodass fiir alle



36 4. MULTIPLIKATIVE IDEALTHEORIE

Jj € {1,...,n} die Gleichheit \/Q; = /K, gilt, und weiters Q; = K,(;). Es
gilt also \/K,u) = vVQi = VK;. Da (K,..., K,) eine Darstellung durch groBte
Primérkomponenten ist, gilt 1 = o(i). Also gilt Q; = K;. O



KAPITEL 5

Ringerweiterungen

1. Determinanten

Determinanten kann man nicht nur fiir Matrizen iiber Koérpern, sondern auch
fiir Matrizen iiber kommutativen Ringen mit Eins definieren. Die Menge 5, sei
die Menge aller Permutationen der Menge {1,...,n}. Fiir jede Permutation 7
definieren wir die Signatur von 7w durch
(i) —m(j)
sgn(m) := H i
(i.4)€{1,....,n}*
i>j
DEFINITION 5.1. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei A eine n X n-
Matrix. Dann definieren wir die Determinante von A durch

det(A) = Z (—1)Sgn(i) ﬁ Ai,w(i)-
i=1

ﬂ'ESn

Wir werden im folgenden drei Eigenschaften der Determinante brauchen. Fiir

U1, ..., 0, € R" schreiben wir (vy, ..., v,) fiir die n x n-Matrix, deren Spaltenvek-
toren vy, ..., v, sind.
SATZ 5.2. Sei R ein kommutativer Ring mit Fins, und seien ay, . .., a,,v,w € R"

und r € R. Dann gilt:
(1) (Multilinearitdt)
det ((a1,...,a;-1,0 + W, Qi41,...,0,))
=det ((a1,...,a4;1,0,a441,...,a,)) +det ((a1,...,a;_1,w,a;41,...,a,))
(2) (R-Homogenitdt)
det ((a1,...,ai—1,70, @41, ...,a,))
=r-det((a1,...,a01,0,0i11,-..,0p)).

37
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(3) Wenn esi,j € {1,...,n} miti+#j gibt, sodass a; = a;, so gilt
det ((a,...,a,)) =0.

Beweisskizze: Da in jedem Summanden in der Definition der Determinante genau
einer der Faktoren Ay ;, Ay;, ..., Ayp,; vorkommt (ndmlich A;-1(; ;), gelten (1) und
(2). Fiir den Beweis von (3) sei A die Matrix (a4, ..., a,). Da die i-te und die j-te
Spalte der Matrix gleich sind, gilt fiir alle & € {1,...,n} und alle 7 € S, dass
A, (ij)or (k) = Ak, =(k)- Somit unterscheiden sich die Summanden in der Definition
der Determinante fiir 7 und (7, j) o 7 nur durch das Vorzeichen und kiirzen sich

also weg. 0

SATZ 5.3. Sei R ein kommutativer Ring mit Fins Sei A eine n X n Matrix mit
Eintrdagen aus R. Dann gibt es eine n X n-Matriz B mit Fintrdgen aus R, sodass

det(A) 0 0o ... 0

0 det(A) 0 ... 0

B-A= 0 0 0
0 0 ... ... det(A)

Wir werden als Abkiirzung fiir die n x n-Matrix

r 0 0 ... 0
O r 0 ... 0
00 . 0
o0 ... ... r

mit r € R auch oft kiirzer r I,, schreiben.
Beweis von Satz 5.3: Fiir i € {1,...,n} sei
0

e; 1= 1 <+ i-te Zeile
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der i-te Einheitsvektor. Die Vektoren aq,...,a, seien die Spaltenvektoren der
Matrix A; es gilt also A = (aq,...,a,). Sei nun B die Matrix, die durch

B(Z,j) = det ((al, N ¢ 7 Gj, Ajy1y - - - ,CLn))
definiert ist. Sei C':= B - A, und seien i,k € {1,...,n}. Wir berechnen nun den
Eintrag C(i, k). Es gilt

C(i, k) = ZB(Z'J) - A, k)

= Z det ((al, ey, €j7 Ait1y - - ,an)) . A(], k’)
=1
Somit erhalten wir aus dem Satz 5.2

C(ik) = det((ar,... a1, a1, ... an)) - A(j, k)
j=1

= det (<a1, N I I ZA(], k’) €jy Ait1y - - ,an)).

j=1
Der Vektor » 7, A(j,k)e; ist genau der k-te Spaltenvektor aj von A. Wenn
k =1, soist C(i, k) also genau det(A). Wenn k # 4, so sind in der Matrix

(@1, - i, G i1, - - )

die i-te und k-te Spalte gleich. Diese Matrix hat nach Satz 5.2 die Determinante 0.
O

2. Ganze Erweiterungen

Seien A, B kommutative Ringe mit Eins. Wir schreiben A < B, wenn A ein

Unterring von B (mit dem gleichen Einselement) ist.

DEFINITION 5.4. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins mit A < B, und sei
S = (s; | i € I) eine Folge von Elementen von B. Dann ist A[S] der Durchschnitt
aller Unterringe R von B mit AU {s; | i € I} C R.

DEFINITION 5.5. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins, sodass A < B, und
sei € B. Das Element z ist ganz tiber A, wenn z Nullstelle eines Polynoms in
A[t] mit fiihrendem Koeffizienten 1 ist.
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DEFINITION 5.6. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins, sodass A < B. B ist
ganz iber A, wenn alle b € B ganz {iber A sind.

Fiir einen kommutativen Ring mit Eins B, A C B und b € B definieren wir
A-b:={ab|ac A}

SATZ 5.7. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins, sodass A < B. Wenn x ganz
tiber B ist, so gibt esn € N und by, ...,b,_1 € B mit by = 1, sodass

(2.1) Az =A-1+A-by+ -+ A-b,_1.

Beweis: Sei n der Grad eines Polynoms mit fiithrendem Koeffizienten 1, das z
als Nullstelle hat, und sei b; := z'. Fiir die Inklusion O der Gleichung (2.1)
beobachten wir, dass A C Afz] und = € A[z]. Da A[z] ein Ring ist, liegt folglich
jedes Element auf der rechten Seite von (2.1) in Afx].

Fiir C zeigen wir, dass die rechte Seite ein Unterring von B ist. Die Abgeschlos-
senheit unter + und — ist offensichtlich. Wir zeigen nun, dass auch das Produkt
zweier Elemente aus A- 2%+ -+ A- 2" ! wieder in A- 2%+ -+ A - 2" ! liegt.
Seien dazu S0 a;2" und Y ajat € Y7 A - 2’ Das Produkt dieser beiden

Elemente ist
n—1n—1

L
g E aiaja:’ﬂ.

i=1 j=1

Wir zeigen nun, dass fiir alle m € Ny gilt: 2™ € Z?;ll A - 2'. Wir gehen mit
Induktion nach m vor. Wenn m < n—1, so liegt ™ = 1-2™ klarerweise in A-x™.
Wenn m > n, so withlen wir ein Polynom p(t) = 1" +p,,_1t" ' +-- -+ pt® € A[t],
das z als Nullstelle hat. Dann gilt

" =" -2 "0
::L,m_l,m—n(mn +pn_1$n_1+'--+po$0).

1

m— m—n
= ~Pn-17 — = P :

Nach Induktionsvoraussetzung liegt jedes 2 mit i < m — 1 in Z;:ll A- 2% und
folglich auch —p, 2™ — - — pez™ ™. Also gilt 2™ € S A - o,

Damit haben wir gezeigt, dass Z?;ll A - 2% abgeschlossen unter - ist. Z?;ll Aot
ist also ein Unterring von B, der A und x enthélt. Daher gilt auch C in (2.1). O
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SATZ 5.8. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins, sodass A < B. Sei x € B so,
dass esn € N und by, ...,b,_1 € B gibt, sodass

(1) by =1,

(2) S0P A-b; ist abgeschlossen unter -,
n—1

B)rzed g A b

Dann ist x ganz tiber A.

Beweis: Sei i € {0,...,n — 1}. Aufgrund der Voraussetzungen liegt auch xb; in
Z?;Ol A - b;. Es gibt also a;p,...,a;,-1 € A, sodass

(22) l’bl = ai’obo +--+ am,lbn,l.

Sei M die n x n-Matrix iiber A, die durch

apo *°r Qon-1
M =
Qp—-10 *°° QGp-1n-1
definiert ist. Die Gleichungen aus (2.2) lassen sich mit dieser Matrix zusammen-

gefasst als

bo bo
b b
. '1 _ 1
bn—l bn—l
schreiben. Es gilt also
x 0 0 0
0z 0 0 ?
(2.3) (|l 0 o0 o |l-m-| " |=0
Do .o by
00 ... ...
Aus Satz 5.3 erhalten wir eine n X n-Matrix L mit Eintragen aus B, sodass
det(z I, — M) 0 0o ... 0
0 det(z I, — M) 0 ... 0

L-(xI,—M)= 0 0 - 0

0 0 oo oo det(x I, — M)
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Durch Multiplikation der Gleichung (2.3) von links mit L erhalten wir

det(z I, — M) 0 0o ... 0
0 det(x I, — M) 0 ... 0 20
0 0 0 1 [ =o.
. . . . bn_l
0 0 cee .. det(x I, — M)

Da by = 1, folgt aus dieser Gleichung
(2.4) det(z I, — M) = 0.

Wir betrachten nun das Polynom p € A[t], das durch

t 0 0 0
0t O 0

p(t) :=det(| 0 0 0| —M)
00 ... ... ¢

gegeben ist. Die Matrix auf der rechten Seite der letzten Gleichung ist dabei eine
Matrix mit Eintrdgen aus dem Polynomring A[t]. Aus der Definition der Deter-
minante sieht man, dass p ein Polynom vom Grad n mit fithrendem Koeffizienten
1 ist. Wegen der Gleichung (2.4) gilt p(x) = 0. Das Polynom p bezeugt also, dass
x ganz iiber A ist. O

SATZ 5.9. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins, sodass A < B. Seix € B so,
dass x ganz iber A ist. Dann ist A[z] ganz iber A.

Beweis: Sei y € Alx]. Da x ganz iiber A ist, gibt es wegen Satz 5.7 n € N und
bo, .- bp—1 € B, sodass Alz] =Y " | A-byund bg =1. Dayin y . | A-b; liegt,
ist y nach Satz 5.8 ganz iiber A. O

Allgemeiner gilt:

SATZ 5.10. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins, sodass A < B, und seien

x,y € B. Wenn x ganz iber A ist, und y ganz iber Alx] ist, so ist y ganz iber

A.
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Beweis: Da y ganz tiber Afx] ist, gibt es n € N und ¢g,...,c,—1 € B mit ¢y = 1

und
n—1
= Al]
i=0

Da x ganz iiber A ist, gibt esm € N und by, ...,b,,_1 € B mit by = 1 und

Insgesamt gilt also

._\

n—1 m—
(A=) A - (bjc;).

%

Il
=)

7=0
Da y in dieser endlichen Summe liegt, ist y nach Satz 5.8 ganz iiber A. O

UBUNGSAUFGABEN 5.11

(1) Sei g € Q eine rationale Zahl, die ganz iiber Z ist. Zeigen Sie ¢ € Z.

(2) Sei R := Q[z,y]/I, wobei I := (x? + zy + 1). Mit @ bezeichnen wir den Unterring
{g+ 1| q € Q}. Zeigen Sie:

(a) x+ I ist nicht ganz iiber Q.
(b) x + I ist ganz iiber Q[y + I].

(3) Sei R := Z[V?2], und sei  := 5+ V/2. Da z € Z + ZV2 + Z(/2)? und da
7 + 72 + 7(3/2)? ein Unterring von R ist, ist auch x ganz iiber Z. Im folgen-
den Beispiel konstruieren wir ein Polynom in Z[¢] mit fithrendem Koeffizienten 1, das
z als Nullstelle hat.

(a) Sei by := 1, by := V/2, by := (¥/2). Finden Sie eine 3 x 3-Matrix A, sodass

bQZL' bo
blfL' =A- bl
bgl‘ b2

(b) Berechnen Sie das charakteristische Polynom von A.
(4) (Ringerweiterungen) Wir betrachten den Ring Q[z] und seine Unterringe
Q[z? — 322 + 22] und Q.
(a) Ist Q[z] ganz iiber Q[z3 — 322 + 2]?
(b) Ist Q3 — 322 4 2z] ganz {iber Q?

SATZ 5.12. Seien A, B,C'" kommutative Ringe mit Fins, sodass A < B < C.
Wenn B ganz tiber A, und C' ganz tiber B ist, so ist C' ganz iiber A.
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Sei x € C. Da x ganz iiber B ist, gibt esn € N und by, ...,b,_1 € B, sodass
(2.5) 2"+ b’ =0,

Diese Gleichung belegt, dass x ganz iiber A[by, ..., b,_1] ist. Da by ganz iiber A
ist, ist by auch ganz tiber A[by,...,b,_1]. Da also x ganz iiber A[bs, ..., b,—_1][bo]
und by ganz iiber Afby, ..., b, 1] ist, ist  wegen Satz 5.10 auch ganz iiber
Alby,...,by_1]. Wir zeigen nun allgemein mit Induktion nach i, dass fiir alle
ie{l,...,n} gilt:

(2.6) x ist ganz tiber A[b;, biy1,...,0n_1].

Fiir « = 0 ergibt sich das aus der Gleichung 2.5. Wir nehmen nun an, dass i < n—1
und z ganz iiber A[b;, bit1,...,bu_1] = (Albis1, ..., by_1])[bi] ist. Da b; ganz iiber
A ist, gilt auch:

b; ist ganz iiber A[b;y1,...,bn_1].

Somit ist z nach Satz 5.10 auch ganz iiber A[b;1,...,b,—1]. Somit gilt (2.6) fiir

alle 1 € {0,...,n}. Fiir i := n erhalten wir, dass = ganz iiber A ist. O

3. Algebraische Erweiterungen

DEFINITION 5.13. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins mit A < B, und sei
e € B. Das Element e ist algebraisch iiber A, wenn es ein p € A[t] mit p # 0 gibt,
sodass p(e) = 0. B ist algebraisch iiber A, wenn alle b € B algebraisch tiber A
sind.

UBUNGSAUFGABEN 5.14

(1) Sei R ein Ring, der C[t] als Unterring (mit demselben Einselement) enthilt. Wir
nehmen an, dass R ganz iiber C[¢] ist. Zeigen Sie, dass R kein Korper ist. Hinweis:
Wenn R ein Korper ist, so ist + in R. Also ist $ ganz iiber C[t]. Verwenden Sie jetzt
das Polynom in C[t][t1], dessen Nullstelle % ist, um zu zeigen, dass t algebraisch iiber
C ist — Widerspruch.

LEMMA 5.15. Seien A, B Integrititsbereiche mit A < B. Dann sind dquivalent:

(1) B ist algebraisch iber A.
(2) Q(B) ist algebraisch iber Q(A).
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Beweis: (1)=-(2): Seien p,q € B mit q # 0. Wir zeigen, dass g algebraisch iiber
Q(A) ist. Da ¢ algebraisch iiber A ist, gibt es ein Polynom f € A[t] vom Grad
n > 1, sodass

fla) =0.
Fiir g(z) := 2™ f(1) gilt g(%) = 0. Also ist % algebraisch iiber A, und somit ganz
tiber Q(A). Das Element p ist ganz iiber Q(A), also auch iiber Q(A)[[%}]. Also ist
Q(A)[[%]][[p]] ganz iiber Q(A). Da L € Q(A)[[%]] [p], ist £ ganz tiber Q(A). (2)=-(1):
Sei b € B. Dann ist b Nullstelle eines Polynoms f in Q(A)[t] \ {0}, und nach
Multiplikation mit den Nennern der Koeffizienten von f auch eines Polynoms

g € Alt]\ {0}. O

PROPOSITION 5.16. Seien A, B, C' Integritdtsbereiche mit A < B < C. Wenn B
algebraisch iber A und C' algebraisch iber B ist, so ist C' algebraisch diber A.

Beweis: Nach Lemma 5.15 ist Q(B) algebraisch, also ganz, iiber Q(A), und Q(C)
ganz iiber Q(B). Also ist Q(C') ganz iiber Q(A), und somit ist C' algebraisch iiber
A. 0J

SATZ 5.17. Seien A, B Integrititsbereiche mit A < B, sei x € B. Wenn x alge-
braisch iber A ist, so ist auch A[z] algebraisch diber A.

Beweis: Da x algebraisch iiber A ist, gibt es ein n € N und ein Polynom p =
S o pitt € Alt] von Grad n, sodass

Zn:pi = 0.
i=0

In Q(B) gilt dann

. bi
3.1 —z'=0.
(3.1) >

Es gilt Q(A) < Q(B). Nach (3.1) ist £ ganz iiber Q(A). Wegen Satz 5.9 ist also
Q(A)[7] ganz tiber Q(A).

Wir zeigen nun, dass A[z] algebraisch iiber A ist. Sei dazu y € A[z]. Dann
liegt ¥ in Q(A)[{]. Es gibt also ein Polynom ¢ € Q(A)[t] vom Grad n > 1,
sodass q(¥) = 0. Durch Multiplikation mit allen Nennern der Koeffizienten von ¢
erhalten wir ein Polynom ¢ € A[t] vom Grad n > 1, sodass ¢/(y) = 0. Daher ist
y algebraisch iiber A. O
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LEMMA 5.18. Seien A,C Integrititsbereiche mit A < C. Dann ist die Menge
B :={be C|bist algebraisch iber A} ein Unterring von C.

Beweis: Seien x1,x5 € B. Da x4y algebraisch iiber A ist, ist x5 auch algebraisch
tiber Afz;]. Somit ist nach Satz 5.17 auch Afz][zs] = Afzi1,22] algebraisch
tiber Afx,]. Ebenso ist nach Satz 5.17 der Ring A[x,] algebraisch iiber A. Nach
Proposition 5.16 ist daher A[xq, zo] algebraisch tiber A. Da {x; + 9, 21 — 22, 21 -
xo} C Afzy, 2], liegen Summe, Differenz und Produkt von z; und x5 in B. Daher

ist B ein Unterring von C. U

DEFINITION 5.19. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins mit A < B. Eine
Folge S = (s; | i € I) von Elementen aus B ist algebraisch unabhdingig iber
A, wenn fiir alle n € N, fiir alle p € Afty,...,%,] \ {0} und fiir alle paarweise
verschiedenen 74, ... ,1, € I gilt:

]_?(Sil, ey Sin) 7é 0.

DEFINITION 5.20. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins mit A < B, und sei
S eine Folge von Elementen aus B. S ist eine Transzendenzbasis von B iiber A,
wenn S maximal unter den algebraisch unabhéngigen Folgen aus B ist.

PROPOSITION 5.21. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins mit A < B. Dann

besitzt B eine Transzendenzbasis tiber A.

Beweis: Sei S eine Kette {iber A algebraisch unabhéngiger Folgen, und sei S :=
Us.

Wenn S = (s; | i € I) algebraisch abhéngig ist, gibt es iy,...,i, € I, und p €
Alty, ..., t,) mit p # 0, sodass p(s;,, ..., s;,) = 0. Es gibt nun ein Element S’ € S,
das (s;, | k € {1,...,n}) enthilt. Daher ist S’ algebraisch abhingig.

Also ist S algebraisch unabhéngig. Somit liefert das Zornsche Lemma eine Trans-

zendenzbasis von B. O

SATZ 5.22. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins mit A < B, und sei S =
(s; | i € I) eine iiber A algebraisch unabhingige Teilfolge von B. Seie € B, und
sei j & 1. Sei S":=SU{(j,e)}. Dann sind dquivalent:

(1) S’ ist algebraisch abhingig iber A.
(2) e ist algebraisch iber A[S].
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Beweis: (1)=(2): Seien n € Ny, i1, ..., 1, paarweise verschiedene Elemente aus [
und f € Alty,...,tn1] so, dass f # 0 und f(s;,,...,s,,e) = 0. Sei nun
f(tl, e 7tn+1) = Zuj<t17 Ce ,tn>tn+1j.
=0
Dann gilt

m
Z’U/_j(sil, . ,Sin>€J =0.
j=0

Fiir das Polynom g := Y™ w;(si,, ..., s, )t € A[S][t] gilt, da S algebraisch
unabhéngig ist, g # 0 und g(e) = 0. Somit ist e algebraisch iiber A.

(2)=(1): Sei g € A[S][t] so, dass g # 0 und g(e) = 0. Jedes Element in A[S]
lasst sich in der Form u(s;,,...,s;, ) mit n € N und u € Alty,...,t,] schreiben.
Also lasst sich das Polynom ¢ schreiben als

deg(g)

g= Z T CT I T

k=0
wobei m € N und die ¢; paarweise verschieden sind. Wir betrachten nun das
Polynom ¢' € Alty,...,tm11], das durch

)

Gty tme1) = wp(ty, .yttt ®
0

[N

@
09
—~
Q

B
Il

definiert ist. Es gilt ¢’ # 0 und ¢'(si,,...,Si,,,e) = 0. Folglich ist S U {(j,e)}
algebraisch abhéngig iiber A. O
Die Voraussetzung, dass S algebraisch unabhéngig ist, wird fiir die Implikation
(1)=-(2) wirklich gebraucht. Wenn ndmlich A < B Integritatsbereiche sind, und
by, by € B algebraisch abhéingig sind, so muss deswegen aber b, nicht algebraisch
tiber A[b] sein. Als Beispiel sei A := R, B := C(t), by := i, by := t. Fiir f(t1,t2) :=
2ty + Lo gilt f(i,t) = 0. Trotzdem ist ¢ nicht algebraisch iiber R[i] = C.

LEMMA 5.23. Seien A, B Integritdtsbereiche mit A < B, und sei X C B so, dass
A[X] = B. Sei U eine mazimale Teilfolge aus X mit der Eigenschaft, dass U
algebraisch unabhdngig ist. Dann ist U eine Transzendenzbasis von B tiber A.

Beweis: Wegen Satz 5.22 ist jedes x € X algebraisch iiber A[U]. Die iiber A[U]
algebraischen Elemente von B bilden nach Lemma 5.18 einen Unterring von B.
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Dieser Unterring enthélt alle Elemente von X und A. Somit enthélt dieser Un-

terring ganz A[X], und ist somit gleich B. O

SATZ 5.24. Seien A, B Integrititsbereiche mit A < B, sei (x1,...,%,) eine
Transzendenzbasis von B tber A, sei r € N, und sei (wi,...,w,) eine tber
A algebraisch unabhingige Folge von Elementen aus B. Dann g¢ibt es fiir alle
i €{0,1,...,min(r,m)} eine injektive Abbildung 7 : {i+1,...,m} — {1,...,m},
sodass B algebraisch tiber

Alwy, .. Wi, Trig1ys - - s Ta(m)]
15t.
Beweis: Induktion nach i. Fiir ¢ = 0 setzen wir 7 := idgy ). Da (21,...,25)
eine Transzendenzbasis von B iiber iiber A ist, gilt fiir jedes e € B, dass

(x1,...,Tm,e) algebraisch abhéngig tiber A ist. Dann ist e nach Satz 5.22 alge-
braisch iiber Afzy,...,x5].

Sei nun ¢ > 1. Wir nehmen an, dass
(3.2) B algebraisch tiber Afwy, ..., wi—1, Tx()s - - > Tr(m)]

ist. Wir wollen nun eines der ;) durch w; ersetzen. Dazu wéhlen wir eine Menge
K ={ky,...,k} als eine Teilmenge von {i,7+ 1,...,m}, die maximal beziiglich
C mit der Eigenschaft ist, dass

(Wi, Wim1, Wi, Tr(hy)s - - - Tr(ky)) algebraisch unabhéngig
ist; da (wy, ..., w;) algebraisch unabhéngig ist, gibt es ein solches K.

Falls K = {i,i+1,...,m}, so ist

(wla s awivxﬂ(i)7 s 7x7r(m))

algebraisch unabhéngig. Wegen (3.2) ist w; algebraisch iiber
Alwy, o Wit Ty - T |- Nach Satz 5.22 ist dann
(W1, ..., Wi, Tr(i), - - -, Tu(m)) algebraisch abhingig iiber A.

Daher gibt esein j € {i,i+1,...,m}, sodass j ¢ K. Wegen der Maximalitdt von
K gilt also

(W1, - o s Wiy Tre(hy)s - - - 5 Tr(ly)) ISt algebraisch unabhéngig iiber A, und
(W1, Wi, Tr(hy)s - - - Tr(ly)s Tr(y)) ISt algebraisch abhéngig iiber A.
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Daher ist nach Satz 5.22 x,(; algebraisch iiber Afws, ..., wi, Try), - Tren ],
folglich iiber Afwy, ..., Wi, Txg), - Tr(j—1)s Ta(j41)s - - - » Ta(my]- Wir definieren
nun

o:{i,....m}—A{l,...,m}

durch o(j) :=7(i), o(i) := 7(j), und o(r) = 7(r) fir r € {i,...,m}\ {i,5}. Nun
ist also x,(; algebraisch iiber

C:= A[[wh e Jwin‘T(i"’l)’ e ;xa(m)]]‘

Wegen (3.2) ist B algebraisch iiber Afwy, ..., wi—1, Zo@t1)s - - - To@m)] [To@) ], und
daher erst recht iiber Afws, ..., wi—1, Wi, To(is1), - - - Tom)][Zo6)] = Clzsn)]- Da
wegen Satz 5.17 der Integritatsbereich Cz,(;] algebraisch iiber C ist, folgt nach

.....

Gewitinschte. O

KOROLLAR 5.25. Seien A, B Integrititsbereiche mit A < B, und sei (x1,...,Ty)
eine Transzendenzbasis von B iber A. Sei (wy,...,w,) eine iber A algebraisch
unabhdngige Folge von Elementen aus B. Dann gilt r < m.

Beweis: Wir nehmen an r > m. Aus dem Austauschsatz (Satz 5.24) erhalten
wir, dass B algebraisch tiber Afwy, ..., w,] ist. Also ist w,,; algebraisch iiber
Afwy, ..., wpy]. Nach Satz 5.22 ist (wy, . . . , Wy, Wy41) dann algebraisch abhéngig.

d

DEFINITION 5.26. Seien A, B Integritéitsbereiche mit A < B. Wenn B eine end-
liche Transzendenzbasis iiber A besitzt, so ist der Transzendenzgrad von B iiber
A die Anzahl der Elemente dieser Basis. Andernfalls ist der Transzendenzgrad

Q.

4. Noethersche Normalisierung

LEMMA 5.27. Sei k ein unendlicher Korper, n € N, und sei p € k[t1,...,t,] mit
p # 0. Dann gibt es ein v € k™ mit p(v) # 0.

Beweis: Wir verwenden Induktion nach n. Falls n = 1, ist p ein Polynom in einer
Variablen, das nicht das Nullpolynom ist. Ein solches Polynom hat nur endlich
viele Nullstellen; da k& unendlich ist, bleibt also eine Nichtnullstelle iibrig. Falls
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n > 1, so schreiben wir mit [ := deg, (p)

l

p=3 piltr, .. tur)th

=0

Nun hat p; nach Induktionsvoraussetzung eine Nichtnullstelle (vy, ..., v,_1). Das
Polynom

I
p = Zﬁ(vl, e Uyt
i=0

in k[t] ist also nicht das Nullpolynom, da sein Koeflizient vom Grad [ ungleich
0 ist. Ein univariates Polynom, das nicht das Nullpolynom ist, hat nur endlich
viele Nullstellen; es bleibt vom unendlichen Koérper k also eine Nichtnullstelle v,
tibrig. Der Vektor (vy,...,v,) ist also dann eine Nichtnullstelle von p. |

LEMMA 5.28. Sei k ein Korper, und sei B ein kommutativer Ring mit Eins mit
k< B.SeineN, x=(xy,...,x,) eine Folge von Elementen aus B, und sei
p € k[t1,...,t,] so, dass

p(z1,...,2,) =0

und p # 0. Dann gibt es Polynome fo,..., fn € k[t1,...,t,] und g1,...,9, €
k[t1,...,ts], sodass folgendes gilt:

(1) xy ist ganz iber k[fo(x), ..., fu(z)],
(2) Fir alle j € {1,...,n} gilt

ti = gi(ty, folte, o tn), s fulte, .o t)).

(Das bedeutet, dass k[f2(x), ..., fu(x),z1] = B.)

Wenn k unendlich ist, so kann man alle f; linear wdhlen.

Beweis: Wir betrachten zunéchst den Fall, dass £ unendlich ist. Sei I eine endliche
Teilmenge von Ny", und sei {(¢; | i € I) : I — k so, dass

p= Z (i, ... i)t - tin,

Fiir ein passendes (ao, ..., q,) € k"1 gilt nun, dass das Polynom

Q(t17 .. 7tn) = p(tth + aQtlu o 7tn + Oént1>
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von der Form byt + Zf\:ol bi(ta, ... 1)t mit by € k, b; € k[ta, ..., t,] ist. Um

das zu zeigen, bilden wir ein Polynom ¢’ in k[tq,... t,, a0, ..., ay).

¢ =p(t1,ta + asty, ..., b, + anty)
= Y clin,. i)t (b agty)? - (B + agty)
(310 eyin ) EL
Sei N der totale Grad von p. Dann erhalten wir den Koeffizienten K von ¢V in
¢ durch
K = Z c(iy, ... in)a2aZ - -a.

(i1 yeeeyin)ET

i1t tin=N
Das Polynom K € klas,...,a,| ist nicht das Nullpolynom, also gibt es nach
Lemma 5.27 ein (ag,...,q,) € k"1 sodass K(ay,...,a,) # 0. Das Polynom
q:=q(ty,...,th,q9,...,ay) ist also ein Polynom in k[ty,...,t,], das von der
Form bytN + SN P bi(ty, .. )t ist.

Es gilt
G(x1,mo — Qox1, ..., Ty — apxy) = 0.
Das bedeutet
N-1
byrd + Z bi(xe — oy, ..., Ty — ury)zy = 0.
i=0
Also ist zy ganz iiber k[zy — agzy, ..., 2, — apxq]. Somit leisten f; := x; — a2y

und g; == ti1, g; == x; + ojz; das Gewiinschte.

Wenn k endlich ist, so kann man g; := t; + t& " mit d > max{i; |i € I,j €
{1,...,n}}und f; :=t; — t&"" wiihlen. O

SATZ 5.29 (Noethersche Normalisierung). Sei k ein Korper, sei B ein kom-
mutativer Ring mit Eins mit k < B, und seien x1,...,x, € B so, dass
klxi,...,z,] = B. Dann gibt es v € {0,...,n} und f1,..., fn € k[t1,...,t0],
sodass fiir y; = fi(x1,...,z,) gilt:

(1) (y1,...,y) ist algebraisch unabhdingig iber k,
(2) B ist ganz dber klyi, ..., y].

Beweis: Induktion nach n. Wenn (xy, ..., x,) algebraisch unabhéngig ist, so gilt
fir r:=nund f; :=1t; (j € {1,...,n}) das Gewiinschte.
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Wenn ¢ = (x1,...,x,) algebraisch abhingig ist, so gibt es ein p € k[ty, ..., t,]
mit p # 0, sodass

p(zy,...,x,) =0.
Daher gibt es nach Lemma 5.28 fi,..., fn,_1 € k[t1,...,t,], sodass x, ganz iiber
E[fi(zy, ... 20), ., fao1 (21, ..., 2,)] ist, und

k[[fl(m)’ ce >m(m)’xnﬂ =B.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es nun ¢i,...,¢9. € kft1,...,t,_1], sodass
k[fi(x),..., fo_1(x)] ganz tiber

klgi(fu(@), - (@) G (fil@), - faa(2)]
ist
Fiir hj := g;(f1, .-, fu_1) € k[t1, ..., t,] gilt also:
E[fi(z), ..., fo_i(z)] ist ganz iiber k[hi(z), ..., h.(x)].
Da z, ganz iiber

k[fi(z),. .., foa(2)]
ist, gilt:

E[fi(x),..., fai(x)][x,] ist ganz iiber k[hy(x),. .., h.(2)].

Folglich ist B ganz iiber k[hi(z), ..., h.(x)]. O

UBUNGSAUFGABEN 5.30

(1) Finden Sie eine Noethersche Normalisierung von R = Qlz,y, z]/I iiber Q, wobei
I = (2% + 2yz + 1). Finden Sie also r € Ng und y1,...,y, € R, sodass (y1,..., )
algebraisch unabhéngig ist und R ganz iiber Q[yz, ..., y,] ist.

(2) Finden Sie eine Noethersche Normalisierung von R = Q[z,y,z]/I iiber Q, wobei
I = (zyz+1). Hinweis: Zeigen Sie, dass R ganz iiber Q[(y — z) + I, (2 — x) + I] ist.
Um zu zeigen, dass ((y —z)+1,(x—2)+ I) algebraisch unabhéngig ist, verwenden
Sie, dass (x 4+ I,y + I) eine Transzendenzbasis von R iiber Q ist.

5. Der Hilbertsche Nullstellensatz

SATZ 5.31 (Hilberts Nullstellensatz — Schwache Form). Sei k ein Kdrper, und sei
I ein Ideal von k[ty,...,t,] mit 1 & I. Dann gibt es eine algebraische Kérperer-
weiterung K von k und x € K", sodass fiir alle f € I gilt: f(x) = 0.
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Beweis: Sei M ein maximales Ideal von k[ty,...,t,] mit I C M # k[t], und sei
K :=k[t]/M. K ist ein Korper, und (z1,...,2,) = (1 + M, ..., t,+ M) ist eine
Nullstelle aller Polynome in I. Es bleibt zu zeigen, dass K algebraisch iiber k ist:
Seien dazu r € {0,...,n} und y1,...,y, € K so, dass K ganz iiber k[y1, ..., ]
ist, und (y1,...,¥,) algebraisch unabhéngig ist. Wenn r = 0, so ist K ganz iiber
k, also algebraisch. Wenn r > 1, so gilt wegen der Unabhéngigkeit der y;, dass
y1 # 04 M. Also gibt es ein z; € K mit 2, -y; = 1 + M. Da z; ganz iiber
klyi,...,y.] ist, gibt es m € Nund fi,..., fin_1 € k[t1,...,t,], sodass

m—1

z{”%—ZE(yl,...,yr)zi =0+ M.

=0

Durch Multiplikation mit y{* erhalten wir

m—1
L+ filyr -yl ™ =0+ M.
i=0

Das Polynom g € klty,...,t,], das durch

m—1

gi=1+>" filty,... .t

i=0
gegeben ist, erfiillt g # 0 und g(ys,...,y.) = 0. Dann ist (yi,...,y,) algebraisch
abhingig. 0

SATZ 5.32 (Grundlage des automatischen Beweisens geometrischer Sétze). Sei k
ein algebraisch abgeschlossener Korper, seien n € N, r, s € Ny,
fiseo oy fss iy hey g € K[ty ..., t,]. Dann sind dquivalent:

(1) Fir alle € k™ gilt:
(2) 1 liegt in dem von
(fi, o s fsshi-ur—1,... b u,—1,g-v—1)
erzeugten Ideal von k[ty,... t,,ut, ..., up,v].
Beweis: (1)=(2): Wenn 1 nicht in dem Ideal liegt, so haben die Polynome nach
Satz 5.31 eine Nullstelle (z, y, 2) in k**"T!. Es gilt dann fi(z) = ... = fi(z) =

0,h1(x) # 0,...,h.(x) # 0,9(x) # 0, im Widerspruch zu (1). (2)=-(1): Wenn
x € k" so ist, dass fi(z) = ... = fo(x) =0, ha(z) # 0, ..., hy(z) # 0, und
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g(x) # 0, so hat jedes Polynom in der Erzeugermenge des Ideals die Nullstelle
(X1, Ty Y1y -+, Yy 2), WODEL ;1= ﬁ und z := qu;)' Somit hat auch 1 diese

Nullstelle, ein Widerspruch. 0

SATZ 5.33 (Rabinowitschs Trick). Sei k ein Kdorper, s,n € N, und seien
fi,-- o fs € E[t1,. .., t,]. Dann sind dquivalent:

(1) ge V{fi, - fs)u-
(2) le <f17"'7fs7g'u’_ 1>k[t,u]

Beweis: (1)=(2). Sei I := (f1,..., fs, 91— 1) Wegen (1) gibt es ein € N,
sodass ¢" € I. Folglich gilt auch ¢" - u" € I. Da g-u = 1 (mod I), gilt auch
(g-u)" =17 (mod I), und somit 1 € I. (2)=-(1) Wenn g = 0, so liegt g klarerweise
im Radikal. Wenn g # 0, so gibt es Polynome ay, ..., as, b € k[t,u], sodass

S

D ailts, ot W) filty ) F bt u)(g(t, ) u— 1) =1

i=1
Wir werten jetzt beide Seiten im rationalen Funktionenkorper Q(k[xy,...,z,)])
an der Stelle (zq,...,z,, T mn)) aus, und erhalten

S

Zai(:l:l,...,:cn,1/g(x1,...,a:n))fi(wl,...,xn) =1.

i=1
Es gibt nun r € N und hy, ..., hs € klzy, ..., z,], sodass
hi(xl,...,l‘n)

ai(T1, ..., xp, 1/g(x1,...,2,)) = .
( ! /g< ' )) g(x17 AR 71'”)7”
Dann liegt ¢" in dem von (f1,..., fs) erzeugten Ideal von k[ty, ..., t,].

SATZ 5.34 (Hilberts Nullstellensatz — Starke Form). Sei k ein algebraisch abge-
schlossener Korper, sei n € N, und seien f1,..., fs € k[t1,...,t,]. Wenn fir alle
x € k" mit fi(z) = - = fi(x) = 0 gilt, dass g(x) = 0, so liegt g im Radikal
von (fi,..., fs)-

Beweis: Sei u eine neue Variable. f; = ... = f, = 0, g - u = 1 ist unlosbar,
also gilt wegen der schwachen Form des Nullstellensatzes 1 € (f1,..., fs,9 - u —
1) kit~ Also liegt nach dem Satz von Rabinowitsch (Satz 5.33) ¢ im Radikal von

(frr- o fs)ny- O
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6. Ein Satz iiber injektive und surjektive polynomiale Abbildungen

Wir beweisen in dieser Sektion den folgenden erstaunlichen Satz.

SATZ 5.35 (Satz von Ax und Grothendieck [Ax68]). Sei k ein algebraisch ab-
geschlossener Kéorper, n € N, fi,...,fn € k[t1,...,t,] so, dass die Abbildung
F k" — k" (x1,...,2,) = (fi(®), fa(x), ..., fulx)) injektiv ist. Dann ist F
auch surjektiv.

Wir brauchen fiir diesen Satz einige einfache Lemmata.

LEMMA 5.36. Seien A, B kommutative Ringe mit Fins mit A < B, und seix € B
algebraisch iber A. Dann gibt es a € A\ {0}, sodass ax ganz tber A ist.

Beweis: Seip =" ja;t" so, dass a,, # 0 und p(z) = 0. Dann gilt

n
0=a"'. Z a;x"
=0
n—1
=anx" + Z a;a” ' lal at
i=0

Folglich gilt fiir ¢ := " + >0 a;a? ', dass q(a,x) = 0. U

LEMMA 5.37. Sei D ein faktorieller Integrititsbereich, sei Q(D) sein Quotien-
tenkorper, und sei x € Q(D) ganz iber D. Dann gilt x € D.

Beweis: Sei x = ¥ mit y,z € D so, dass y,z keinen primen Teiler gemeinsam
haben. Wenn z in D invertierbar ist, so gilt z =y - i(z) € D. Wenn z in D nicht
invertierbar ist, gibt es ein primes p € D mit p | z. Es gilt dann p 1 y. Seien
n 1,0, € D so, dass (£)" + 31 a; (L)' = 0. Dann gilt y" = — S0 vz,
und somit z | y™ und somit p | y™. Da p prim ist, gilt p | y. Widerspruch. O

LEMMA 5.38. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins mit A < B, sei B ganz
iiber A, und seien by, ..., b, € B so, dass B = A[by,...,b,]. Sei I ein Ideal von
A. Wir nehmen an, dass (I)p = B. Dann gilt I = A.

Beweisskizze: Durch wiederholte Anwendung von Satz 5.7 erhalten wir m € N
und z1,...,%, € B,sodass zy =lund B=) " | A z;.
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Wir zeigen nun, dass es fiir jedes y € B Elemente i1, ...,1%,, € I gibt, sodass

(6.1) y=> i
=1

Wegen y € (I)p gibt es r € N, by,...,b, € B und ji,...,j, € I, sodass
y = > 1 bijk Da b, € >0 Ay, gibt es ag,...,apm € A, sodass y =

SO0 akam) e = Do O hy akadr) . Wir setzen nun 4 := Y, Qg ik,
und erhalten so die Darstellung in (6.1).

Aus dieser Darstellung fiir y € {z1,...,z,,} erhalten wir eine Matrix T € I"™*"™
sodass
T T
: _T.
T T

Da z; = 1, erhalten wir det(E,,—T") = 0. Wenn wir diese Gleichung im Faktorring
A/I betrachten, so gilt 1 =0 (mod I). Also gilt 1 € I. O

LEMMA 5.39. Sei k ein endlicher Korper, und sei B ein kommutativer Ring mit
Eins mit k < B. Wir nehmen an, dass es n € Ny und z1,...,x, € B gibt mit
B = k[x1,...,x,]. Dann hat B ein Ideal J mit J # B, sodass B/J nur endlich

viele Elemente hat.

Beweis: Nach Satz 5.29 gibt es r € Ny und ,...,y, € B, sodass (y1,...,r)
algebraisch unabhéngig tiber k sind, und B ganz iiber k[yi,...,y.] ist. Da
klyi,...,yr] isomorph zum Polynomring k[t;,...,¢.] ist, gilt fiir das von
{y1,...,y,} erzeugte Ideal I von k[yi,...,y,], dass 1 ¢ I. Nach Lemma 5.38
(fir A := k[y1,...,v.]) gilt daher auch fiir das von {y1,...,y,} erzeugte Ide-
al J von B, dass 1 ¢ J. Da 1 ¢ J, gilt kN J = {0}. Folglich ist &' :=
{a+ J| a € k} zu ein zu k isomorpher Unterring von B/.J. Wir wissen, dass
fiir jedes i € {1,...,n} das Element x; ganz iiber k[yi,...,y.] sind. Folglich
ist jedes x; + J ganz iiber kfyi,...,y.]/J = k'. Wegen B = k[xq,...,x,] gilt
auch B/J = K'[z1+ J,...,x, + J]. Sei d; der Grad eines Polynoms p; in k'[{]
mit fiihrendem Koeffizienten 1 und p;(z; + J) = 0. Daher ldsst sich jedes Ele-
ment von B/J in der Form Qiyoin (1 + )+ (2,4 J)™ mit allen

i1<dq ...y in<dp Ul
i, € k' schreiben. Somit hat B/J nur endlich viele Elemente. O

.....
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LEMMA 5.40. Sei B ein Integritditsbereich mit Z < B, und seien xy,...,x, € B
so, dass B = Z[x,...,x,]. Dann hat B ein Ideal J mit J # B, sodass B/J nur
endlich viele Elemente hat.

Beweis: Sei Y =: (y1,...,y,) eine maximale Teilfolge von (z1,...,z,) mit der
Eigenschaft, dass Y algebraisch unabhingig {iber Z ist. Dann ist nach Satz 5.22
jedes x; algebraisch iiber Z[Y]. Also gibt es wegen Lemma 5.36 ¢i,...,q, €
Z[Y]\ {0}, sodass jedes g;x; ganz iiber Z[Y] ist. Sei ¢ := q1q2 - - g In Q(B) gilt

B =Z[xy, ...z, < Z[Y][q11, - .. ,qnmn]][[%]].

Da g € Z[Y] und da Y algebraisch unabhéngig iiber Z ist, gibt es genau ein
q € Zlty,...,t,) mit ¢ = ¢ (y1,...,y,). Sei p eine Primzahl, die zumindest einen
Koeffizienten von ¢’ nicht teilt. Wir zeigen nun, dass p in B nicht invertierbar ist.
Nehmen wir an, dass es i(p) € B gibt, sodass i(p) - p = 1. Dann gilt i(p) € F[[é]]
mit F:= Z[Y][q1x1, - . ., gop]. Somit gibt es m € N und fo, ..., f,, € F, sodass

und somit ¢™ - i(p) = Yit, fig™ " € F. Wir betrachten nun das Element % €
Q(B). Wegen ¢™i(p)p = ¢, gilt ¢"-i(p) = %. Nun gilt ¢ € Z[Y] und p € Z[Y].
Also gilt % € Q(Z[Y]). Da F ganz iiber Z[Y] ist, ist % ganz iiber Z[Y]. Da
Z[Y] isomorph zu Z[ty,...,t,] und somit faktoriell ist, gilt wegen Lemma 5.37
auch % € Z[Y]. Daher teilt p alle Koeffizienten von (¢')™. Folglich teilt p auch
alle Koeffizienten von ¢’, im Widerspruch zur Wahl von p. Somit ist p in B nicht

invertierbar.

Sei I das von p erzeugte Ideal von B. Dann gilt I NZ = p-Z. Sei k' =
{z4+ 1|2 € Z}. Dann ist k' ein Koérper mit p Elementen, und es gilt B/I =
K'lxy+1,... 2, + I]. Wegen Lemma 5.39 hat B/I ein Ideal K, sodass (B/I)/K
endlich ist. Sei J := J pyex b+ 1. Dann ist B/J isomorph zu (B/I)/K, und
somit endlich. O

KOROLLAR 5.41.

(1) Sei R ein endlich erzeugter kommutativer Ring mit Eins. Dann hat R
ein Ideal J mit 1 ¢ J, sodass R/J ein endlicher Ring ist.
(2) Ein Korper K, der als Ring endlich erzeugt ist, ist endlich.
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Beweis: Wir beweisen zunéchst (2). Der von 1 erzeugte Unterring von K ist ein
Integritdtsbereich, also isomorph zu Z, mit p Primzahl, oder zu Z. Nun ergibt
Lemma 5.39 oder Lemma 5.40, dass K ein Ideal J mit J # K besitzt, modulo
dem K endlich ist. Als Korper besitzt K nur die Ideale 0 und K, also gilt J =0
und K ist endlich. Fiir (1) wéhlen wir ein maximales Ideal M von R. Dann ist
K := R/M ein durch endlich viele Elemente erzeugter Korper, also nach (2)
endlich. U

Beweis von Satz 5.35: Wir nehmen an, dass F' injektiv und nicht surjektiv ist.
Da F' injektiv ist, gibt es nach dem Nullstellensatz fiir jedes i € {1,...,n} ein
m; € N und Polynome py,...,p, € k[z1,..., 20, y1,...,Yn] = k[, y], sodass

(6.2) (@i — ya)™ = ij(fm y) - (fi(=) = fi(y))-

Da F nicht surjektiv ist, gibt es ein (aq,...,a,), das nicht im Bildbereich von F’
liegt. Folglich gibt es wegen des Nullstellensatzes ¢i, ..., q, € k[t1, ..., t,], sodass

(63 =208 (it t) = ).

Sei nun B der von 1 und den Koeffizienten von p;, fj,q; (j € {1,...,n}) und
ai,...,a, erzeugte Unterring von k. Nach Korollar 5.41 hat B ein Ideal J # B,
sodass B/J ein endlicher Korper ist. Wir betrachten nun die Abbildung

P (B)J)" v (B, (21, z0) = (fi(2)s- s fu(2)).

Wegen (6.3) gibt es kein z € (B/J)", sodass Fi(z) = (a1 + J,...,a, + J).
Wegen (6.2) ist die Abbildung Fj injektiv. Die Abbildung F} ist also injektiv
und nicht surjektiv, im Widerspruch zur Endlichkeit von B/J. Somit kann es
keine injektive und nicht surjektive Abbildung F' geben; jede injektive Abbildung
F k™ — k™ ist also surjektiv. 0

7. Unterkorper des Korpers univariater rationaler Funktionen

LEMMA 5.42. Sei K ein Korper, und seien p,q € K[t] mit ggT yy(p,q) = 1. Sei
K(2) der von £ erzeugte Unterkorper von K(t). Sei m := deg(p),n := deg(q).
Wenn max(m,n) > 1, so ist K(t) algebraisch tber K(g), und es gilt [K(t) :
K(2)] = max(m,n).
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Beweis: Wir definieren ein Polynom f € K(t)[z] durch f(z) := q(z) - % —p(z).
Es gilt f € K()[z] und f(t) = 0. Wenn m > n, so ist der fithrende Koeffizient
von f gleich —p,,, wenn m < n, so ist der fithrende Koeffizient von f gleich —qng.
In jedem dieser beiden Félle ist der Grad von f gleich max(m,n). Wenn m = n,
so gilt fiir den Koeffizienten f,, von 2" in f, dass f, = p, — §Qn~ Wenn f, =0,
so gilt Z—: = g. Dann gilt wegen gg Ty (p,q) = 1, dass degp = degg = 0, im
Widerspruch zu max(m,n) > 1. Insgesamt gilt also deg(f) = max(m,n).

Wir zeigen nun, dass f ein irreduzibles Polynom in K(2)[z] ist. Der Korper K(?)
ist isomorph zum Korper K(s). Es reicht also zu zeigen, dass f = ¢(z)s — p(x)
irreduzibel iiber K (s) ist. Sei dazu a ein Teiler von f in K (s)[x] mit deg,(a) > 1.
Wir nehmen an, dass a ein primitives Element des Rings K[s][z] ist. Da a | f in
K(s)[7], gilt wegen Satz 3.20 auch a | f in K|[s][x]. Folglich gilt deg (a) € {0, 1}.
Wenn deg,(a) = 0, so gilt a|g und a|p in K|z], also deg,(a) = 0, im Widerspruch
zu deg(a) > 1. Wenn deg,(a) = 1, so schreiben wir a = ay(z)s + as(z). Es
gibt dann b € K[z] mit a - b = f. Dann gilt b|p und blq, folglich ist b konstant,
und somit deg,(a) = deg,(f). Damit hat f in K(s)[x] keine Teiler, deren Grad

verschieden von 0 und von deg, (f) ist, und ist somit irreduzibel iiber K(s). O

SATZ 5.43 (Satz von Liiroth). Sei K ein Korper, und sei L ein Unterkérper des
Korpers K(t) mit L # K. Dann ist L isomorph zu K(t).

Beweisidee: Siehe [Gar86, p. 145]. Wir geben hier so viel vom Beweis an, wie
fiir die algorithmische Bestimmung eines v € K(t) mit K(u) = L nétig ist.
Sei s € L\ K. Dann gibt es Polynome p,q € K][t] \ {0}, sodass s = %, und
geTky(p,q) = 1. Da s ¢ K, ist ¢ algebraisch iiber K(s), und folglich auch iiber

L.

Sei nun m € L[x] das Minimalpolynom von ¢ iiber L, und sei n sein Grad. Wegen
m € L[z] C K(t)[z] gibt es po,. .., Pn-1,40,---,qn—1 € K]t], sodass alle % in L
liegen, und
m — pi(t)
m=x +;qi(t)x'
Durch Multiplikation mit go(t) - g,—1(¢t) und Herausziehen des grofiten gemeinsa-
men Teilers der Koeffizienten erhalten wir 5 € K(¢) \ {0} und ay,...,a, € K[|

mit fm = f und
f= Zai(t) z’,
i=0
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sodass f ein primitives Polynom in K[t| [z] ist. Wegen § = a,, gilt ant = a;, und
somit 7= € L fiir alle ¢ € {1,...,n — 1}. Zumindest ein - liegt nicht in K: denn
wéren alle Z—n Elemente von K, so ldge das Minimalpolynom m von ¢ iiber L in
K|[z], und t wére algebraisch iiber K. Wir wahlen nun 7 so, dass o ¢ K, setzen

u = 7+ Man kann dann zeigen, dass K(u) = L.
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Resultants

Resultants reduce some problems on polynomials to linear algebra. Let R be
a commutative ring with unit, let m € N, and let R.,,[z] be the R-module
of univariate polynomials over R of degree less then m. Let f,g € R|[x] with
deg(f) < m, deg(g) < n. We define a mapping

P : Repfz] X Rep] = Rengm[7]

by ®(v,w) = fo+gw. Let B := ((z"1,0),...,(z%0),(0,z™1),...,(0,2°)), C :=
(xmtn=l . 2%). For (v,w) € Roy[x] X Rop[z], let (v,w)p be the coordinates
of (v,w) with respect to B, and for u € R, ym[x] let (u)c be the coordinates of
u with respect to C. The Sylvester matrix is the transpose of the representation

matrix of ® with respect to B and C', and hence defined by the identity

Syl (£, 9)T - (v,w)5 = (fv+ gw)c.

The resultant of f and g is defined by res™"(f, g) := det(SyI[m’”](f, 9))-

As an example, let f := 2% — 1123 + 4222 — 642 + 32, g = 2> — 8z + 15. Let
m =4,n = 2. Then

—11 42 —-64 32 O
1 =11 42 —64 32
-8 15 0 0 0
1 -8 15 0 0
0 1 -8 15 0
0 0 1 -8 15

61

Syl*2(f, g) =

o O O = O =
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For f = fox™ 4 -+ fna® and g = goz™ + - - - + ¢,,2°, the Sylvester matrix is an
(n 4+ m) x (n 4+ m)-matrix of the following form:

|

fo o i i I
syl (f.gy=1 90 --- - Gn

g .- ... (Qn

THEOREM 6.1. Let R be a commutative ring, let m,n € N, and let f,g € R|x]
with deg(f) < m, deg(g) < n. Then res™™(f, g)x° lies in the ideal of R[]
generated by f and g.

Proof: Let S := Syl[m’"}(f, g). Since S?4S = res!™™(f, g) I,11n, we have ST -y =
(0,...,0,res™™(f g))T, where y is the last row of S*. Let v, w be polynomials
in R[z] with (v,w)g = y. Then (0,...,0,res!™"(f g)T = STy = (fv + gw)c,
and therefore fv + gw = res!™"(f, g)a°. O

UBUNGSAUFGABEN 6.2

eien f =t —1lx 1? — 64w =12 -8 . Bestimmen Sie v, w ],
s 41123 44222 — 64z +32, g = 22 — 8z + 15. Best S €z
sodass fv + gw = 24z°.
1-11 42 —64 32 0 1667 —2085 —1643 7278 —10080 4448
0 1 —11 42 —64 32 139 555 —139 —114 1440 —1184
) )

. .. o_|1-8 15 0 0 0 —37 435 37 —546 1440 —928
Hinweis: S =057 2% 15 0 o0 —29 195 20 —282 672 —416
00 1 -8 15 0
0 0

—-13 75 13 —114 264 —160
0 1 -8 15 -5 27 5 —42 96 —56

resit2(f, g) = 24.
THEOREM 6.3. Let k be a field, let m,n € N, and let f = Y." fm—ix’ and
g = Y i gnit’ be polynomials in k(x| with fo # 0, go # 0. Then f,g have a
common divisor d € k[z] of positive degree if and only if res!™ " (f, g) = 0.

Proof: 1f d is a divisor of positive degree, then f(g/d) — g(f/d) = 0 and
deg(f/d) < m, deg(g/d) < n. Hence syll™ml(f. ) (g/d, —f/d)z = 0. Thus the
rows of Syl[m’”]( f,g) are linearly dependent, and hence the determinant of this

matrix is 0.

For the “if” direction, we assume det(Syll™™(f,g)) = 0. Then the rows of
Syl™ml(f. ¢)) are linearly dependent, and therefore there is y € k"™ with y # 0
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and Syl (f, )T -y = 0. Let a € keplz], b € kep|z] with (a,b)p = y. Then
fa+gb = 0and a # 0. Let d be the ged of f and g in k[z]. Then g/d divides (f/d)a,
and since f/d and g/d are coprime, g/d divides a. Hence deg(g/d) < deg(a) < n,
which implies deg(d) > 0. O

UBUNGSAUFGABEN 6.4

(1) Let k be a field, m,n € N, deg(f) = m, deg(g) = n, and let d be the ged of f and g in
k[z]. Show that the row space of Syll™"(f, g) is equal to {(p)c | p € kemyn[z], p lies
in the ideal of k[z] generated by f, g}, and also equal to {(p)c | p € k<mn[z], d | P}

(2) Let k be a field, m,n € N, deg(f) = m, deg(g) = n, and let d be the ged of f and ¢
in k[z]. Show that the rank of Syll™"(f, g) is m + n — deg(d).

(3) (Ged-computation via linear algebra) Let &k be afield, m,n € N, deg(f) = m, deg(g) =
n, and let d be the ged of f and g in k[z]. Let H be a matrix in echelon form such
that the row space of H is equal to the row space of Syl'™™(f, g). (For example, H
could be the Hermite normal form of Syl[m’"]( f,g).) Show that the last nonzero row

r of H contains the polynomial d (in the sense 77" = (d)¢).

LEMMA 6.5. Let R := Z[ay,...,am,b1,...,by], and let [ := [[;",(z — a;) and
g:i= H?’Zl(a: —b;) € R[z]. Then res[m’”](f, g) = H(i,j)emxg(ai —bj).

Proof: By expanding [[iZ,(z — a;) and [[}_,(z — b;) and computing the re-
sultant, we obtain r € Zlay, ..., am, b1, ..., b, with r(aq, ..., cm, f1,...,0n) =
res™™(f, g). By Theorem 6.3, for all (av,...,Qm,B1,...,0,) € C™™ i € m,

Jj € n with oy = B;, we have r(@, ) = 0. Hilbert’s Nullstellensatz implies that
for all 7, j, we have r € , /{(a; — bj><C[a p)- Since the total degree of a; — b; is 1, the

polynomial a; — b; is irreducible in Clay, ..., @, b1, . .., b,]. Thus a; — b; divides r
in Clay, ..., am,b1,...,b,). Since Clay, ..., am, by, ..., by, is a unique factorisation
domain, and all mn polynomials a;—b; are coprime, we have [[; ;¢ (@i—0;) | 7.

Let [ € m. When computing r = res™"™([[(x — a;), [[(x — b)), we see that q
occurs in n rows of Syl™" ([](z—a,), [[(z—b;)), and in each entry of the Sylvester
matrix, a; occurs with degree 1. Hence deg, (r) < n. Similarly, deg,, < m for all
l € n. Writing r = ¢ - [],

of its variables, and must therefore by a constant in k. It remains to prove that

i emxn(@i — bj), we see that ¢ has degree 0 in each

g = 1. To this end, we set ag = ... =a,, =0 and by = ... = b, = 1. The matrix
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Syl™m (2 (2 — 1)) is equal to

1 0 0
1 . R 0
Syl™m(f )=+ o ox (S1)" :
x ... ok (=1)n
and therefore res™" (2™ (z — 1)") = (—1)™". This implies ¢ = 1. U

THEOREM 6.6. Let R be a commutative ring with unit, let m,n € N,
f(]?g()a ag, ... 7am7517 v J/BTL € R with f = fO H?;l(x - ai) and g9 = 9o H?:l(x -
Bi). Then res™"(f, g) = fog I jyemxn (i = Bj)-

Let S be the subring generated by {a; | i € m} U pB; | j € n}. Then S is
a homomorphic image of Zai, ..., am,b1,...,b,] via the homomorphism given
by ¢(a;) = o; and ¢(b;) = ;. Applying this homomorphism to the result of
Lemma 6.5, we obtain res™"(T]™"  (z — ), [[1-,(z — 3i)) = [T j)emxn (@i — B;)-
Since the coefficients of f appear in n rows of the Sylvester matrix, multiplying
[T~ (z — a;) with fy leads to a multiplication of the resultant with fJ'. A similar
argument for gq yields the result. U
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Grobnerbasen

1. Grundlagen aus der Mengenlehre und der Ordnungstheorie

Sei X eine Menge, und sei p eine natiirliche Zahl. Dann bezeichnen wir mit ( i,f )

die Menge aller p-elementigen Teilmengen von X, also
(¥)={Y|Y C X und |Y|=p}.

SATZ 7.1 (Satz von Ramsey, [Ram29]). Sei X eine unendliche Menge, und seien
p,t € N. Sei F: (f) — {1,...,t}. Dann gibt es eine unendliche Teilmenge Y

von X, sodass F auf (’;) konstant ist.

Beweis: Induktion nach p. Fiir p = 1 sehen wir, dass X = |J/_{z € X | F({z}) =
i}. Da X also Vereinigung von ¢ Mengen ist, muss eine dieser Mengen unendlich
sein. Diese unendliche Menge ist das gesuchte Y.

Induktionsschritt: Sei p > 2, und sei F' eine Féarbung der p-elementigen Teilmen-
gen von X mit ¢t Farben. Fiir jedes a € X definieren wir eine Farbung G, der
(p — 1)-elementigen Teilmengen von X \ {a} durch

Go(M) := F(M U {a})

fiir alle M € (¥\{*}). Nun definieren wir eine Folge (z;);en, aus X, und eine Folge
(Y:)ien, von Teilmengen von X. Wir definieren Yy := X, und wahlen z, als ein
Element von X. Wir werden nun die Folgen (x;);en, und (Y;);en, so definieren,
dass jedes Y; eine unendliche Teilmenge von X ist, und dass x; € Y;. Wir definieren
die Folgen rekursiv. Sei dazu ¢ € Ny. Da Y; \ {z;} unendlich ist, gibt es nach
Induktionsvoraussetzung eine unendliche Teilmenge Y1, von Y; \ {z;}, sodass
alle (p —1)-elementigen Teilmengen von Y;; die gleiche Farbe unter der Farbung

G, haben. Das Element x;;; wéhlen wir aus Y; ;.
Wir betrachten nun die Menge

Z = {x; | i € No}.
65
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Fiir jede p-elementige Teilmenge A von Z definieren wir den kleinsten Index in
A, ind(A), als das kleinste j € Ny, sodass z; € A. Wir zeigen nun:

Fiir alle A, B € (%) mit ind(A) = ind(B) gilt F(A) = F(B).

Sei dazu i := ind(A). Alle z; mit j > ¢ liegen in Y;;;. Folglich ist A eine Teil-
menge von Y;1 U{z;}. Ebenso ist B eine Teilmenge von Y; 1 U {x;}. Wegen der
Konstruktion von Y, ist G, (A\{z;}) = G.,(B\{z;}). Also gilt FF(A) = F(B).

Nun betrachten wir die Abbildung h : Ng — {1,...,t}, die durch

h(i) :== F({x, ..., Titp-1})

fiir i € Ny definiert ist. Es gibt eine unendliche Teilmenge J von Ny, sodass h|;
konstant ist. Wir behaupten nun, dass

Yi=Aa; [ jeJ}

die gewiinschten Eigenschaften erfiillt.

Seien dazu C' und D p-elementige Teilmengen von Y, und seien ¢; < --- < ¢,
und dy < --- < dp so0, dass C' = {&c,, ey, .-, e, und D = {Zg,, Tay, - .-, Tq, }-
Da ind(C) = ¢; = ind({e,, Tey41s - -+ Teyip1}), gilt

F(C)=F({xe), Teyt1s -+ Teytp—1})
und ebenso

F(D) = F({l‘dl, Ldy41y- - - 7$d1+p71})-

Also gilt F(C) = h(cy) und F(D) = h(d;). Da z., in Y liegt, gilt ¢; € J; ebenso
gilt d; € J, und folglich h(c;) = h(dy). Also haben C' und D die gleiche Farbe. [

Eine geordnete Menge (M, <) erfiillt die (DCC) (absteigende Kettenbedingung,
descending chain condition), wenn es keine unendliche echt absteigende Folge
my > mgy > mgz > --- von Elementen aus M gibt. Zwei Elemente s,t € M sind
unvergleichbar, wenn weder s < t noch t < s gilt. Wir schreiben daftr s || t.
Eine Teilmenge T" von M ist eine Antikette, wenn alle t,to € T mit t; # t,

unvergleichbar sind.

Sei m € N. Auf Ny™ definieren wir die Ordnungsrelation C. Seien a =
(a1,...,ay)und b = (by,..., b,). Dann gilt @ C b, wenn fiir alle 7 € {1,...,m}
gilt: a; < b;. Wir betrachten nun die geordnete Menge (Ny™, C).
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LEMMA 7.2. Seim € N und sei S = (a9 | i € N) eine Folge von Elementen aus
No™. Dann gibt es eine unendliche Folge t; < ty < --- wvon natiirlichen Zahlen,
sodass (a'") | i € N) eine beziiglich C schwach monoton wachsende unendliche
Teilfolge von S ist.

Beweis: Fiir i € Nund k € {1,...,m} bezeichnen wir die k-te Komponente von

a9 mit a,gi).

Wir farben nun jede 2-elementige Teilmenge {7, 7} von N mit ¢ < j mit einer von
2™ Farben. As Farben wihlen wir die Funktionen von {1,...,m} nach {1,2}.
Wir definieren nun die Farbe C'({7,j}) der Menge {i,j} durch

1 wenn a,,ii) < a,ij),

2 wenn a,ii) > algj).

C({i,g}) (k) := {

Nach dem Satz von Ramsey, Satz 7.1, hat N eine unendliche Teilmenge 7', sodass
alle 2-elementigen Teilmengen von 7' die gleiche Farbe C' haben.

Wir zeigen nun, dass C'(k) = 1 fur alle k € {1,...,m} gilt. Nehmen wir an, es
gibt ein k£ mit C(k) = 2. Seien t; < ty < t3 < ... die Elemente von 7. Wenn
C(k) = 2, dann gilt

a,itl) > a,gt2) > a,§t3) >
im Widerspruch dazu, dass (N, <) die (DCC) erfiillt.
Da also C'(k) = 1 fiir alle k, gilt a®) C a®) C a® C ..., O

SATZ 7.3 (Dicksons Lemma, cf. [Dic13, Lemma A]). Sei m € N. Dann sind alle
Antiketten in (Ng™,C) endlich.

Beweis: Nach Lemma 7.2 kann (Ny™, C) keine unendliche Antikette enthalten.
O

UBUNGSAUFGABEN 7.4

(1) (Satz von Ramsey) Zeigen Sie, dass jede reelle Zahlenfolge eine streng monoton fallen-
de, eine streng monoton steigende oder eine konstante (unendliche) Teilfolge enthélt.
(2) (Geometrie) Wir nennen eine Teilmenge T von N x N eine Viertelebene, wenn es

m,n € N gibt, sodass
T={(z,y) ENxN|xz>mund y > n}.

Zeigen Sie, dass jede Vereinigung von beliebig vielen Viertelebenen eine Vereinigung

von endlich vielen Viertelebenen ist.
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DEFINITION 7.5. Eine Teilmenge I von Ny™ ist ein Ordnungsfilter, wenn fiir alle
a €l und b e Ny" mit a C b auch b € I gilt.

Fiir eine Teilmenge I von Ny™ bezeichnen wir mit M(I) die Menge aller mi-
nimalen Elemente von I. Fiir eine Teilmenge M von Nj* definieren wir U(M)
durch U(M) := {a € Nj" | esgibt z € M, sodass z < a}. U(M) ist stets ein
Ordnungsfilter.

LEMMA 7.6. Sei I C No™ ein Ordnungsfilter beziiglich C. Dann ist M(I) endlich,
und es gilt I =U(M(I)).

Beweis: M(I) ist eine Antikette, und daher wegen des Dicksonschen Lemmas
(Satz 7.3) endlich. Sei nun ¢ € I. Da (Nj*, C) keine unendlich absteigenden Ketten
hat, gibt es ein minimales Element z € [ mit z < ¢. Daher gilt 1 € U(M(1)).
Da M(I) C I, erhalten wir die Inklusion U(M(I)) C I unmittelbar aus der
Tatsache, dass I ein Ordnungsfilter ist. O

SATZ 7.7. Let m € N. Dann hat die Menge Ni* keine unendliche aufsteigende
Kette Uy C Uy C Us. .. von Ordnungsfiltern.

Sei U := |J{U; | i € N}. Die Menge U ist ein Ordnungsfilter. Daher ist die Menge
M(U) der beziiglich C minimalen Elemente von U endlich. Es gibt also ein j € N,
sodass M(U) C U;. Daher gilt UY(M(U)) C U(U;), und folglich U C U;. O

2. Multivariate Polynomdivision

DEFINITION 7.8. Sei n € N, und sei < eine Ordnung auf Ny". Die Ordnung <

ist zuldssig, wenn folgendes gilt:

(1) < ist linear.
(2) Fiir alle , 5 € Ny" mit a C 3 gilt auch o < 5.
(3) Fiir alle , 8,7 € Ny" mit o < 8 gilt auch o +v < 8 + .

LEMMA 7.9. Sein € N, und sei < eine zuldssige Ordnung auf No". Dann erfillt
(No", <) die (DCC).

Sei a® > a® > ... eine beziiglich < unendliche absteigende Kette in Ny". Nach
Lemma 7.2 gibt es t1,t, € N mit t; < t9, sodass a®) C a*?). Da < zuliissig ist,
gilt @™ < @) im Widerspruch zu a® > a(2), O
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DEFINITION 7.10. Sei k ein kommutativer Ring mit Eins, und sei R der Poly-
nomring k[xy,...,x,]. Fir a = (aq,...,a,) € Ny" definieren wir * durch

¢ =%z,

DEFINITION 7.11. Sei n € N, sei k ein kommutativer Ring mit Eins, sei [ eine
endliche Teilmenge von Ny", sei ¢ : I — k, sei

f= anmo‘

ein Element von k[z1,...,z,], und sei < eine zuldssige Ordnung auf Ny". Dann
definieren wir den Multigrad von f beziiglich < durch

Dec(f) :=(-1,...,—1), wenn f =0,

und
DEG(f) := max <{a € Ny" | ¢, # 0}, wenn f # 0.

DEFINITION 7.12. Sei n € N| sei k ein kommutativer Ring mit Eins, und sei
f=2 caa”
aeNg™

ein Element von k[zy,...,z,] mit f # 0, und sei < eine zulédssige Ordnung von
Ny". Sei v der Multigrad von f. Dann definieren wir

Lu(f) = a,
LC(f) = c’*/v
Lr(f) = cyx.

DEFINITION 7.13. Sei n € N, sei < eine zuléssige Ordnung von Ny", sei s € N,
und seien f, fi,..., fs € kl[zy,...,z,]. Eine Folge (a1, ...,as,7) € k[zy, ..., 2,5
ist eine Standarddarstellung von f durch (f1,..., fs) beziiglich <, wenn folgendes
gilt:

() f=2iafi+r
(2) r =0, oder es gibt eine endliche Teilmenge I von Ny", sodass
r= Z Cox®
acl
gilt, und dass fiir alle « € T und alle i € {1,..., s} mit f; # 0 das Monom
x® kein Vielfaches von LM(f;) ist.
(3) Fiir alle 7 € {1,..., s} gilt DEG(a;f;) < DEG(f).
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Das Polynom r heifit auch Rest der Darstellung.

UBUNGSAUFGABEN 7.14

(1) Seien f,p, q € Q[z,y] gegeben durch

f = 223 +1
p = 1+4+3x+22%+2%y+ 23y
g = ay?+a2y?

Wir ordnen die Monome lexikographisch mit x > y. Finden Sie a1, a9, € Q|x,y],
sodass f = a1 p+azq+r, DEG(a1 p) < DEG(f), DEG(a2 ¢) < DEG(f) und kein Term
in 7 ein Vielfaches von Lir(p) oder Lr(q) ist.

(2) Seien f,p,q € Q[x,y] gegeben durch

f — xSyZ
p = 1+23y+32%°
q = 22%y+ 2%y’

Wir ordnen die Monome lexikographisch mit x > y. Finden Sie a1, a9, € Q|x, 3],
sodass f = a1 p+az q+r, DEG(a1 p) < DEG(f), DEG(a2 ¢) < DEG(f) und kein Term
in 7 ein Vielfaches von Lr(p) oder Lr(q) ist.

(3) Sei f = 2%y +azy?+y% fr =2y —1, fo = y*> — 1. Wir ordnen die Monome lexikogra-
phisch mit z > y.

(a) Zeigen Sie, dass der Rest r bei einer Darstellung f = a; f1 + aa fo +r wie in den
vorigen Beispielen nicht eindeutig bestimmt ist.

(b) Finden Sie ein Polynom im Ideal (f1, f2), das nicht das Nullpolynom ist und
das keinen Term enthélt, der ein Vielfaches von zy oder y? ist.

(4) Im folgenden Beispiel zeigen wir, dass der Rest der Division von f durch ein Hauptide-
al (f1) eindeutig bestimmt ist. Zeigen Sie also: Sei < eine zulédssige Ordnung, sei k ein
Korper, n € N, und seien f, f; € k[z1,...,z,], f1 #0. Seien a,b,r,s € k[z1,...,2,]
so, dass f =a f1 +7 =10 f1 +s. Wir nehmen an, dass kein Term von r und kein Term
von s durch Lt(f;) teilbar ist. Zeigen Sie r = s!

SATZ 7.15. Sein € N, sei < eine zuldssige Ordnung von Ny", sei s € N, und seien
fofi,-o o fs € klxy, ..., x,). Dann gibt es eine Standarddarstellung (ay, ..., as, )

von f durch (fi,..., fs).

Beweis: Seien s € N und fi,..., fs € k[z1,...,2,]. Wir zeigen nun, dass jedes
Polynom f eine Standarddarstellung durch (fi, ..., fs) besitzt. Als zuldssige Ord-
nung erfiillt < die (DCC), folglich enthélt jede nichtleere Teilmenge von Ny" ein
beziiglich < minimales Element.
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Sei nun f ein Polynom mit minimalem Multigrad (beziiglich <), das keine Stan-
darddarstellung durch (f, ..., fs) besitzt.

1. Fall: f =0:Da0=>""_ 0f;+0 eine Standarddarstellung ist, kann dieser Fall
nicht eintreten.

2. Fall: f # 0: In diesem Fall gehen wir so vor: sei g € k[x] so, dass

f=1r(f) +g

Wir werden aus einer Standarddarstellung von g eine Standarddarstellung von f

bauen. Dazu unterscheiden wir zwei Falle.
2.1. Fall: Es gibt eini € {1,...,s}, sodass f; # 0 und Lm(f;)|LM(f): Dann gilt

Lr(f)
Lr(f;)

Wegen der Minimalitét von f gibt es by, ..., bs € k[x], sodass folgendes gilt:

LT(f)) fi= ibjfj + 7,
j=1

fiir alle j € {1,..., s} gilt DEG(b; f;) < DEG(f — £1#; f;), und kein Monomom

in 7 ist durch ein LM(f;) mit j € {1,..., s} teilbar.

DeG(f - fi) < DEG([).

f_

Dann gilt

f:( Z bjfj)+<bi+£§(<£>))fi+

Da DeG(b;f; + LT(f ) fz) héchstens gleich dem Multigrad eines der Summanden
ist, und DEG(b; fz) < DiG(f) und DuG (& f) = DEG(f), ist

(bl,... bz 1,b+ (( )) H_l,...,bs,?")

eine Standarddarstellung von f durch (fi,..., fs), im Widerspruch zur Wahl
von f.

2.2. Fall: Es gibt kein i € {1,...,s}, sodass f; # 0 und LM(f;)|LM(f): Es gilt
DeG(f —Lr(f)) < DEG(f). Wegen der Minimalitéit von f besitzt f — LT(f) eine
Standarddarstellung

f=Lr(f) = bifi+r.
Jj=1
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Da das Mononom LM(f) durch kein LM(f;) teilbar ist, ist
F= bifi+ (r+11(f))
j=1

eine Standarddarstellung von f, im Widerspruch zur Wahl von F'. Folglich besitzt
jedes Polynom eine Standarddarstellung beziiglich (fi, ..., fs). O

3. Monomiale Ideale

DEFINITION 7.16. Sei n € N, sei k ein Korper, und sei I ein Ideal von

klx1,...,2,]. Das Ideal I ist monomial, wenn es eine Teilmenge A von Ny" gibt,
sodass [ = ({z | o € A}) -

SATZ 7.17. Sei n € N, sei k ein Korper, sei I ein monomiales Ideal von
klxy,...,2,), und sei A C Ny" so, dass

I={z"|a€A})y,-
Dann gibt es eine endliche Teilmenge B von A, sodass

I={{z"|Be B}>k[$].

Beweis: Wir nehmen an, es gibt keine solche endliche Teilmenge B von A. Wir
withlen a; € A. Nun konstruieren wir rekursiv eine Folge (a; | i € N) aus A in
folgender Weise: Sei ¢ > 2. Es gilt nun

{z% | € AL Z (z™,..., 2% ")y

Nehmen wir an, es gilt C: Dann gilt I = (x®, ..., :I:C”*l)k,[w], im Widerspruch zur
Annahme, dass es keine solche endliche Teilmenge von A gibt. Wir wéhlen «; als
ein a € A, sodass

o Z (T, )

Wegen Lemma 7.2 gibt es nun £,/ in N mit £ < [ und a C ;. Dann gilt
€ (™, ..., Y1), , im Widerspruch zur Wahl von ay. O

KOROLLAR 7.18. Sein € N, sei k ein Kéorper, und sei I ein monomiales Ideal
von k[xq,...,x,). Dann ist I endlich erzeugt.
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DEFINITION 7.19. Sei n € N, k ein Korper, und sei < eine zulédssige Ordnung auf

Ny". Sei I eine Teilmenge von k[xy,. .., x,]. Dann definieren wir
Lr(I) = {Lr(f) | f el f#0}.

SATZ 7.20. Sein € N, k ein Korper, und sei < eine zuldssige Ordnung auf Ny".
Sei I ein Ideal von k[xy,...,x,]. Dann gibt est € Ny und gy,...,9: € I\ {0},

sodass (LT(1)) i, = (LT(g1), - . LT(9t)) g -

Beweis: Sei J := (L1(1))1, = (LM(I)) - Klarerweise gilt dann fiir
A:={aeNy" | esgibt f €1, sodass LM(f) = x*}

die Gleichheit J = ({z* | @ € A}), ;- Es gibt also nach Satz 7.17 eine endliche
Teilmenge B = {f,..., 3} von A, sodass

J={z"|ie{l,... ) k-
Fiir jedes i € {1,...,t} wihlen wir nun ein g; € I, sodass g; € I und LM(g;) =
zP. Dann gilt J = (L1(g),. .. LT(96)) k) - O
LEMMA 7.21. Sei n € N, sei k ein Korper, sei I ein monomiales Ideal von

klxy,...,z,], und sei A C Ng" so, dass
I'=({z" | a€A}),-

Sei B eine endliche Teilmenge von No", und sei f =3 pcgx’ € klay, ..., 2,].
Dann sind dquivalent:

(1) fel.
(2) Fiir alle B € B mit cg # 0 gibt es ein o € A, sodass o C f3.

Beweis: (2)=-(1): Da jeder Summand cgz” nach Voraussetzung in I liegt, liegt
auch f in I. (1)=(2): Sei f € I. Dann gibt es m € Ny, ay,...,a, € A und
D1y Pm € klT1, ..., 2], sodass

= sz‘ sz
=1

Durch Ausmultiplizieren der rechten Seite sieht man, dass es fiir jedes in f auf-
tretende Monom z* ein j und v € Ny™ gibt, sodass

x’ = gt

Also gilt o; T 3. O
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SATZ 7.22. Sein € N, sei k ein Korper, sei I ein Ideal von klzy, ..., x,]. Seit €
No, und seien g1, ..., g: € I\ {0} so, dass (LT(1))1,) = (LT(g1), .- -, LT(9e)) 1o -
Dann gilt I = (g1, .., gt) gz -

Beweis: Die Inklusion D folgt aus der Tatsache, dass jedes g; in I liegt. Fiir den
Beweis von C wahlen wir f € I. Sei f = 25:1 a;g; + r eine Standarddarstellung
von f durch (gi,...,9;). Wenn r = 0, so liegt f im von {gi,...,g:} erzeugten
Ideal. Wir nehmen nun an, » # 0. Es gilt r = f — Z:i:l a;g; € I. Folglich gilt
Lr(r) € Lr(I). Nach Voraussetzung gilt also

Lr(r) € (L1(g1), - - -, LT(G¢)) g -

Wegen Lemma 7.21 gibt es also ein ¢ € {1,...,t}, sodass Lr(g;)|Lr(r). Dann
kann r aber nicht der Rest einer Standarddarstellung von f durch (g1,..., )

sein. Der Fall  # 0 kann also nicht eintreten. O

SATZ 7.23 (Hilbertscher Basissatz fiir Polynomringe tiber Koérpern). Sei k ein
Kérper, n € N. Dann ist jedes Ideal von klxy, ..., x,| endlich erzeugt.

Beweis: Sei I ein Ideal von k[zy,...,z,]. Nach Satz 7.20 gibt es t € Ny und
g1, g € I\{0}, sodass (LT(1)) () = (LT(g1), - - ., LT(9t)) ) - Wegen Satz 7.22
erzeugen dann die Polynome ¢y, ..., g; das Ideal I. 0

4. Grobnerbasen

DEFINITION 7.24. Sei k ein Korper, n € N, und sei < eine zuldssige Ordnung auf
No". Sei I ein Ideal von k[xy,...,z,]. Eine endliche Teilmenge G = {¢1,...,g:}

von k[zy,...,x,] ist eine Grobnerbasis von I beziiglich <, wenn

(1) G € 1\ {0},
(2) (LT(1)) ey = (LT(g1), -, LT(90)) g0

Nach Satz 7.20 besitzt jedes Ideal eine Grobnerbasis. Wenn nun [ ein Ideal von

klx1,...,2,], und G eine Grobnerbasis von [ ist, so gilt nach Satz 7.22 auch
<G>k[:c] =1
SATZ 7.25. Sei k ein Korper, sei n € N, und sei I ein Ideal von klxy, ..., z,)].

Sei t € Ny, und sei G = {q1,...,9:} eine Grobnerbasis von I. Seir € I so, dass
kein Monom in r durch irgendein Liv(g;) teilbar ist. Dann gilt r = 0.



4. GROBNERBASEN 75

Beweis: Wenn r # 0, so liegt Lr(r) € Lr(I), also in (LT(G)),,- Wegen Lem-
ma 7.21 gibt es also ein i € {1,...,t}, sodass L(g;)|Lr(r). Das steht im Wider-

spruch zu den Voraussetzungen an r. 0
SATZ 7.26. Sei k ein Korper, sei n € N, und sei I ein Ideal von klxy, ..., z,)].
Sei t € Ny, und sei G = {qg1,...,9:} eine Grobnerbasis von I. Seien 11,19 €
klxy,...,z,] so, dass

(1) L — 7T € I,

(2) Kein Monom in ry ist durch irgendein Liv(g;) teilbar,
(3) Kein Monom in ry ist durch irgendein Liv(g;) teilbar.

Dann gilt r1 = ry.

Beweis: Wir nehmen an, r — ro # 0. Dann gilt LM(r — 75) € L1(I). Da G eine
Grébnerbasis ist, gilt also LM(ry — r2) € (LT(G)),,,. Das fithrende Monom von
r1 — ro muss auch in einem der Polynome r; oder ro vorkommen. Somit enthélt
eines der r; ein Monom in (LT(G));,- Nach Lemma 7.21 ist dieses Monom durch
eines der LM(g;) teilbar. Das steht im Widerspruch zu den Voraussetzungen an

r1 und 7. O

KOROLLAR 7.27. Sei k ein Korper, sei n € N, und sei I ein Ideal von
klxy,...,z,). Sei t € Ny, und set G = {g1,...,q:} eine Grobnerbasis von I.
Sei f € klzy,...,x,], und seien

t t
fzzaigi+7”1 Zzbigri-?“z
i=1 i=1

Standarddarstellungen von f durch (g1,...,g:). Dann gilt 1y = ro. Wenn aufer-
dem f €1, so qgilt riy =19 = 0.

Beweis: Da ry — 19 € I, folgt die erste Behauptung aus Satz 7.26. Wenn f € [
gilt, so folgt r; = 0 aus Satz 7.25. 0J

DEFINITION 7.28. Sein € N, sei < eine zuldssige Ordnung von Ny", sei s € N, und
seien f, f1,..., fs € k[z1,...,x,]. Ein Polynom r € k[xq, ..., x,] ist ein mdglicher
Rest bei einer Standarddarstellung von f durch (fi,..., fs) beziglich <, wenn es
eine Standarddarstellung f = >"7  a;fi +r von f durch (fi,..., fs) beziiglich <
gibt.
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SATZ 7.29. Sei k ein Korper und G eine Griobnerbasis des Ideals I wvon
klze, ... @], Sei X = {z%/a € No"}. Dann ist X \ (LT(G)),, eine Basis des
k-Vektorraumes klz1, ..., x,]/1.

Beweis: Sei f € k[x]. Da f eine Standarddarstellung durch G mit Rest r besitzt,
und da in einer Standarddarstellung kein Monom des Rests 7 in (LT(G)),, liegt,
liegt f 4+ 1 =r+ I in der linearen Hiille von X \ (LT(G));,- Sei M eine end-
liche Teilmenge von X \ (LT(G)),,) und >, s am(m + 1) = 0+ 1. Dann gilt
[ =2 er@mm € I. Somit ist f =0+ r mit r =) _.opm eine Standard-
darstellung von f durch G mit Rest r, und somit » = 0. Also sind alle «,,, = 0
und X \ (LT(G)),, daher linear unabhéngig. O

KoroOLLAR 7.30. Sei k ein Korper und G eine Grébnerbasis des Ideals I von
klxy,...,x,). Der k-Vektorraum klxy, ... x|/ ist genau dann endlichdimensio-
nal, wenn es fir jedes j € n ein d; € Ny gibt, sodass asjj € Lr(G).

Beweis: Sei X = {z%a € Ny"}. Wenn alle :Ejj € Lr(G) sind, so gilt
X\(LT(G)) g € {2 | @ < d; fiir alle j}. Somit hat k[zy, ..., x,] eine endliche
Basis.

Wenn k[zi,...,x,]/I Dimension d hat, so sind fiir jedes j € n die Restklassen
1+1,z;+1,... ,x;l + I linear abhéngig, und es gibt somit f € k[z;] mit f # 0
und f € I. Somit gibt es e; € No mit Lm(f) = 27, Also gilt 7 € (LT(I))y,) =
(LT(G)) ), und somit gibt es ein d;, sodass :U?j € Lr(G)

SATZ 7.31. Sei k ein Korper, sei I ein Ideal von k[x] mit 1 ¢ I. Dann sind

dquivalent:

(1) klzy,...,x,]/1 ist ein endlichdimensionaler Vektorraum dber k.
(2) k[zq,...,x,]/1 ist algebraisch iber k.
(3) Jedes prime Ideal P von k[z] mit I C P C k[x] ist mazimal.

Beweis: (1)=(2). Sei f + I € k[z]/I und sei d die Dimension von k[z]/I als
Vektorraum iiber k. Dann sind 1 + I, f + I, f2+1,..., f¢+ I linear abhingig,
und folglich gibt es p(t) = Z?:o a;t' mit p(f +1)=0.

(2)=-(3). Wir zeigen, dass fiir jedes y ¢ P das Element y + P invertierbar in
klz]/P ist. Es gibt f(t) = >, ait" € Ek[t] \ {0} mit f(y + P) = 0+ P, also
f(y) € P. Sei l minimal mit oy # 0. Dann gilt f(y) = > 0", auy’ = ' > i, cqqy™
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Da P prim ist und y; € P, gilt oy +y(ayp1 + - - + apy™ 1) € P, und somit ist
(y+ P)- (—ail(ozlﬂ + o+ apy™ 4+ P) =1+ P. Also ist k[z]/P ein Korper,

und P somit maximal.

(3)=-(2). Sei M ein maximales Ideal von k[x| mit M > I. Wegen des Nullstellen-
satzes gibt es einen Korper K, der algebraisch iiber £ ist, und in dem M eine Null-
stelle (&1, ...,&,) € K™ hat. Dann ist k(&1 .. .,&,) isomorph zu k(z1,...,x,)/M,
und k(xq,...,x,)/M somit algebraisch tiber k.

Sei nun v € kf[x]. Aus der Primérzerlegung von I erhalten wir prime Ideale
Py, ..., P, von k[z] mit
Vi=Pn...NnP,.

Fiir jedes j € m ist P; maximal. Also ist k(x1,...,x,)/P; algebraisch iiber k,
und es gibt somit f; € k[t] \ {0} mit f;(u) € P;. Also gilt ([T}, f;) (u) € V1,
und somit gibt es n € N mit (72, ;)" (u) € I.

(2)=(1). Sei G eine Grobnerbasis von I. Fiir jedes x; gibt es ein Polynom p; € kt]
mit p;(x;) € I. Sei d; der Grad von p;. Dann gilt x;lj € Lr(l) C (LT(G))ypy)-
Wegen Korollar 7.30 ist k[xy,...,x,]/I daher endlichdimensional. O

5. Die Eliminationseigenschaft von Grébnerbasen

Wir werden im folgenden oft Ordnungen verwenden, in denen Terme, die be-
stimmte Variablen enthalten, stets grofiser als jene Terme sind, die diese Variablen

nicht enthalten.

DEFINITION 7.32. Sei < eine zuldssige Ordnung der Monome in k[z,y]. Wir
sagen, dass < eine Blockordnung mit & vor y ist, wenn sodass fiir alle o € Ny™
und 3 € Ny” mit a # (0,...,0) die Eigenschaft £® > y” gilt. Wir schreiben
dann, dass die Ordnung x >> y erfiillt.

SATZ 7.33. Sei k ein Kdorper, sei I ein Ideal von k[x1,...,%m, Y1, .., Yn|, S€i
< eine Blockordnung mit * >> y der Monome von kl[x,y|, und sei G eine
Grobnerbasis von I beziiglich dieser Ordnung. Dann ist GNk[y| eine Grobnerbasis
des Ideals I N k[y] von kly].

Beweis: Sei Gy, := G Nk[y|. Wir zeigen nun, dass fiir alle f € I Nk[y| mit f #0
auch LT(f) € (LT(Gy)),, gilt. [ = S, a;g;i eine Standarddarstellung von f
durch G. Da fiir alle i mit a;g; # 0 gilt, dass DEG(a;¢;) < DEG(f), und da in
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f keine der Variablen 1, ..., x,, vorkommt, kommt wegen der Eigenschaft der
Ordnung auch in a;g; keine der Variablen x4, ..., x,, vor. Es gilt also
t
f= Z ;i 9i,
i=1
a;gi#0

wobei alle in dieser Summe auftretenden a; und g¢; in k[y] liegen.

Fiir zumindest einen der Summanden muss DEG(a;g;) = DEG(f) gelten. Dann

gilt Lr(g;)[Lr(f) in kly], und somit liegt LT(f) in (LT(Gy)),,- O

UBUNGSAUFGABEN 7.34

(1) Sei k ein Korper und sei F' = {f1,..., fs} C k[z1,...,x,] \ {0}.
(a) Zeigen Sie: Wenn F eine Grobnerbasis fiir (F) ist und
Lr(fi) € (Lr(f1), ..., L1(fim1), LT(fiz1), ., LT(fs)),

dann ist auch F'\ {f;} eine Grobnerbasis fiir (F).
(b) Gilt diese Behauptung auch, wenn man das Wort “Grébnerbasis” beide Male
durch “Basis” ersetzt?

6. Existenz universeller Grébnerbasen (optional)

Wir zeigen in dieser Sektion den folgenden Satz.

SATZ 7.35. Sei k ein Korper, sei n € N, und sei I ein Ideal von klxy, ..., z,)].
Dann gibt es eine endliche Teilmenge G von klzi,...,x,], sodass G beziglich
jeder zuldssigen Ordnung von No" eine Gribnerbasis ist.

Dazu brauchen wir zunéchst einen Satz iiber die Ordnungsfilter auf Nj*. Aus
Satz 7.7 wissen wir bereits, dass es keine unendliche aufsteigende Kette U; C
Uy C --- von Ordnungsfiltern auf Ny™ gibt. Wir zeigen nun, dass es auch keine
unendlichen Antiketten von Ordnungsfiltern auf Ny™ gibt.

SATZ 7.36 (cf. [Mac01, Theorem 1.2]). Sei m € N, und sei L die Menge der
Ordnungsfilter von N'. Dann hat (L, C) keine unendliche Antikette.

Beweis: Wenn m = 1, so ist die Menge der Ordnungsfilter linear geordnet; Anti-

ketten haben hochstens ein Element.
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Sei nun m > 2. Fiir jedes Ordnungsfilter F' of N{J' definieren wir eine Funktion
®p: NIt — Ny U {oo} durch
Dp(a) = min{c € Ny | (a,c) € F} wenn es ein ¢ € N mit (a,c) € F gibt ,

F o o0 sonst.

fiir a € Ny'~'. Wir zeigen zuerst, dass fiir alle @,b € Ny*! mit @ < b auch
Pp(a) > Pp(b) gilt. Sei dazu ¢ := Pp(a). Wir nehmen an, dass ¢ # oco. Es
gilt (a,c) € F. Da F ein Ordnungsfilter ist, gilt auch (b,c¢) € F, und folglich

Or(b) < c=Pp(a). AuBerdem gilt fiir Ordnungsfilter F, G of Nj* die Inklusion
F C G genau dann, wenn ®x(a) > ®¢(a) fiir alle a, b € NJ* .

Sei nun (F; | i € N) eine unendliche Antikette in £. Fiir 4,5 € N mit ¢ < j gilt
daher F; € F;. Daher gibt es ein a™) € NI" ! sodass

O, (a(iu‘)) < (I)Fi(a(i’j))-

Fiir ¢, 5,k € N mit ¢ < j < k farben wir nun die 3-elementige Menge {1, j, k} mit

einer von 2™ ! Farben. Als Farben wiihlen wir die Funktionen von {1,...,m—1}
nach {1,2}. Fiir [ € {1,...,m— 1} bezeichnen wir die /-te Komponente von a7
mit @/, Wir definieren jetzt die Farbe von {i, j, k} durch

C({d,5,k}) (1) == { 0 (id) o gUh)

, wenn a; 7 > @

Nach dem Satz von Ramsey (Satz 7.1 hat N eine unendliche Teilmenge T', sodass
alle 3-elementigen Teilmengen von T die gleiche Farbe C' haben. Wir zeigen nun,
dass C(l) = 1 firallel € {1,...,m — 1} gilt.

Im Widerspruch dazu nehmen wir an, dass es ein [ mit C'(I) = 2 gibt. Seien
t1 <ty < t3...die Elemente von 7. Wenn C(l) = 2, so gilt

(t1,t2) (t2,t3) (t3,ta)

a, > a > a >

Damit haben wir eine unendliche absteigende Kette natiirlicher Zahlen konstru-

iert, was unmoglich ist.

Es gilt also fiir alle » € N die Ungleichung a(*tr+1) < g{tr+1tr+2)  Sei nun r € N.
Wegen der Wahl von a(t+1) gilt nun

dp (a(t“t“ﬂ)) > q)Fz

: (altrtr),

r+1

Da a(t'th—l) S a,(tT+1’tT+2)’ gllt auch

Op

(a(tmtr+l)> > CI)Ft (a(tr+17t'r+2)).

r+1 r+1
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Damit ist die Folge (®p, (al'+V) | i € N) ecine unendliche absteigende Kette
Np U {00}, was unmoglich ist.

Folglich kann es keine unendliche Antikette (F; | ¢ € N) von Ordnungsfiltern von

N{* geben. l
KOROLLAR 7.37. Sei k ein Korper. Dann besitzt die Menge der monomialen
Ideale von k|xy, ..., xz,| keine unendliche Antikette.

Beweis: Wir ordnen jedem monomialen Ideal I von klxy,...,x,] das Ordnungs-

filter F(I) :={a € No" | z“ € I} 7zu.

Fiir monomiale Ideale mit F'(I) C F(J) gilt auch auch I C J: Sei dazu p € I.
Wegen Lemma 7.21 liegt jedes Monom von p in I. Also liegt der Exponent jedes
Monoms in F'(I). Wegen F(I) C F(J) liegt der Exponent eines jeden Monoms
von p auch in F'(J). Also liegt jedes Monom von p in J, also gilt auch p € J.

Aufgrund dieser Eigenschaft ist [’ injektiv. Einer unendlichen Antikette in
klxi,...,x,] wird also durch F' eine unendliche Antikette von Ordnungsfiltern auf
Ny" zugeordnet. Eine solche unendliche Antikette gibt es aber wegen Satz 7.36
nicht. 0

Beweis von Satz 7.35: Wir bilden fiir jede zuldssige Ordnung < auf Ny" die Menge
F(<) = (Lr<(1))y -

Die Menge
F=A{F(<)| < ist zuléssig }

ist eine Menge von monomialen Idealen. Sei F,.. die Menge der maximalen
Elemente von F. Wegen Korollar 7.37 ist F,.x endlich.

Seien nun <y, ..., <., zuldssige Ordnungen, sodass Fiax = {F(<4), ..., F(<m) }-
Nach Satz 8.17 besitzt I nun beziiglich jeder dieser Ordnungen <; eine reduzierte
Grobnerbasis G;. Sei nun G = G U ... UG,,.

Es bleibt zu zeigen, dass G beziiglich jeder zulidssigen Ordnung auf Ny" eine
Grobnerbasis von [ ist. Sei also < eine zulédssige Ordnung. Wir zeigen, dass fiir
alle f € I mit f # 0 gilt, dass LT<(f) in (LT(G)}k[m] liegt. Sei also f € I. Da F
die (ACC) erfiillt, ist F/(<) in einem maximalen Element von F als Teilmenge
enthalten. Es gibt also ein ¢ € {1,...,m}, sodass F(<) C F(<;) Klarerwei-
se gilt LT<(f) € Lr<(I), also auch Lr<(f) € (LT<({)),)- Da (LT<(I))y, S
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(Lr<, (1)) 8ilt LT<(f) € (LT<,(1))4,)- Nun ist G; eine Grobnerbasis beziiglich
<;. Somit liegt LT<(f) in (LT<,(G))y, - Es gibt also ein g € G, sodass

L, (g)|LT<(f).

Wir betrachten nun LT<(g). Da g € I, gilt Lt<(g) € Lr<(I). Da (LT<(1)), €
(LT<,(I)) 4(s)» gilt somit auch

Lr<(g) € (L1<, (1)),

Da G; eine Grobnerbasis von I beziiglich <; ist, gibt es ein h € G, sodass
Lr<,(h)|Lr<(g). Nun ist G; eine reduzierte Grobnerbasis. Daher ist kein Monom
in g durch ein L1<,(¢') mit ¢ € G; \ {g} teilbar. Also gilt ¢ = h. Dann gilt
aber LT<,(g)|LT<(g). Da Lr<,(9) maximal beziiglich Teilbarkeit unter den in g
auftretenden Monomen ist, gilt LT<,(g) = LT<(g). Also gilt auch Lr<(g)|LT<(f),
und somit LT<(f) € (LT<(G)) - O






KAPITEL 8

Konstruktion von Grobnerbasen

1. Subtraktionspolynome und Buchbergers Algorithmus

Wir fixieren fiir die Sektionen 1 und 2 eine zuldssige Ordnung < auf Ny".

DEFINITION 8.1. Sei k ein Kérper, n € N. Seien a = (aq,...,q,) und
B = (P1,.-.,06n) € No". Seien v = (7,...,7,) und 6 = (d1,...,0,) definiert
durch ~; = max(w;, 3;) und §; := min(ay, §;) fir i € {1,...,n}. Wir definie-
ren und durch LoM(z®, 2°) .= 7 und Gep(z?, f) := x° Wir schreiben fiir
Lem(z®, 2P) auch kiirzer 22 V 2” und fiir Gep(z®, ) auch ¢ A 2P,

DEFINITION 8.2. Sei k ein Korper, n € N, und seien f,g € k[zq,...,z,] \ {0}.
Das S-Polynom oder Subtraktionspolynom von f und g ist definiert durch

Lm(f) v Lm(g) Lm(f) v Lm(g)

Das S-Polynom kann auch durch
S(f,9) = LM(g) . f- La(/) : g

~ LM(f) A LM(g) Le(f)

oder

Lm(g)
Lm(f) A Lm(g)

(1.1)  Lo(f)S(f,9) =

berechnet werden.

LEMMA 8.3. Sei k ein Korper, n € N, und seien f,g € klxy,...,x,]\ {0}. Sei~y
so, dass 7 = LeM(LM(f), LM(g)). Dann gilt DEG(S(f, g)) < 7.
83
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Beweis: Seien f1, g1 € k[z] so, dass f = Lr(f)+ f1 und g = L1(g) + ¢;. Dann gilt

U i
,g) = : - g
Lo(f) Lo(g)
wv—DEG(f) Y~ PEG(9) Y~ DPEG(f) Y~ DPEG(9)
oy VT ey MO e T ey
Y~ DEG(f) o~ DEG(9)

— &7 PR L Lu(f) — 27 P9 L L(g) + oy N T ooy @

y ) py—DEG(f) p—DEc(g)
=z’ —z" + -
Lo() ' Lelp
Y~ DPEG(/) a7~ DEC(9)

= o) T o o

Diese beiden Summanden haben wegen der Zuléssigkeitseigenschaft (3) aus De-
finition 7.8 Multigrad < +; keiner dieser Summanden hat Multigrad = ~. Die
Summe hat also Multigrad < ~. U

LEMMA 8.4. Seien f,g,u,v € k[z] \ {0} so, dass LM(uf) = LM(vg). Dann gibt
es a,b,c € kx|, sodass

uf =aS(f,9)+bf +cy,
DeG(aS(f,g)) < DEG(uf), DEG(bf) < DEG(uf) und DEG(cg) = DEG(uf).

Beweis: Es gilt
uf =Lr(u)f + (u—Lr(u))f.

Wir setzen b := wu — Lr(u). Weiters gilt Lr(u)f = Loc(u)LMm(u)f. Da
LM(u)LM(f) = Lm(v)LM(g), gilt LM(g) | Lm(u)LM(f). Sei § so, dass

x’ = Gep(LM(f), Lv(g)).

Dann gilt 229 | Lv(u) 28, Es gilt also 242 | La(u), und somit gibt es e € Ng,
sodass
LM
gg) "
x
Daher gilt DEG(u) = DEG(g) — § + €. Nun gilt

= Lm(u).

Lo(u)Lm(u) f = Lc@)“;gg) 2z f

~ Le(wa (M p)
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Nach (1.1) ist das gleich

(12) Lo(a(Le(NS(.0) + T~ o)
— Le(u)Le(f)z@S(f, g) + Lo(u)a® E ; mg )y

Wir bestimmen nun die Grade der Summanden: Es gilt DEG(z°S(f, )) <e+
DEG(S(f,g)) < € + DEG(f) + DEG(9) — § = DEG(f) + DEG(u) = DEG(uf).
Weiters gilt DEG(mEL%gf)g) = ¢ + DEG(f) + DEG(g9) — 06 = DEG(u ) Somit
leisten

a = Lc(u)Le(f)x®

b = (u—Lr(u)),
Lo@Le(f) e ()
Lo(g) z?

das Gewlinschte. O

SATZ 8.5 (Buchbergers Kriterium, cf. [Buc70)). Sei k ein Kirper, seien n,t € N,

und sei I ein Ideal von klxy, ..., x,|. Sei G = {qg1,...,9:} eine endliche Teilmenge
von I\ {0}, sodass folgendes gilt:
(1) Gy =1,

(2) Fiir allei,j € {1,...,t} mit i < j ist O ein mdglicher Rest einer Stan-
darddarstellung von S(g;, g;) durch (g1,..., ).

Dann ist G eine Grobnerbasis von I.

Beweis: Sei f € I mit f # 0. Wir zeigen, dass Lr(f) im Ideal
(Lr(g1), ..., L1(g¢)) ) liegt. Da G das Ideal I erzeugt, gibt es hy,... . Hhy €
klxy,...,x,], sodass

= Z h;igi-

Fiir jede solche Darstellung sei
8" := max{DEG(hjg;) | i € {1,...,t}}
und
=#{ie{1,...,t} | DEG(hig;) = ¢'}.
Wir wihlen nun jene Darstellungen von f als S°/_ h}f; aus, fiir die ¢’ minimal

beziiglich der zuldssigen Ordnung < ist. Unter diesen Darstellungen mit Maxi-

malgrad ¢’ wihlen wir hy, ..., hy € k[xq,...,x,] so aus, dass auch 1’ minimal ist.
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Sei also

6 = max{DEG(hig) | i€ {1,...,t}},
Es gilt dann f = >0, hig;.
1. Fall: n = 1: Sei i € {1,...,t} so, dass DEG(h;g;) = J. Da fiir j # i gilt, dass
DEG(h;g;) < 0, erhalten wir DEG(f) = 0, und somit Lt(g;) | Lt(f).

2. Fall:n > 2: Seieni, j € {1,...,t} so, dass i < j und DEG(h;9;) = DEG(h,g;) =
. Nach Lemma 8.4 gibt es a,b, ¢ € k[z] mit DEG(aS(g;,9;)) < J, DEG(bg;) < 0,
DEG(cgj) = 0 und h;g; = aS(gi, 9;) + bg; + cyg;.

Da S(g;, g;) nach Voraussetzung eine Standarddarstellung mit Rest 0 besitzt, gibt
es Polynome dy, ..., d; € k[z], sodass

t
S(9i,95) = Zdlgz,
=1

und DEG(dig;) < DEG(S(gi,g;)) fiir alle I € {1,...,t}. Dann gilt h,g; =
(Zle adyg;) + bg; + cg; und somit

t

¢
dg=( > hg)+ () adg)+ by + cg;
=1 I{1,.. t )\ {i} I=1
= Z (i + ad)gi + (b+ ad;)g; + (hj + ¢ + ad;)g;.
le{1,....t}\{%.5}
Fir alle [ € {1,...,t} gilt DEG(adig;) < DEG(aS(gi,9;)) < DEG(h;g;) = 0.
AuBerdem gilt DEG(bg;) < § und DEG((h; + ¢ + ad;)g;) < 6. Im Fall

(1.3)

DEG((h; + ¢+ adj)gj) <9
erhalten wir also eine Darstellung mit kleinerem ¢’; im Fall
DEG((h; + c+ad;j)g;) =9
eine Darstellung von f mit gleichem ¢’, aber kleinerem 7'. O

Das Hinzufiigen eines moglichen Restes des betrachteten S-Polynoms bewirkt,
dass dieses S-Polynom 0 als moglichen Rest hat:

LEMMA 8.6. Sei k ein Korper, n € N, sei (fi,..., fs) eine Folge von Polynomen
aus klzry,...,x,]. Sei f € klxy,...,x,], und sei r € klxy,...,xz,]| ein mdglicher
Rest von f bei einer Standarddarstellung von f durch (f1, ..., fs). Dann ist O ein
mdaglicher Rest von f bei einer Standarddarstellung von f durch (fi,..., fs,7).
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Beweis: Sei f =3 °_, a;f; + r eine Standarddarstellung von f durch (fy,..., fs).
Dar = f—>7 afi gilt DEG(r) < DEG(f). Also ist f =>7 ja;f;i + 1r +0
eine Standarddarstellung von f durch (fi, ..., fs,7) mit Rest 0. O

ALGORITHMUS 8.7 (Buchbergers Algorithmus zur Konstruktion einer Grobner-
basis).
Eingabe: f1,..., fs € klxy,...,z,] \ {0}.
Ausgabe: ¢1,...,g; € k[z1,...,2,] so, dass G := {g1,...,9:} eine Grobnerbasis
fir (f1,... ,f5>k[w] ist.

1: G+ (fl,...7f5)

2: P+ ()

3: while 3f,g € G: f #gund {f, g} € P do

4: P<—PU{{f,g}}
Ein moglicher Rest von S(f, g)

5: T4
bei Standarddarstellung durch G
6 if » # 0 then
7 G+ (G,r)
8: end if
9: end while

SATZ 8.8. Sei k ein Kérper, und seien fi,...,fs € klxy,...,x,] \ {0}.
Der Algorithmus 8.7 terminiert und liefert als Ergebnis eine Grobnerbasis

f’liT' <f1>"'7f5>k[m]'

Beweis: Wir zeigen als erstes, dass der Algorithmus terminiert. Wir betrachten
am Beginn jedes Durchlaufs der while-Schleife das Paar ((LT(G)) | ($)\P)).
Nehmen wir an, die Schleife wiirde unendlich oft durchlaufen. Wegen des Hilbert-
schen Basissatzes gibt es keine unendlichen aufsteigenden Ketten von Idealen von
klxy, ... ).

Ab irgendeinem Durchlauf bleibt also (LT(G)),, konstant. Ab diesem Durch-
lauf der Schleife kann aber der Fall » # 0 nicht mehr eintreten. Wenn némlich
r ein moglicher Rest von S(f,g) bei einer Standarddarstellung durch G ist,
und r # 0, so liegt Lr(r) nicht in (LT(G)),- Dann gilt aber (LT(G))y, #
(LT(G UA{T}) hia-

Folglich erniedrigt sich ab diesem Durchlauf die zweite Komponente | (§) \ P|.
Diese Komponente kann nicht negativ werden.
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Somit kann die while-Schleife nicht unendlich oft durchlaufen werden, also termi-

niert der Algorithmus.

Wir zeigen nun die Korrektheit des Algorithmus: Am Beginn jedes Durchlaufs der
while-Schleife gilt, dass fiir alle f,g € G mit {f,g} € P das S-Polynom S(f,g)
eine Standarddarstellung durch G mit Rest 0 hat. Das gilt offensichtlich beim
ersten Betreten der while-Schleife wegen P = (). Im weiteren Verlauf garantiert
Lemma 8.6, das diese Bedingung erhalten bleibt.

Wenn die while-Schleife verlassen wird, liegen alle Elemente aus (§ ) in P. Folglich
haben alle S-Polynome von Paaren von Polynomen aus G das Polynom 0 als
moglichen Rest bei Standarddarstellung durch GG. Nach Satz 8.5 ist G daher eine
Grobnerbasis von (G)y,- (G)yy ist aber wihrend des gesamten Verlaufs des
Algorithmus stets (f, ..., fs)k[z}' O

Das folgende Kriterium erspart die Uberpriifung der S-Polynome jener Paare,
deren fithrende Monome keine gemeinsamen Variablen enthalten.

LEMMA 8.9. Sei k ein Korper, sei F' eine endliche Teilmenge von klx1, ..., x,],
und seien f,g € F'\ {0} so, dass Lcm(LM(f), LM(g)) = LM(f) - LM(g). Dann
ist O ein maglicher Rest von S(f,g) bei Standarddarstellung durch F.

Beweis: Sei p := f — L1(f) und ¢ := g — Lt(g). Dann gilt

(9) Fo LM

(N’ Lo

_ Li(g) Lr(f)
Lo(f)Lalg)’ ~ Le(fLe(g)”

1
= m@ﬂ@f —Lr(f)g).

(f)
()7

S(f,9) = 1o

=1

Es gilt
Lr(g)f —Lr(flg=(9—q)f — (f—p)g
= —qf +pg.

Wir behaupten nun, dass (—q)f + pg + 0 eine Standarddastellung von Lr(g)f —
Lt(f)g durch (f,g) ist. Wenn p = 0, so ist (—q)f + 0 eine Standarddarstellulng

von —qf = Lr(g)f — L1(f)g.
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Wir nehmen nun an, dass p # 0 und betrachten zuerst den Fall, dass DEG(qf) =
DEG(pg). Dann gilt Lm(f) | LM(p)LM(g). Da LMm(f) und LM(g) keine gemein-
samen Variablen enthalten, gilt Lm(f) | LMm(p). Das steht aber im Widerspruch
zu DEG(p) < DEG(f).

Somit gilt DEG(qf) # DEG(pg). Damit gilt aber DEG(—qf + pg) =
max(DEG(—¢qf), DEG(pg)). Somit gilt DEG(—¢qf) < DEG(—¢f + pg) und
DEeG(pg) < DEG(—qf + pg). Damit ist aber (—q)f + pg + 0 eine Standard-
darstellung von —qf + pg durch (f, g) mit Rest 0. O

UBUNGSAUFGABEN 8.10

(1) Berechnen Sie eine Grébnerbasis des Ideals (=1 — zy + y? + zy?, —1 + y?) mit
lexikographischer Ordnung = > y.

(2) Berechnen Sie eine Grébnerbasis des Ideals (—1 +ab+a? ¢, 2+ bc?), mit lexikogra-
phischer Ordnung a > b > c.

(3) Seien g1, 92,93 € Q[z,y] gegeben durch

g = xy—1
92 = y+1
gs = $2+1

Sei
s = 5x%y? g1 — 323y g — 221> g3,
und sei ¢ := (3,3). Wir ordnen die Monome lexikographisch mit z > y. Es gilt
DEG(s) < 4.
Finden Sie c¢1,co € Q und a1, asg, 81, B2 € Ny, sodass
s = c12% Y™ S(g1,92) + c2 2y S(ga, g3)

und jeder Summand in dieser Summe Multigrad < § hat.
(4) Seien f1, fa, f5 € Rt1,t2] gegeben durch

filti,t2) = t2
falti,ta) = 22
falti,t2) = t1-ta.

Sei I das Ideal von R[x1, x9, x3, t1, ta], das durch {1 — f1(t1,t2), z2 — fo(t1,t2), x5 —
f3(ti,t2)} erzeugt wird. Berechnen Sie mit Hilfe der Eliminationseigenschaft von

Grobnerbasen Erzeuger von I NR[ty,to] und I NR[xq, z2, x3].



90 8. KONSTRUKTION VON GROBNERBASEN

2. Konstruktion von reduzierten Grébnerbasen

In dieser Sektion stellen wir einige Resultate zusammen, die es uns erlauben,
die Zwischenergebnisse beim Berechnen einer Grobnerbasis zu vereinfachen. Als
Resultate erhalten wir “reduzierte Grobnerbasen”.

LEMMA 8.11. Seien f1,..., fs paarweise verschiedene Elemente von k[x1, ..., x,],
und sei F' = {f1,..., fs}. Seii € {1,...,s}, und sei r; € k[zy,...,x,] ein
maglicher Rest von f; bei einer Standarddarstellung durch F \ {f;}. Sei G :=
(E\A{fi}) U{ri}. Dann gilt:

(1) <G> klz] = <F>k[:1:}

(2) (LP(F)) ey & (LT(G)) g

(3) Wenn r; # 0 und LM(r;) # LM(f;), so gilt L (r;) & (LT(F))y
(4) Fiir alle q € k[z] gilt: Wenn 0 ein mdéglicher Rest von q bei einer Stan-

darddarstellung durch F' ist, so ist 0 auch ein madglicher Rest von q bei
einer Standarddarstellung durch G.

Beweis: (1) Fiir C beobachten wir, dass r; in (F), ) liegt. Somit gilt G C (F); .
Fiir D zeigen wir, f; € (G)k[m]. Wir wissen, dass es aj,...,a;,_1, 041, .., 0s € k[x]
gibt, sodass

fi= Z a;fj+ 1.
j=1
J#
Dar; € G, gilt f; € (G) -
(2) Es reicht zu zeigen, dass im Fall f; # 0 auch Lr(f;) € (L1(G)),, silt. Wir
wissen, dass f; eine Standarddarstellung durch F'\ {f;} mit Rest r; besitzt. Somit
gibt es ay,...,a; 1,01, ...,as € k[z], sodass
fi= Z a;f; + i,
j=1
J#
und alle Summanden auf der rechten Seite Multigrad < DEG(f;) haben. Einer
der Summanden muss daher Multigrad DEG( f;) haben. Ist das a; f; fiir ein j # i,
so gilt L1 (f;)|Lr(f;), und somit L1(f;) € (LT(G)),,)- Wenn DEG(r;) = DEG(f:),
so gilt Lm(r;) = LM(f;), und folglich L (f;) € (LT(G)) -
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(3) Wir nehmen an, dass r; # 0. Wenn nun LT (r;) € (LT(F)),. so gibt es ein
ke {1,...,s}, sodass LT(f;)|LT(r;). Da r; ein moglicher Rest einer Standard-
darstellung durch F'\ {f;} ist, muss k = i sein. Es gilt also L (f;)|L1(r;), und
folglich DEG(f;) < DEG(r;). Da r; Rest einer Standarddarstellung von f; ist,
gilt aber auch DEG(r;) < DEG(f;). Somit gilt DEG(r;) = DEG(f;), und somit
Lm(r;) = Lm(fy).

(4) Wir nehmen an, dass ¢ eine Standarddarstellung

¢=) a;fj+0
j=1
durch F' mit Rest 0 besitzt. Weiters besitzt f; eine Standarddarstellung durch
F\ {fi} mit Rest r;; es gibt also by,...,b;_1,bi11,...,0bs, sodass

fi= Z bifi + 1.
=1

I£i

Insgesamt gilt also

QZE @jfj-i‘ai(E bifi + i),
=1
=1

I#i
also
(21) q = Z (aj + aibj)fj -+ a;r;.
j=1
J#i

Es gilt DEG(b;f;) < DEG(f;), also auch DEG(a;b;f;) < DEG(a;f;) < DEG(q).
Wegen DEG(r;) < DEG(f;) gilt auch DEG(a;7;) < DEG(a;f;) < DEG(q). Also ist
die Darstellung von ¢ in (2.1) eine Standarddastellung von ¢ durch G. U

DEFINITION 8.12. Sei F eine endliche Teilmenge von k[zy,...,z,] \ {0}, und sei
f € F. Dann ist f reduziert in F', wenn kein Monom in f durch ein LT(g) mit
g € F\ {f} teilbar ist.
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Das Polynom f ist also reduziert in F', wenn

= 0g+f

geF
g#f

eine Standarddarstellung von f durch F'\ {f} mit Rest f ist.

DEFINITION 8.13. Sei F' eine endliche Teilmenge von k[zq,...,x,] \ {0}. F ist

reduziert, wenn alle f € F' reduziert in F sind.

Wir betrachten nun folgende Prozedur zur Erzeugung einer Grobnerbasis.

ALGORITHMUS 8.14 (Erzeugen einer Grobnerbasis mit Vereinfachung).

Eingabe: fi,..., fs € k[z1, ..., 2, \ {0}
Ausgabe: ¢1,...,q; € k[z1,...,x,] so, dass G := {g1,...,9:} eine Grobnerbasis

fir ({f1,. .-, fs})yp ISt

1: G<—(f1,...,fs)
2: P« ()

3: while 3f,g € G: f #Agund {f, g} € P do
4 P+ PU{{f g}}

Ein moglicher Rest von S(f, g)

5: <
bei Standarddarstellung durch G

6: if » # 0 then

7 G+ (G,r)

8: end if

9: while G ist nicht reduziert und wir wollen G reduzieren do

10: f1 < Ein Element von G, das in G nicht reduziert ist
Ein moglicher Rest von f;

11: 1
bei Standarddarstellung durch G\ {f;}

12: if r{ =0 then

13: G+ G\{fi}

14: else

15; G (G\{/i}) U{r}

16: end if

17: end while
18: end while
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SATZ 8.15. Unabhdingig davon, wie oft wir im Ablauf des Algorithmus reduzieren

wollen, terminiert der Algorithmus 8.14 und liefert eine Grobnerbasis von I :=

<f17 .- 7fs>k[w]

Beweis: Am Beginn jedes Durchlaufs der dufleren while-Schleife gilt fiir alle
{f,g} € P,dass S(f, g) eine Standarddarstellung durch G mit Rest 0 besitzt, und
dass (G) kiz) = 1 ist: Klarerweise gilt das beim ersten Betreten der while-Schleife.
Wegen Lemma 8.6 bleiben diese Bedingungen auch durch das Hinzufiigen des Res-
tes r des S-Polynoms S(f, g) erhalten. Nun bleibt diese Bedingung auch bei jedem
Durchlauf der inneren while-Schleife erhalten: Lemma 8.11 (1) liefert, dass (G)y
immer gleich dem Ideal I ist. Lemma 8.11 (4) garantiert, dass die S-Polynome

2]

aller Paare aus P auch nach dem Reduzieren 0 als méglichen Rest haben. Wenn
der Algorithmus terminiert, so wurde die &uflere while-Schleife verlassen: fiir alle
{f,g9} € (§) gilt also {f,g} € P; somit hat S(f,g) eine Standarddarstellung
durch G mit Rest 0. Nach Satz 8.5 ist G also eine Grobnerbasis von (G),,, = I.

Wir zeigen nun, dass der Algorithmus fiir jede Eingabe terminiert. Sei dazu
F = (f1,..., fs) eine Eingabe, und seien unsere moglichen Wahlen wihrend des
Ablaufs des Algorithmus so, dass der Algorithmus nicht hélt. Nun betrachten
wir zunéchst nach jedem Betreten einer der while-Schleifen das Ideal (LT(G)), -
Wegen Lemma 8.11 (2) wird dieses Ideal von einem Betreten zum néichsten echt
grofler, oder es bleibt gleich. Da k[z] die (ACC) fur Ideale erfiillt, bleibt dieses
Ideal ab irgendwann stets konstant.

Ab diesem Punkt betrachten wir die Anzahl der Elemente von G, die in G nicht
reduziert sind. Wir behaupten, dass ab diesem Durchlauf die Anzahl der nicht re-
duzierten Elemente in GG nicht mehr grofler wird. Zunéchst kann ab diesem Durch-
lauf der Schleife der Fall r # 0 nicht mehr eintreten. Wenn namlich r ein moglicher
Rest von S(f,g) bei einer Standarddarstellung durch G ist, und r # 0, so liegt
Lr(r) nicht in (LT(G))y,- Dann gilt aber (LT(G))y, # (LT(G U {r}));,)- Nun
iiberlegen wir uns, warum auch die Anweisungen in der inneren while-Schleife
die Anzahl der nicht reduzierten Elemente von G nicht erhthen: Alle in G redu-
zierten Elemente von G \ {f1} sind auch reduziert in G \ {f1}. Also kénnte nur
die Anweisung G < (G'\ {f1}) U{r1} die Anzahl der nicht reduzierten Elemente
von G erhohen. In diesem Fall gilt 71 # 0. Da ja LT(G) konstant bleibt, bleibt
wegen Lemma 8.11 (3) nur mehr der Fall Lm(r) = LM(f;) iibrig. Dann ist aber
jedes Element von (G'\ {f1}) U{r}, dasin (G \ {fi}) U {71} nicht reduziert ist,
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auch in G nicht reduziert. Keine Anweisung kann also die Anzahl der in G nicht
reduzierten Elemente von G mehr erhohen. Ab irgendeinem Durchlauf bleibt also
auch die Anzahl der in G nicht reduzierten Elemente von G konstant.

Ab diesem Durchlauf betrachten wir |G|+ | (§) \ P|. Von den Zuweisungen an
G kann nun einzig die Zuweisung G <+ G \ {f1} noch ausgefiihrt werden, da
die Zuweisung G <+ (G \ {fi1}) U {r1} ja bewirkt, dass die Anzahl der nicht
reduzierten Elemente von G wegen LM(r1) = LM(f;) um 1 kleiner wird, im
Widerspruch dazu, dass die Anzahl der in G nicht reduzierten Elemente konstant
bleibt. Jede der Zuweisungen G < G\ {f1} und P < PU{{f, g}} bewirkt aber,
dass |G| + | (§) \ P| echt kleiner wird. Das kann aber nur endlich oft Also hélt

der Algorithmus nach diesen endlichen vielen Schritten. U

Wenn wir immer reduzieren wollen, und die fithrenden Koeffizienten des Ergeb-
nisses auf 1 normieren, so erhalten wir als Ergebnis des Algorithmus 8.14 eine

“reduzierte Grobnerbasis”.

DEFINITION 8.16. Sei k ein Korper, und sei G eine endliche Teilmenge von

klz1, ..., za] \ {0}. G ist eine reduzierte Grobnerbasis von (G),,, wenn:

z|’

(1) G ist eine Grébnerbasis von (G) ),
(2) G ist reduziert,
(3) Alle Polynome g € G erfiillen Lc(g) = 1.

Als Konsequenz aus der Termination und Korrektheit des Algorithmus 8.14 er-
halten wir:

SATZ 8.17. Jedes Ideal von k(xy, ..., x,] besitzt eine reduzierte Gribnerbasis.
Diese reduzierte Grobnerbasis eines Ideals ist, &hnlich der Zeilenstaffelnormalform
eines Unterraums, durch das Ideal eindeutig bestimmt.

SATZ 8.18. Sei I ein Ideal von klxy, ..., x,|, sei < eine zuldssige Ordnung auf

No", und seien G, H reduzierte Gribnerbasen von I beziiglich <. Dann gilt G =

H.

Beweis: Wir nehmen an, dass I # 0. Als erstes zeigen wir
Lr(G) = Lr(H).

Sei G = {g1,...,9-y und H = {hy,...,hs}. Sei nun g € G. Da g eine Stan-
darddarstellung durch H mit Rest 0 besitzt, gibt es aq,...,as € k[x], sodass
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g = >, a;h;, und fiir alle i gilt DEG(a;h;) < DEG(g). Fiir zumindest einen
Summanden muss DEG(ajh;) = DEG(g) sein. Da h; eine Standarddarstellung
durch G mit Rest 0 besitzt, gibt es by,...,b. € k[z], sodass h; = > _, big;, und
fir alle [ gilt DEG(b1g9;) < DEG(h;). Sei [ so, dass DEG(h;) = DEG(b¢;). Dann
gilt Lr(g;)|Lr(h;) und Lr(h;)|Lr(g). Es gilt also Lr(g)|Lt(g). Da G reduziert
ist, gilt g = ¢;. Nun gilt LM(g;)|LM(h;) und LM(h;)|LM(g). Wegen g, = g gilt also
LM(g) = LMm(h;). Folglich gilt Lir(g) € Lr(H). Damit haben wir Lt(G) C L1(H)
bewiesen.

Ebenso gilt LT(H) C L1(G). Insgesamt gilt also LT(G) = Lr(H).

Wir zeigen nun G C H. Sei dazu g € (. Es gibt nun ein Polynom h € H,
sodass Lt(g) = Lr(h). Da G reduziert ist, enthdlt ¢ — LT(g) kein Monom, das
in (LT(G)), liegt. Da H reduziert ist, enthélt A — L1 (h) kein Monom, das
in (LT(H)),, liegt. Wegen LT(G) = LT(H) liegt also auch kein Monom von
h — Lr(h) in (LT(G))y,- Somit liegt wegen Lr(g) = Lr(h) kein Monom von
g—h=(9—Lr(g)) — (h—Lr(h)) in (LT(G)) - Somit ist g—h =321, 0- g, +
(g9 — h) eine Standarddarstellung von g — h durch G mit Rest ¢ — h. Da G eine
Grobnerbasis von [ ist, und da g — h € I, gilt wegen Korollar 7.27 die Gleichheit
g = h. Somit gilt g € H.

Ebenso zeigt man H C G. O

UBUNGSAUFGABEN 8.19

(1) Bestimmen Sie eine Grobnerbasis des Ideals I = (f1, fa2, f3, fa) von

Qlz1, x2, 23, T4, T5].

fi = x1—5xy+ 8x3+ 24 — 215
fo = x1—4xo+6x3 — 214

fs = —lxy+2x3+ 214

fi = b5xy— 8o+ 6x3 — dHxs.

(Ordnen Sie die Monome lexikographisch mit 1 > -+ > x5.)

(2) Seien fi,...,fs € Clz1,...,2z,]. Wir nehmen an, dass f; = fo = -+ = fs = 0
unlésbar ist. Sei G eine Grobnerbasis von (f1,. .., fs). Zeigen Sie, dass G ein kon-
stantes Polynom ungleich 0 enthélt!

(3) Bestimmen Sie eine Grobnerbasis des folgenden Ideals I = (fi, f2) von Q[z].

fi = z—234a2* 225 26
fo = x—2224+ 2% — 2+ 2b.
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3. Minimalititseigenschaften

Sei < eine zulédssige Ordnung auf Njj. Wir ordnen nun endliche Teilmengen von
Ng durch

A<y B A= B oder max<(AA B) € B.

LEMMA 8.20. Sei < eine zuldssige Ordnung auf Nj. Dann ist <;; eine lineare
Ordnung auf der Menge Pp,(A) der endlichen Teilmengen von A, und <, erfillt
die (DCC).

PRrROOF. Reflexivitat und Antisymmetrie von <j; sind unmittelbar klar.

Fiir die Transitivitdt nehmen wir A <y B und B <;; C an. Sei § := max<(A A
B) und v := max<(B A C).

1. Fall: v < B: Dann gilt g ¢ BAC', und somit wegen 3 € B auch g € C'. Wegen
feBund e AN B gilt 8 ¢ A. Folglich gilt 5 € AAC. Sei nun ' > . Dann
gilt '€ AABund f ¢ BAC, und folglich ' ¢ (AAB)A(BAC)=AAC.
Also gilt f = max<(A A C), und wegen 5 € C daher auch A <;; C.

2. Fall: v = p: Wegen € B und v € C gilt in diesem Fall v ¢ B A C'. Dieser
Fall kann daher nicht eintreten.

3. Fall: v > B: Dann gilt v € A A B, und wegen v ¢ B daher auch v ¢ A. Fiir
alley >~gilt v € AABund~' € BAC,alsoy ¢ (AAB)A(BAC)=AAC.
Also gilt 7 = max<(A A C), und wegen v € C daher auch A <, C.

Somit ist <,; transitiv.

Fiir alle A, B C Nj mit A # B gilt max<(A A B) € AU B und folglich B <;; A
oder A <,; B. Somit ist <;; linear.

Sei nun A; >3, Ay >, - -+ unter allen unendlichen absteigende Ketten eine mit
minimalem max<(A;). Sei a := max<(A;). Wenn a Element aller A; ist, so ist A;\
{a} >n As\{a} > - - eine Kette mit kleinerem maximalen Element des ersten
Kettenelements, im Widerspruch zur Minimalitdt der gewéhlten Kette. Wenn es
ein k mit a ¢ Ay gibt, so sei b := max<(Ag). Wenn b > a, so gilt b € Ay A Ay
und b > max<(A;). Somit gilt max<(Ar A A1) € Ay, und damit A; <p; Ay, ein
Widerspruch. Somit gilt b < a. Damit ist aber Ay >y Agy1 > - -+ eine Kette
mit kleinerem maximalen Element des ersten Kettenelements, im Widerspruch
zur Minimalitdt der gewéhlten Kette. Somit erfiillt <,, die (DCC). O
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DEFINITION 8.21. Sein €N, f =3 . »caZ € k[zy,...,2,]. Der Support von
f ist definiert durch Supp(f) = {a € Ny" | ¢, # 0}.

Fiir eine zulédssige Ordnung < auf No" und f, g € k[xy, ..., z,] schreiben wir f <p
g, falls Supp(f) <us Supp(g). Die Relation <p ist reflexiv und transitiv, aber fiir
einen Korper k mit |k| > 2 nicht antisymmetrisch, und somit eine Quasiordnung.
Wie fiir Quasiordnungen iiblich, schreiben wir f <p g fir f <p g und g £p f.
Sei F' eine Teilmenge von k[zq,...,x,]. Dann ist ein Element g minimal in F
beziiglich <p, wenn es kein f in F' mit f <p g gibt. Das Polynom g ist also
minimal, wenn fiir alle f € F' mit f <p g auch g <p f gilt.

SATZ 8.22 (Minimalitdtseigenschaft von reduzierten Grobnerbasen). Sei G eine
reduzierte Grobnerbasis des Ideals I von klzy,...,x,] beziglich der zulissigen
Ordnung < auf Nij. Sei <p die zu dieser Ordnung gehérende Quasiordnung auf
klxy,...,x,]. Sei h € I\ {0}, und sei f ein Polynom, das minimal beziiglich <p
in der Menge

H={f eI :Lr(f")|Lr(h) und Lc(f") =1}

ist. Dann qgilt f € G.

PROOF. Wegen f € I gibt es ein ¢ € G mit Lr(g) | Lr(f). Dann gilt g € H
und wegen der Minimalitdt von f beziiglich <p daher Lr(g) = L(f).

Wir zeigen nun f = g, und nehmen im Widerspruch dazu an, dass f # g. Wir
zeigen als erstes, dass DEG(f — ¢) ein Element von Supp(g) ist.

Im Fall, dass Supp(g) = Supp(f), enthédlt f — g nur Monome, die bereits in g
vorkommen, und somit gilt DEG(f — g) € Supp(g).

Im Fall Supp(g) # Supp(f) gilt wegen der Minimalitét von f, dass Supp(g) >
Supp(f). Fiir alle a mit a« > DEG(f — ¢) verschwindet der Term von z“ nach
der Subtraktion von g von f. Folglich muss « entweder sowohl in Supp(f) als
auch in Supp(g) vorkommen, oder in keiner der beiden Mengen. Somit gilt « ¢
Supp(f) A Supp(g). Daraus erhalten wir max<(Supp(f) A Supp(g)) < DEG(f —
g). Nehmen wir nun an, dass DEG(f — g) & Supp(g). Dann muss LM(f — g)
in f vorkommen, und es gilt folglich DEG(f — g) € Supp(f) A Supp(g). Also
gilt max<(Supp(f), Supp(g)) = DEG(f — g) und DEG(f — g) € Supp(f), und
folglich Supp(g) <p; Supp(f). Da nach Fallannahme Supp(f) # Supp(g), gilt
also Supp(g) <as Supp(f) und somit g <p f, im Widerspruch zur Minimalitét
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von f. Somit fiithrt die Annahme DEG(f — g) € Supp(g) zu einem Widerspruch,
und es gilt daher auch im Fall Supp(f) # Supp(g), dass DEG(f — g) € Supp(g).

Es gilt nun gilt f — g € I'\ {0}. Es gibt daher ein ¢’ € G mit Lt(¢') | LT(f — g).
Wegen DEG(f — g) < DEG(g) gilt DEG(¢') < DEG(g) und folglich g # ¢'.
Da DEG(f — g) € Supp(g), teilt LT(¢') ein in g vorkommendes Monom, im
Widerspruch dazu, dass G reduziert ist. 0

KOROLLAR 8.23. Sei k ein Kdrper, und sei G eine reduzierte Grobnerbasis des
Ideals I von klxy,...,x,] beziglich der zuldssigen Ordnung < auf Nj. Sei D :=
{deg(f) | f € I}, und sei M die Menge der minimalen Elemente von D beziiglich
C. Dann gilt:

(1) Es gibt fir jedes o € M genau ein Polynom f, € I, das minimal
beztiglich <p in

lo ={f € I'| DEG(f) = o, Lc(fa) = 1}

18t.

(2) G={fa|lae M} und |G| = |M]|.

PROOF. (1) Sei @ € M. Die Menge I, ist nicht leer. Seien f, g zwei beziiglich
<p minimale Elemente aus I,. Da a minimal in D beziiglich C ist, gilt {f’ €
I : Lr(f") | Lr(g) und Le(f') = 1} = I,. Folglich liefert Satz 8.22, dass f und ¢
beide Elemente von G sind. Da G reduziert ist, gilt daher f = g.

(2) O: Wir haben bereits gezeigt, dass fiir jedes o € M jedes minimale Element
von [, in G liegt. Daraus folgt O.

C: Sei nun g € G. Da G reduziert ist, ist « := DEG(g) minimal in D beziiglich
C: Wenn 8 C o und 8 € D, so gibt es ein Polynom ¢’ € G mit LM(¢')|=?, und
somit LM(¢') | LM(g). Also gilt « € M. Es bleibt zu zeigen, dass g = f,. Sei h
ein beziiglich <p minimales Element unter den Elementen A’ von I, die b’ <p g
erfiillen. Dann gilt A = f,, und somit gilt wegen der bereits gezeigten Inklusion
h € G. Da LM(h) = LM(g), die Polynome g, h beide in G sind und G reduziert
ist, gilt g = h = f,, und somit g € {f, | « € M}. O



KAPITEL 9

Einige Anwendungen von Grébnerbasen

1. Automatisches Beweisen in der Geometrie

Wir betrachten Sétze in der ebenen Geometrie, wie etwa die Sétze von Thales,

Desargues, Pappus, .... Wir beschreiben die Punkte der Ebenen mit Elementen
aus R?.

Viele geometrische Eigenschaften kann man durch Gleichungen ausdriicken.

SATZ 9.1. Es gibt genau dann eine Gerade, auf der jeder der Punkte (31 ), (33),

Lz oy
(33) € R? liegt, wenn det(| 1 x5 o |)=0.
1 z3 ys

SATZ 9.2. Es gibt genau dann einen Kreis oder eine Gerade, auf der jeder der
Punkte (41), (), (4 ), (yi) liegt, wenn

T oy T+l
Ty Yo To® + yo? )
T3 Y3 3%+ ys?

Ty ys T4+ Yy’

det(

— = =

UBUNGSAUFGABEN 9.3
Formulieren Sie die Bedingungen fiir folgende geometrische Eigenschaften der Punkte
P = (y), Po = (y2), Ps = (33),Pr = (4:) als Polynomgleichungen in den Variablen

L1,X2,T3,T4,Y1,Y2,Y3,Y4.

1
2
3) Pj5 liegt auf der Streckensymmetrale von P P;.
4) P; P, steht senkrecht auf P Ps.

) Das Dreieck Py P, P5 ist gleichschenkelig.
)
)
) - -
5) PPy = PyPs.
)
)
)

Ps5 ist der Mittelpunkt von Py Ps.

6) P, liegt auf der Winkelsymmetralen des Dreiecks P, P, P3 durch P;.
7) Py liegt auf dem Umkreis des Dreiecks P Py Ps.
8) P, liegt auf der Schwerlinie des Dreiecks P P, P3 durch P;.

99
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(9) Py liegt auf der Hohe des Dreiecks Py Py P3 auf Py Ps.

Wir betrachten nun den Satz von Pappus:

Seien A, B,C' Punkte auf einer Geraden, und seien D, E, F
Punkte auf einer Geraden. Sei H ein Schnittpunkt von AE und
DB, sei I ein Schnittpunkt von AF und DC, und sei J ein
Schnittpunkt von BF und EC. Dann liegen H, I, J auf einer
Geraden.

Wir konnten den Satz so formulieren:

Seien A, B,C, D, E,F,H,I,J Punkte in der Ebene, sodass fol-
gende Punktetripel jeweils auf einer Geraden liegen: (A, B, C),
(D,E,F), (A,H,E), (D,H,B), (D,I,C), (A, I,F), (E,J,C),
(B, J, F). Dann liegen H, I, J auf einer Geraden.

Das stimmt aber nicht. (A =B =C =D = E = F, H, I, J beliebig, sodass sie
nicht auf einer Geraden liegen.) In folgender Formulierung stimmt der Satz:

SATZ 9.4 (Eine Version des Satzes von Pappus). Seien A, B,C,D,E, F,H,I,J
(nicht notwendigerweise voneinander verschiedene) Punkte in der Ebene, so-
dass folgende Punktetripel jeweils auf einer Geraden liegen: (A, B,C), (D, E, F),
(A,H,E), (D,H,B), (D,I,C), (A1, F), (E,J,C), (B,J,F). Wenn es keine Ge-
rade gibt, die A, B, D enthdlt, und keine Gerade, die A, B, E enthdlt, dann liegen
H,I,J auf einer Geraden.

Wir miissen also auch die Bedingung, dass A, B, D nicht auf einer Geraden liegen,

ausdriicken.

SATZ 9.5 (Grundlage des automatischen Beweisens geometrischer Sétze). Seien
neN, rseNy, fi,....fs,h1,...,he,g € Clty, ..., t,]. Dann sind dquivalent:

(1) Fiir alle € C™ gilt:
Wenn fi(z) =--- = fo(x) =0 und hy(x) #0, ..., h(x) #0,
dann gilt g(x) = 0.
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(2) Es gibt kein (z,y) € C**0+1 | sodass

filz) = 0
fa) = 0
hr(“’)'yr

g<33)'3/r+1 = 1.

Beweis: (1)=-(2): Wir nehmen an, dass das Gleichungssystem (1.1) eine Losung
(z,y) in C**0+) hat. Bs gilt dann fi(z) = --- = fi(x) = 0,hi(x) #
0,...,~h(x) # 0,g9(x) # 0, im Widerspruch zu (1). (2)=-(1): Wir nehmen an,
dass (1) nicht gilt, also, dass es & € C" gibt, sodass fi(x) = -+ = fi(x) = 0,
hi(z) #0, ..., h.(x) # 0, und g(x) # 0. Seien (y1,...,Yr, Yr+1) definiert durch

Yi = #m) fir i € {1,...,r}, und sei y,41 := Tlm)' Dann ist

(Ib <oy Ty Y1y - - 7yT7y7‘+1)
eine Losung des Gleichungssystems (1.1), also gilt (2) nicht. O

Die Losbarkeit von Gleichungssystemen {iberpriift man mit folgender Kombina-
tion aus der schwachen Form des Hilbertschen Nullstellensatzes und Grobnerba-

sentheorie.
SATZ 9.6. Seien m,n € N, seien py,...,pn € Rlt1,... ty], und sei G eine
Grobnerbasis fir (p1, ..., pn)gyy (beziglich irgendeiner Termordnung). Dann sind

olgende beiden Bedingungen dquivalent:
Jfolg gung
(1) Es gibt kein (xq,...,2,) € C™, sodass
pi(T1, . ) = =pa(T1,...,20) = 0.

(2) G enthdlt ein konstantes Polynom ungleich 0.

Beweis: Wenn G ein konstantes Polynom ¢ # 0 enthélt, so wére jede gemeinsame

Nullstelle von pq,...,p, auch eine Nullstelle von ¢. Da ¢ keine Nullstellen hat,
kann also p; = - -+ = p, = 0 keine Losung haben.
Wenn p; = - -+ = p,, = 0 keine Nullstelle in C"™ hat, so gilt wegen des Hilbertschen

Nullstellensatzes, dass 1 € (py, ... >Pn><c[t]~ Wegen Satz 9.25 gilt dann auch 1 €
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(p1,- .-, Pn)gyy- Damit muss es ein Polynom g € G mit Lr(g) | LT(1) geben.
Dieses ¢ ist also konstant. 0

Somit beweist folgender (geringfiigig editierter) Mathematica-Dialog den Satz
von Pappus.

In[1]:= Collinear[P1_,P2_,P3_] :=Det[{P1,P2,P3}]

AA={0,0,1};

BB={b1,b2,1%};
CC={c1,c2,1%};
DD={d1,d2,1};
EE={el,e2,1};
FF={f1,f2,1};
GG={g1,g2,1};
HH={h1,h2,1};
I1={i1,i2,1};
JJ={j1,j2,1};

System={Collinear [AA,BB,CC],Collinear[DD,EE,FF],Collinear [AA,HH,EE],
Collinear[DD,HH,BB],Collinear[DD,II,CC],Collinear[AA,II,FF],
Collinear[EE,JJ,CC],Collinear[BB,JJ,FF],

Collinear[AA,BB,DD]*z2-1,Collinear [AA,BB,EE]*z3-1,Collinear [HH,II,JJ]*z1-1}

Out[1]= {-b2 cl+bl c2,-d2 el+dl e2+d2 f1-e2 f1-dl f2+el £2,
e2 hl-el h2,-b2 di+bl d2+b2 h1-d2 hl-bl h2+dl h2,

—-c2 dl+cl d2+c2 i1-d2 il-cl i2+d1 i2,

£f2 i1-f1 i12,-c2 el+cl e2+c2 jl-e2 jl-cl j2+el j2,

b2 f1-bl £2-b2 ji1+f2 ji+bl j2-f1 j2,

-1+(-b2 di+bl d2) z2,-1+(-b2 el+bl e2) z3,

-1+(-h2 il+h1 i2+h2 j1-i2 j1-h1 j2+il j2) z1}

In[2] := GB=GroebnerBasis[System,MonomialOrder->DegreeReverseLexicographic]

Out[2]= {1}
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UBUNGSAUFGABEN 9.7

(1) Wie iibersetzt man die folgende Bedingung in die Frage nach der Losbarkeit eines
Gleichungssystems?

Fir alle z1,...,z, € R gilt: Wenn f(z1,...,2,) =0 und g(z1,...,2,) #
0, so gilt h(z1,...,z,) =0.

(2) Beim automatischen Beweisen von geometrischen Sdtzen mit der Grébnerbasenme-
thode fithrt man die Giiltigkeit einer Aussage auf die Losbarkeit eines (oder mehrerer)
Gleichungssysteme zuriick. Seien f1,..., fr,g1,...,9s, h Polynome in Clzq,...,zx].
Wie fithren Sie die folgenden Aussagen auf die Losbarkeit von Gleichungssystemen
zuriick? Geben Sie jeweils die Gleichungssysteme an!

(a) Fiir alle xq, ...,z gilt:

fl(xl,...,xk) =0 A

fr(z1, .. yz2E) =0 A

= h(xy,...,x) = 0.
g1(z1,...,zK) 0 A (1 )
gs(1,...,xk) #0
(b) Fiir alle 21, ...,z gilt:
filxy,...;25) =0 A g1(x1,...,xK) #0 A
: = :
ol m) =0 Gu(@1, - ) # 0

(c¢) Fir alle a1, ...,z gilt:

fi(z,...,zk) = 0= g1(z1,...,2) # 0.

(d) Fiir alle 21, ...,z gilt:

fl(xl,...,xk) ;é():>g1(a:1,...,xk) 750

Geben Sie in den Beispielen (3) und (4) einen Beweis fiir die Aquivalenz der Tmpli-
kation mit der Losbarkeit der Gleichungssysteme.
(3) (Beweisen geometrischer Séitze) Wir betrachten den Satz von Desargues.
Seien S, A,B,C,D,E,F,H,1,J Punkte der Ebene R? mit folgenden Ei-
genschaften:
(a) S, A, D liegen auf einer Geraden.
) S, B, E liegen auf einer Geraden.
) S,C, F liegen auf einer Geraden.
d) A, B, H liegen auf einer Geraden.
) D, E, H liegen auf einer Geraden.
)

A, C, J liegen auf einer Geraden.
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(m) C, A, D liegen nicht auf einer Geraden.
Dann liegen H, I, J auf einer Geraden.

(a) Machen Sie eine Skizze fiir diesen Satz. (Die Skizze wird schén, wenn Sie S als
Ausgangspunkt dreier Strahlen zeichnen, A ndher bei S liegt als D, E ndher
bei S liegt als B, und C niher bei S liegt als F'.)

(b) Finden Sie ein polynomiales Gleichungssystem, dessen Unlésbarkeit diesen Satz
impliziert.

(¢) Zeigen Sie dadurch, dass eine Grébnerbasis des Systems ein konstantes Polynom
enthilt, dass das System tatséchlich unlésbar ist. (Himweis: Verwenden Sie dazu

ein Computeralgebrasystem.)

2. Schnitt von Idealen

Wir zeigen, wie wir die Generatoren des Schnitts zweier Ideale von k[xq, ..., z,]

berechnen.

SATZ 9.8 (Schnitt von Idealen). Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und
seien I, J Ideale von R. Seien (x) und (x — 1) die von x beziehungsweise x — 1

erzeugten Hauptideale von R[x|. Dann gilt

INJ={reR|ra’clz] (v)+Jx]-(z -1}

Beweis: Fiir C sei 1 € I N J. Es gilt dann i2° = ix — i(z — 1). Fir D sei
ra’ =z Y toaat+ (x—1)-> L, it mit iy, ..., iy € Tund ji,.. ., j, € J. Wenn

wir fiir  := 0 einsetzen, erhalten wir r = —1jg, also r € J. Wenn wir fiir z = 1
einsetzen, so erhalten wir r = »"" 4, also r € I. O
KOROLLAR 9.9. Sei k ein Korper, und seien I,J Ideale von klty,...,t,]. Seien

ai, ..., 4., b1,...,bs € k[t] so, dass I = <a1,...,ar>km und J = <bl,...,bs)k[t].
Sei

H:=(a1y,...,a:y,bi(y = 1), .., bs(y = 1))y -
Dann gilt HNk[t]=1NJ.

Beweis: Wir verwenden Satz 9.8 fiir R := k[t]. O
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3. Finden algebraischer Abhingigkeiten

Die folgenden Sétze bieten Moglichkeiten, zu bestimmen, ob gegebene Elemente
eines Rings algebraisch abhéingig sind. Als Vorbereitung beweisen wir folgendes
Lemma:

LEMMA 9.10. Sei k ein Korper, ser € N, sei R ein kommutativer Ring mit Fins
mit k < R, und sei I ein Ideal von R. Sei f € k[t1,...,t)], und seien y,z € R!
so, dass fir alle i € {1,... 1} gilt: y; — z € 1. Dann gilt auch f(yi,...,y) —

f(z1,...,2) € 1.

Beweis: Offensichtlich erfiillt jedes konstante Polynom und jedes Polynom der
Form f = t; diese Aussage. Wir zeigen nun, dass die Menge der Polynome, die
diese Aussage erfiillen, abgeschlossen unter Addition und Multiplikation ist. Da
man alle Polynome als Summen von Produkten von konstanten Polynomen und
Variablen erhalten kann, beweist das das Lemma. Sei also g = f; + f2. Dann gilt
9(y) —g(z) = fiy) — f1(2) + f2(y) — f2(z). Nach Voraussetzung liegen beide
fily)—fi(z) in I. Wenn g = fi-fo, so gilt g(y)—g(2) = fi(y) fo(y)— f1(2) fo(2) =
H) () = [(y)f(z) + fily)f2(2) — [i(2) fo(2) = fily)(fo(y) — fo(2)) +
f2(z)(fi(y) — fi(z)). Beide Summanden liegen in I. O

SATZ 9.11 (Algebraische Abhéngigkeit in k[zy, ..., x,]/I). Seik ein Kdrper, seien
r €Ny, n,seN, sei [ ={(q,... ,g,«>km, und seien fi, ..., fs € k[z1,...,x,]. Sei
p € klty,....t5], und sei J = (g1,...,gr,t1 — f1,... ts — fs>k[t’z] . Dann sind
dquivalent:

(1) p(fr,..., fs) € 1.
(2) pe JNEk[ty,... t].

Beweis: (1)=-(2): Da fur alle ¢ € {1,...,s} gilt: fi = t; (mod J), gilt wegen
Lemma 9.10 auch

p(fi,.. ., fs) =p(t1,...,ts) (mod J).

Da I C J, gilt nach (1) auch p(fi,..., fs) € J, und somit p(ty,...,ts) € J. Da
p(ty, ..., ts) auch in k[ty, ..., ] liegt, gilt (2).

(2)=-(1): Wenn p € J, so gibt es Polynome ay,...,a,,by,...,bs € k[t, x|, sodass

T

p(t) = Zai(t, T)gi(x) + Z bi(t, z)(t: — f)-

=1
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Diese Gleichheit gilt auch, wenn man fiir die Variable ¢; das Polynom f; einsetzt.

Wir erhalten dann

P f) =S alfioe o o )gi(@).
=1

Daher gilt p(f1,..., fs) € I. O

UBUNGSAUFGABEN 9.12

(1) Wir betrachten den Ring Q[x,y,2]/I mit I = (y3 — 2%, —y? + xz, 2y — 2,22 — y).
(a) Zeigen Sie, dass ((z + y) + I) algebraisch unabhéngig iiber Q ist.
(b) Zeigen Sie, dass ((—z® + z + 3) + I) algebraisch abhéingig iiber Q ist.
(c) Finden Sie ein Polynom f € Qlt1,ts] mit f # 0, sodass f((z +y+ 1) + I, (x +
2)+1)=0+1.
(2) Wir betrachten den Ring Q[z,y, z]/I mit I = (xz,yz).
(a) Zeigen Sie, dass (x + I,y + I) algebraisch unabhéngig iiber Q ist.
(b) Finden Sie f € Q[t1,t2,t3] mit f # 0 und f(x,y,23 +z +1) € (x,y).
(c) Finden Sie g € Q[t1,t2,t3] mit g # 0 und g(x,y,2% + 2+ 1) € (2).
(d) Finden Sie h € Q[ty,ta,t3] mit h # 0 und h(z,y, 22 +x+1) € I = (z) N (z,7).
(3) Wir betrachten den Ring Q[z,y, z]/I mit I = (xz,yz).
(a) Zeigen Sie, dass (z 4 I) algebraisch unabhéngig tiber Q ist.
(b) Zeigen Sie, dass fiir alle ¢(z,y,2) € Q[z,y,2] gilt, dass (z + I,q(x,y,2) + I)
algebraisch abhéngig ist. (Hinweis: (xz,yz) = (z,y) N (z).)
(c¢) Begriinden Sie durch Zitieren eines passenden Satzes, dass Q[z,y, 2]/ algebra-
isch iiber dem Unterring Q[z + I ist.
(4) Wir betrachten den Ring Q[z,y, 2]/ mit I = (zz,yz).
(a) Zeigen Sie, dass fiir alle q(z,y, 2) € Q[z,y, 2] gilt, dass (z+1,y+1,q(z,y,z)+1)
algebraisch abhéngig ist.
(b) Begriinden Sie durch Zitieren eines passenden Satzes, dass Q[z,y, z]/I algebra-
isch iiber dem Unterring Q[z + I,y + I] ist.
(c) Haben wir jetzt im Widerspruch zu Korollar 5.25 Transzendenzbasen verschie-
dener Kardinalitidt gefunden?

KOROLLAR 9.13 (Algebraische Abhéngigkeit in k[xq,...,x,]). Seik ein Korper,
seien r € No, n,s € N, und seien fi,..., fs € klx1,...,x,]. Seip € k[ty,..., 14,
und sei J = (t; — f1,...,ts — fs>k[t7w] . Dann sind dquivalent:

(1) p(fr,...,fs)=0.
(2) pe JNk[ty, ... L.

SATZ 9.14 (Algebraische Abhéngigkeit im Quotientenkorper). Sei k ein Kdrper,
und ser R ein Integrititsbereich mit k < R. Seien fi,...,fs € R, und seien
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g1,---,9s € R\ {0}. Sei p € k[tq,...,t5], und sei

J = <f1 _tlgla EIR) fs_tsgs7 yng_ ]'>
i=1

Dann sind dquivalent:

R[t,y]

(1) p({%, Ce 5%) = 0. Dabei wird im Quotientenkérper Q(R) von R gerech-

net.
(2) pe JNk[ty,... t.

Beweis: (1)=(2): Sei m := max{deg, (p) | i € {1,...,s}}. Wir definieren ein
Polynom ¢ € kfay, ..., as,by,...,bs] durch
aq Qg

q(a,b) = ]_j(b_lv R b_s) by bg)™.

Wegen p(g—i,... &) = 0 gilt dann q(f1,..., fs, g1,---,9s) = p(ﬁ &)

? gs

(g1---9s)™ = 0. Da q € k[a, b], gilt wegen t;g; = f; (mod J) auch

Q(tlglw .. 7t5957 gi,--- 795) € J.
Das bedeutet
p(ty, ... ts) - (g1,...,9)™ € J.

Durch Multiplikation mit y™ erhalten wir

p(tlw-'ats)'(gly"'ags)m'ym € ‘]

Wegen Lemma 9.10 gilt (gy,...,95)™ - y™ — 1™ € J. Also gilt auch p(t1,...,t;) -
(g1y--y99)™ - y™ — p(ty,...,ts) € J. Insgesamt gilt also p(ty,...,ts) € J. Somit
gilt p € J.

(2)=(1): Seien ay,...,asby,...,bs € R[t,y] so, dass

s

p(t) = Zaz‘(tvy)(fi —tigi)) + Zbi(tay)(yngi —1).

i=1
Diese gilt auch, wenn man in Q(R) fiir ¢; := 5 und fiir y; = gl}'gs einsetzt. Es
gilt dann p(t) = 0, also (1). O

KOROLLAR 9.15 (Algebraische Abhéngigkeit in k(z1,...,x,)). Sei k ein Korper,
seien fi1,....fs € klri,...,xn], g1,-..,9s € k[xr1,...,x,] \ {0}. Sei p €
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k?[tl, ce ,ts]. Sei

J = <f1 _tlgly R fs_tsgsv yng_ 1>
i=1

klt,y,z]
Dann sind dquivalent:
(1) p(g—i, e §_> = 0. Dabei wird im Kérper der rationalen Funktionen, also
in Q(klxy,...,z,)) = k(x1,...,2,) gerechnet.
(2) pe JNklty, ...t
Beweis: Wir verwenden Satz 9.14 fiir R := k[xy,...,z,)]. O

4. Zugehorigkeit zu Ring- und Koérpererweiterungen

Wir werden uns in dieser Sektion {iberlegen, wie wir bestimmen kénnen, ob ei-

ne rationale Funktion ¢ € k(ti,...,t,) in einer gegebenen Kérpererweiterung
Bil IsY 1

k(Z:, ... o) liegt.

Zunéchst beobachten wir, dass wir aus Satz 9.14 und dem Homomorphiesatz

ein Ideal I von k[x1, ..., 7.,] finden kénnen, sodass k[, Z%’ . g—]] isomorph zu
klx1,...,2s41]/1 ist. Nun werden wir uns iiberlegen, wie wir im Restklassenring

eines Polynomrings rechnen,

DEFINITION 9.16. Sei k ein Korper, seien n € N, m € Ny, und sei [ ein Ideal
von k[x1,...,x,). Das Polynom p = > pi(za, ..., x,)2% € klx1,...,x,) ist ein

kritisches Polynom fiir 1 in I, wenn

(1) pe I, und
(2) es gibt j € {0,...,m}, sodass p;(za,...,x,) & 1.

DEFINITION 9.17. Sei k ein Korper, seien n € N, m € Ny, und sei I ein Ideal
von klx1,...,x,]. Das Polynom p = Y"1 pi(@a, ..., xn)2] € klz, ..., @, ist ist
ein kritisches Polynom minimalen Grades fiir x1 in I, wenn

(1) p ist kritisch fiir z; in I, und
(2) Fiir alle ¢, die kritisch fiir #; in I sind, gilt deg, (¢) < deg,, (p).

Wenn es ein kritisches Polynom gibt, so finden wir ein kritisches Polynom mini-

malen Grades mithilfe der Berechnung einer Grobnerbasis.
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SATZ 9.18. Sei k ein Korper, und sei I ein Ideal von klzy, ..., x,]. Wir nehmen
an, dass es ein kritisches Polynom fiir x1 in I gibt. Sei < eine zuldssige Ordnung
der Monome, die x& > x5? - 25 fiir alle « € N und B, ..., 3, € Ny erfiillt. Sei
G eine Gribnerbasis von I beziiglich <. Dann enthdlt G ein kritisches Polynom

minimalen Grades fir z, in I.

Beweis: Sei f ein kritisches Polynom fiir z; in I, fiir das DEG(f) minimal ist.
Da f € I, gilt Lr(f) € Lr(I). Also gibt es ein g € G, sodass Lr(g)|Lt(f). Sei
fi=f— LT(f ) iR Nun hat f; kleineren Multigrad als f. Wegen der Minimalitét von
fist fi also nlcht kritisch. Es gibt also m € Ng und aq, ..., a, € INk[za, ..., x,],

sodass fi = Y itoai(®2, ..., 2,7

Nehmen wir nun an, ¢ ist nicht kritisch. Dann gibt es [ € Ny und by, .. bl

I N k[zy, ... x,], sodass g = S o bi(xa, ..., x,)2t. Dann lisst sich auch * LT(g)g
als Summe ), cl(xg, ..., Tn)x} schreiben, wobei alle ¢; € I N k|[xy, ..., z,] liegen.
Dann ist f = f; +

) g nicht kritisch fiir 1, im Widerspruch zur Wahl von f.

Also ist g kritisch. Wir zeigen nun, dass ¢ ein kritisches Polynom minimalen
Grades ist. Sei dazu p ein kritisches Polynom. Es gilt DEG(g) < DEG(f) und
DEeG(f) < DEG(p), insgesamt also DEG(g) < DEG(p). Da die Monomordnung
zuerst nach dem Grad in z; ordnet, gilt also deg, (g) < deg,. (p). O

Wir finden also in jeder Grébnerbasis beziiglich einer geeigneten Monomordnung

ein kritisches Polynom von minimalem Grad in z;.

LEMMA 9.19. Sei k ein Korper, und sei I ein Ideal von k[xy,..., x,]. Sei <

eine zulissige Ordnung der Monome, die x& > x5 ---xP» fiir alle « € N und
Bo, ..., 0. € Ny erfillt. Sei G eine Grébnerbasis von I beziiglich <. Wenn G
reduziert ist, so ist jedes Polynom in G mit deg, (p) > 1 kritisch fiir x, in I.

Beweis: Seip =Y i pi(®2,...,x,)2} € G mit n = deg, (p) > 1.

Wenn p,, € I, so gibt es ein g € G mit Lir(g)|L1(p,). Wegen der Eigenschaft der
Ordnung gilt Lt(p) = Lr(p,) - 27. Also gilt LT(g)|LT(p). Da G reduziert ist, gilt
also g = p. Dann gilt aber deg, (p) = 0, im Widerpruch zu den Voraussetzungen
an p.

Es gilt also p,, ¢ I. Somit ist p kritisch fiir 1 in [I. O
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DEFINITION 9.20. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins, und sei b € B. Wir
nehmen an, dass b algebraisch iiber A ist. Ein Minimalpolynom von b iiber A ist
ein Polynom p minimalen Grades in A[t], das p # 0 und p(b) = 0 erfiillt.

LEMMA 9.21. Sei k ein Korper, und sei I ein Ideal von klzq,...,x,]. Sei p =
S pi(Ta, . )T € Klmy, ..., 2], Aquivalent sind:

(1) q(t) == >0 Dilwa+1,... xy+ 1) -t ist ein Minimalpolynom von xy + I
iber k[zg+1,...,x, + I].
(2) p ist ein kritisches Polynom minimalen Grades fir x, in I.

Beweis:  Sei @ : klxy, ..., x,) — klea +1,... 2, + I][t],
OO i, . xn)rt) =30 Pi(ra+ I, + )

Zunéchst gilt p € I genau dann, wenn ®(p)(x; + 1) = 0. Fiir p € I gilt ®(p) =0
genau dann, wenn p nicht kritisch fiir z; in [ ist.

Somit ist p genau dann ein kritisches Polynom minimalen Grades fiir z; in I,
wenn @ (p) ein Minimalpolynom fiir x; 4+ [ tber k[zs + I,...,x, + I] ist. O

Wir 16sen nun als Anwendung dieser Sétze einige Beispiele.

BEISPIEL 9.22. Bestimmen Sie, ob z® im Unterkorper Q(z? + 2, 2° + x + 1) liegt.

1(2242,254x+1) 3

Finden Sie gegebenenfalls Polynome fi, fo € Q[ty, t2], sodass 7 = 1.

2 (x24+2,25+x+1)
Lisung: Wir betrachten den Ring R := k[z® 2? + 2,2° + = + 1]. Sei

¢ k[, xe, 23] — k2]
p — p(a®2?+2,2°+x+2)
Die Abbildung ¢ ist ein Ringhomomorphismus mit p(z;) = 23, @(z2) = 2% + 2,
und p(x3) = 2° + x + 2. Den Kern dieser Abbildung kann man mithilfe von
Korollar 9.13 finden. Wir berechnen dazu eine reduzierte Grébnerbasis von

J = <.1'1 — 3;’3’ To — (332 -+ 2), r3 — (335 +x + 1)>k[z,x1,x2,x3]

beziiglich der lexikographischen Ordnung mit x > z; > x5 > z3. Mathematica
liefert diese Grobnerbasis als

xy — 1023 + 42235 — 9223 + 10525 — a3 + 223 — 51

1173 — T — Ty + 8x3 — 2523 + 3625 — 20

xlmg —4dx1x9 + DT — Tox3 + X0 + 203 — 2

r3 — o3 + 623 — 1229 + 8

T+ T2 — 207 — 23+ 1
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Das Ideal I = J N k[z1,x9, 23] wird also wegen der Eliminationseigenschaft,

Satz 7.33, von den ersten 4 Polynomen dieser Basis erzeugt. Das Polynom
P =1x1x3 — T — wg + 836;’ — 253:% + 36x9 — 20

ist aufgrund von Lemma 9.19 ein kritisches Polynom fiir 27 in J N k[z1, 22, 3.
Aufgrund von Satz 9.18 (oder weil p linear in x; ist), ist p auch kritisch minimalen
Grades. Also ist wegen Lemma 9.21

(—xy + 85 — 2523 + 362 — 20+ 1) t* + (23— 14+ 1) ¢

ein Minimalpolynom von z; + I iiber k[ze + I,23+ I]. Wenn wir das in den
isomorphen Ring k[z,2? + 2,25 + x + 1] iibertragen, so ist mit y := 2? + 2 und
y3 := 2° + x + 1 das Polynom

(—y + 8y — 2595 + 36y, — 20)1° + (ys — 1)t
ein Minimalpolynom von z3 iiber k[z? + 2, 2° + x + 1] = k[y, y3]. Es gilt also
3 yg — 8y§ + 25y% — 3612 + 20

xr =
ys — 1
Also liegt 2® in k(2% +2,2° + x + 1), und 7(t1,t) := t%_St?Jriit_%l_%tlHO erfiillt
r(z?+2,2° +x+1) = a3 O
Mit diesen S#tzen haben wir also Algorithmen, fiir a, fi,..., fs € kl[z] und

b, g1,...,9s € k[z] folgende Fragen beantworten:

] a f fs
(1) Gilt § € k(ﬁ’ ce g—s)?
(2) Ist die Korpererweiterung k(%, ey i;_)(%) algebraisch tiber k(%, ey 5—2)?
(3) Wenn diese Korpererweiterung algebraisch ist, was ist ihr Grad?

Wir finden dazu mithilfe von Satz 9.14 ein Ideal I des Polynomrings

klxy,...,241], sodass k[zy, ..., 2.1]/] durch ¢ isomorph zu k[%, ;—1, o g—]] ist,

und p(oy +1) = ¢, o(xip1 +1) = % fir i € {1,...,s}. Dann bestimmen wir ein
Minimalpolynom fiir 21 + I iiber k[xe + I,..., 2511 + I], indem wir ein kritisches
Polynom p minimalen Grades fiir z; in I bestimmen. Wenn es kein kritisches Poly-
nom fiir z1 in I gibt, ist ¢ nicht algebraisch {iber k(]g%, e g—) Ansonsten erhalten

wir aus p ein Minimalpolynom von § iiber k(;%’ e g—z) Wenn deg, (p) = 1, so
liegt ¢ € k(%, ey g—:) Wenn deg,, (p) > 1, so ist § algebraisch iiber k(%, ey &),

und deg, (p) ist der Grad der Kérpererweiterung [k(g—i, ey fl—)(%) : k(g—i, e 5—)]
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Als letztes fragen wir uns noch, ob zy + I ganz iiber k[ze + I,..., z, + I] ist,
und, wenn ja, wie ein Polynom kleinsten Grades mit fiihrendem Koeffizienten 1
aussieht, dass das belegt.

SATZ 9.23. Sei k ein Korper, und sei I ein Ideal von klzq,. .., x,]. Wir nehmen
an, dass x1 + I ganz dber klxe + 1,... 2, + I] ist, und dass m der minimale
Grad eines Polynoms mit fiihrendem Koeffizienten 1 ist, das das belegt. Sei <
eine zulissige Ordnung der Monome, die ¢ > x5 --- 2P fiir alle o € N und
Bay ..., Bn € Ny erfiillt. Ser G eine Grobnerbasis von I beziiglich <. Dann gibt es
ein Polynom g € G mit LM(g) = z7".

Beweis: Sei f € k[xa+1I,...,2,+ I][t] ein Polynom minimalen Grades, das
belegt, dass x1 + I ganz iiber k[zo +1I,...,x, + I] ist. Wir schreiben f als
S fiwg 4 I, x, + D)4t Wegen f(xy 4+ I) = 0 liegt das Polynom

b= Z?;Bl i(x27"'7$n)l€+xgn in 1.

Da G eine Grobnerbasis ist, gibt es ein g € G, sodass L1(g) | LT(p). Dann gibt es
ein my € Ny, sodass Lir(g) = z]". Nun ist g(t,29 + I,...,z, + I) ein Polynom
vom Grad my, das belegt, dass x; + I ganz iiber k[zg + I,...,x, + I] ist. Wegen

der Minimalitdt von m gilt m; = m. 0

Wir beobachten, dass wir in unseren Beispielen ein Ideal I immer so konstruiert
haben, dass k[x1,...,z,]/I isomorph zu einem Integrititsbereich ist. In diesem
Fall ist das Ideal I prim.

SATZ 9.24. Sei k ein Korper, und sei I ein Ideal von klzi,...,x,]. Sei < ei-
ne zulissige Ordnung der Monome, die x¢ > x5?---xf fiir alle o« € N und
Bay ..., Bn € Ny erfillt. Sei G eine reduzierte Gréobnerbasis von I beziiglich <.
Dann gilt:

(1) &1+ I liegt genau dann in klxe + 1,...,z, + I], wenn G ein Polynom p
mit LM(p) = x1 enthilt.

(2) z1+1 ist genau dann ganz iber k[xe + I,. .., 2z, + 1], wenn es einm € N
gibt, sodass G ein Polynom p mit LM(p) = 7" enthdlt.

(3) @1+ ist genau dann algebraisch iber k[xe + 1, ..., x, + I], wenn G ein
Polynom p mit deg, (p) # 0 enthdlt. Der Grad des Minimalpolynoms
von x1 + I ist min{deg, (p) | p € G, deg,, (p) # 0}.

(4) Wir nehmen an, dass I prim ist. Dann ist k[zy +I,... 2z, + I] ein In-

tegrititsbereich. Sei K sein Quotientenkdrper. Dann liegt x1 + I genau
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dann in k(zo +1,..., 2,4+ I), wenn G ein Polynom p mit deg, (p) =1
enthdlt.

Beweis: (1) Wenn x1 +po(xa, ..., x,) € I, so gilt 1 +1 = —po(za+1,...,2,+1),
also x1 + 1 € k[eza+1I,...,xy +I]. Wenn 1 + I € kJxe +1,...,x, + I], so ist
x1+1 ganz tber k[ze + 1, ..., 2z, + I], und t — (2, +I) ist ein Polynom vom Grad
1, das das belegt. Somit gibt es nach Satz 9.23 ein Polynom in G mit LM(g) = ;.

(2) Dieser Teil ergibt sich genauso aus Satz 9.23.
(3) Ergibt sich aus Satz 9.18, Lemma 9.19 und Lemma 9.21.

(4) Wir nehmen an, es gibt ein Polynom r = q(xs,...,z,) 1 + p(xe,...,T,)
mit deg, (r) = 1, das in G liegt. Nach Lemma 9.19 ist dieses Polynom auch
kritisch. Da q(xe + I,..., 2, + 1) # 0+ I, gilt dann zy + [ = % Wir
nehmen nun an z; + [ liegt im Quotientenkorper. Dann ist xy + I algebraisch
tiber k[xe 4+ I,...,x, + I] mit einem Minimalpolynom vom Grad 1. Dann gibt
es ein kritisches Polynom p mit deg, (p) = 1 in I, und wegen Satz 9.18 auch in

G. O

5. Wechsel des Grundkorpers

In dieser Sektion betrachten wir zwei Korper k, K mit £ < K. Fiir ein Ideal [
von k[z] bezeichnen wir mit I das Ideal () (-

SATZ 9.25. Es gilt:

1 [ 1.

M) .
@) n7.
(3) 7
(4)

|'~4I I

n
inJ
) I+J=T1+J.

4) Der k Vektorraum k[x]/I und der K-Vektorraum K[x]/I haben die glei-

che Dimension.

Beweis: (1) Sei G = {g1,..., g:} eine Grébnerbasis von I. Dann gilt (G) o,y = 1.
Wegen Satz 8.5 ist G auch eine Grobnerbasis von I. Let f € I N k[x]. Dann
besitzt f nach Satz 7.15 eine Standarddarstellung Y h;g; beziiglich G. Aus dem
Beweis von Satz 7.15 sicht man auch, dass man die h; so withlen kann, dass sie

nicht nur in K|[z|, sondern sogar in k[x] liegen. Daher gilt f € I.
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(2) Da I und J jeweils von einer endlichen Teilmenge von k[z] erzeugt werden,
gibt es wegen Korollar 9.9 und Satz 7.33 eine endliche Teilmenge F' C k[z]
mit (F) gy = INJ. Daher gilt INJ = (F) i) © (INJn k[w]>K[x]. Nun gilt
INnJNk[z] = (Ink[z])N(JNk[z]). Wegen Teil (1) gilt (INk[z])N(JNk[z]) = IN.J.
Also gilt (INJN /{;[mDKM CUNT) g =1INJ.

DaInJCINJ,und daINJ ein Ideal von K|[z] ist, gilt auch ITNJ C TN J.

(3) Esgilt TUJ C I+ J und folglich I + J C I+ J. Die Inklusion I +J C I +J
ist offensichtlich.

(4) Sei G eine Grobmerbasis von I in k[z]. Dann gilt (G), = 1. Aus dem
S-Polynom-Kriterium sieht man, dass G auch eine Grébnerbasis von I ist. Eine

Basis K-Vektorraums K [¢]/I wird von jenen Monomen gebildet, die keine Vielfa-
chen eines Elements in LT(G) sind. Also gilt dimg (K[z]/T) = dimy(k[z]/I). O



KAPITEL 10

Varietiaten

1. Losungsmengen polynomialer Gleichungssysteme

DEFINITION 10.1. Sei k ein Korper, sei n € N, und sei F' C k[zy,...,z,|. Dann
definieren wir V(F'), die durch F beschriebene Varietit, durch V(F) = {a €
k™| f(a) =0 fiir alle f € F}. Eine Teilmenge V von k™ ist eine Varietit, wenn
es ein F' C k[xy,...,z,] gibt, sodass V = V(F).

LEMMA 10.2. Sei k ein Korper, sei M C k[xy, ..., z,], und sei [ = (M)k[m]. Sei F
eine endliche Menge mit (F), ., = I. Dann gilt V(M) = V(I) = V(F) = V(VI).
DEFINITION 10.3. Sei k ein Korper, n € N, und sei S C k™. Wir definieren das
zu S gehérende Ideal durch 1(S) = {f € k[zy,...,z,] | Vs € S: f(s) = 0}.
LEMMA 10.4. Sei k ein Korper, n € N, und sei S C k™. Dann ist 1(S) ein Ideal
von k[xq,...,x,], und es gilt I(S) = /1(S).

LEMMA 10.5. Sei k ein Kéorper, n € N, und seien P,Q C klzy,...,x,], S, T C k™.
Dann gilt:

(1) Wenn P C Q, so gilt V(Q) C V(P).
(2) Wenn S C T, so gilt I(T') C I(S).

LEMMA 10.6. Sei k ein Kérper, n € N, und sei P C k[zy,...,x,], S C k™. Dann
qgilt:

(1) PCI(V(P))

(2) S € V(I(S)

(3) I(V(I(S))) = I(S).
(4) V(I(V(P))) = V(P)

LEMMA 10.7. Sei k ein Korper, sei n € N, seien V,W C k™ Varietdten, und
seien 1,J Ideale von k[zy, ..., x,]. Dann gilt:
(1) VINJ)=V(I)uV(J),
115
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(2) VII+J)=V(I)NnV(J),

B) (VuWw)=LV)nI(W),

(4) VW) 2 I(V)+LW).

(5) Wenn k algebraisch abgeschlossen ist, gilt (V. NW) = /I(V) + L(W).

DEFINITION 10.8. Sei k ein Korper, n € N, und sei P C k™. Dann ist V(I(P))
der Zariski-Abschluss von P. P heifit Zariski-dicht in k™, wenn V(I(P)) = k™.

ProprosITION 10.9. Sei k ein Korper, n € N, und sei P C k™. Sei W C k™ eine
Varietdt mit P C W. Dann gilt V(I(P)) C W.

Der Zariski-Abschluss V(I(P)) von P ist also die kleinste Varietét, die P enthélt.
UBUNGSAUFGABEN 10.10

(1) Wir betrachten M = {(z + 1)?(x + 2)3(2% + 1)?} und studieren die Losungsmenge in
Q' und in C.
(a) Berechnen Sie I(V(M)) iiber Q.
(b) Berechnen Sie I(V(M)) iiber C.
(2) (cf. [CLO92]) Sei M = {t?+y*+ 2242, 3t> +4y? +42%+5} und sei 7(t, y, 2) := (y, 2).
(a) Wir rechnen im Korper C. Sei I := (M)cjt 5,y Zeigen Sie, dass V(INC[y, z]) =
m(V(M)).
(b) Wir rechnen im Korper R. Sei I := (M)g( 5. Zeigen Sie, dass w(V(M)) =
und dass V(I NR[y, z]) unendlich ist.
(3) Sei k ein Korper, sei V' C k™ eine Varietét und sei M eine Menge, die Zariski-dicht
in V ist. Zeigen Sie, dass fiir jedes Polynom f € k[x1,...,2,] mit f|pr = 0 auch gilt,
dass ﬂv =0.

=

SATZ 10.11. Sei k ein Kirper, sein € N, seien W, U Varietditen, und sei (V,, | a €
A) eine Familie von Varietiten. Dann gilt:

(1) N{Va | @ € A} ist eine Varietit.
(2) W UU ist eine Varietit.

2. Nullstellensitze

SATZ 10.12 (Hilbert). Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper, sei n € N
und sei I ein Ideal von k[xy, ..., x,]. Dann gilt [(V(I)) = v/I.

LEMMA 10.13. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien My, ..., M,

paarweise verschiedene mazimale Ideale von R. Sei M := (\._, M;. Dann ist
U R/M — [[,_y R/IM;, v+ M — (r 4+ M,)icn ein Ringisomorphismus.



2. NULLSTELLENSATZE 117

Beweis: Wir zeigen, dass die n Einheitsvektoren im Bild von & liegen. Sei i € n
und j # i. Da 1 € M; + M, gibt es u; € M; und m; € M;, sodass 1 = u; + m;.

.....

t = Ilieq. gy - Dann gilt ¢ € (g Mj und & =y, 1. Also gilt

..........

®(t) = (0,0,0,...,0,1+ M;,0,0,...,0). O

.....

LEMMA 10.14. Sei k ein Kérper, und sei F' eine endliche Teilmenge von k™. Sei
® definiert durch ® : klxy,...,x,] — k¥, ®(f) = f|p. Dann ist ® surjektiv.

Beweis: Fir a € k™ sei ®,(f) := f(a) und M, = ker(®,). Dann ist M, ein
maximales Ideal von k[z] und es gilt ker(®) = (,cp M, =: M. Nun ist we-
gen Lemma 10.13 die Abbildung ¥ : k[z]/(\,cp Ma — [[,cr F[x]/M, surjektiv.
Ebenso ist € : (14+ My )acr > (ra(a))aca surjektiv, und daher auch ® = coW. [O

LEMMA 10.15. Sei k ein Korper, und sei S C k™. Dann gilt
dimg (k[z1, ..., 2,)/1(S)) < #S.

Wenn S endlich ist, so gilt dimg(k[z1, ..., z,])/1(S)) = #S.

Beweis: Die Abbildung ® : f 4+ I(S) +~ f|g ist injektiv, daher gilt
dimy (k[zy, ..., 2,]/1(S)) < #S. Wenn S endlich ist, so ist die Abbildung ® nach
Lemma 10.14 sogar surjektiv. 0

SATZ 10.16. Sei k ein Korper, K ein algebraisch abgeschlossener Kéorper mit k <
K, und sei I ein Ideal von k[zy,...,x,]|, und sei I das von I erzeugte Ideal von
K[z]. Dann ist Vi (I) genau dann endlich, wenn k[z]/I ein endlichdimensionaler
k-Vektorraum ist. In diesem Fall gilt:

dimy(k[2]/1) = dimg (K[2]/T) > dimg K|z]/VT = #Vic(I)

Beweis: Nach Satz 9.25(4) gilt dimy,(k[z]/I) = dimg (K [z]/1).

Wir nehmen nun an, dass K [z]/I ein endlichdimensionaler k-Vektorraum ist und
zeigen, dass Vi (I) endlich ist. Wegen Satz 7.31 ist K[z]/I algebraisch iiber K.
Also gibt es fiir jede Variable x; ein f € K[t] \ {0} mit f(z;) € [ und f # 0.

Somit ist Vi (1) = Vg (I) endlich.

Wir nehmen nun an, dass Vg (I) endlich ist und zeigen, dass K[z]/I ein endlich-
dimensionaler K-Vektorraum ist. Fiir S := V(1) = Vg (I) liefert Lemma 10.15
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dimg (K[z] /T (Vi (I)) = #V(I), und mit Satz 10.12 auch
dimg (K /\/_ #Vi (I

Wegen Satz 7.31 ist K|z|/ V) algebraisch iiber K. Also ist auch K [x] /1 algebra-
isch iiber K, und daher, wieder wegen Satz 7.31, endlichdimensional iiber K. [

LEMMA 10.17. Sei k ein Kirper und X eine endliche Teilmente von k™. Sei J
ein Ideal von k[z]. Dann ezistiert ein f € J mit f(y) =1 fir alley € X \ V(J).

Beweis: Fiir jedes a € X \ V(J) gibt es f, € k[z] mit f, € J und f,(a) # 0. Da
® : k[x] — kX, f — flx surjektiv ist, gibt es ein g, € k[z] mit g,(a) := 1/f,(a),
9a(y) = 0 fiir y € X\ {a}. Dann leistet f := 3" v\ gafa das Gewiinschte. [

SATz 10.18 ([Clal4, Theorem 7], “Finitesatz”). Sei k ein Korper, und X eine
endliche Teilmenge von k™. Sei J ein Ideal von k[x]. Dann gilt (X NV (J)) =
I(X)+J.

Beweis: Die Inklusion D ist leicht zu zeigen. Fiir C wéhlen wir h € I(X NV(J)).
Aus Lemma 10.17 erhalten wir f € J mit f mit f(y) =1 fir alle y € X \ V(J).
Fir a € XNV (J) gilt wegen h(a) = 0 auch (h—h-f) (a) = 0. Wenn a € X \V(J)
so gilt h(a) = h(a)f(a). Folglich gilt h—hf € I(X) und daher h = (h—hf)+hf €
I(X)+ J. O

Y

DEFINITION 10.19. Sein € N, f =3 yn Ca®® € k[11, ..., 7,]. Der Support von
f ist definiert durch Supp(f) = {a € No" | ¢4 # 0}. Das Polynom f besitzt einen
dominierenden Term, wenn es ein o € Supp(f) gibt, sodass fiir alle 8 € Supp(f)
gilt, dass a J f3.

Ein dominierender Term ist beziiglich jeder zuldssigen Monomordnung der fiithren-
de Term. Jedes univariate Polynom # 0 besitzt einen dominierenden Term.

LEMMA 10.20. Seien fi,...,fs € k[zy,...,x,]. Wir nehmen an, dass jedes f;
einen dominierenden Term besitzt. Sei f € klxy, ..., x,], und sei 5 ein maximales
Element in (Supp(f),C). Sei < eine zuldssige Termordnung auf k[xy, ..., x,)].
Dann gilt z° € (Lt<(f1),..., LT<(f5)) i), oder es gibt eine Standarddarstellung

f=>0 1 hifi+r mit B € Supp(r).

Beweis: Wir nehmen an, dass =° ¢ (L1(f)),..., LT(fs))kjz- Sei f ein Gegenbei-
spiel, fir das DEG(f) minimal beziiglich < ist.
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Wenn Lt(f) & (LT(f1), ..., LT(fs)), und DEG(f) = j, so wihlen wir eine Stan-
darddarstellung > h; f; +r von f — Lr(f) und erhalten die Standarddarstellung
f=> hifi+ (r+Lr(f)) von f. Wegen DEG(r) < DEG(f — L1(f)) < DEG(f),
gilt 5 = DEG(f) € Supp(r + Lr(f)).

Wenn Lr(f) & (Lr(fi),....LT(fs))ye und DEG(f) > B, so gilt DEG(f —
Lr(f)) < DEG(f) und 8 € Supp(f — Lr(f)). Wegen der Minimalitét von f
gibt es eine Standarddarstellung f — Lr(f) = Y7, h;f; +r mit 3 € Supp(r),
und folglich ist f = > h;f; + (r + LT(f)) eine Standarddarstellung von f mit

B € Supp(r + L1 (f)).

Wenn Lr(f) € (LT(f1), ..., LT(fs)) ), so wihlen wir i € s mit Lr(f;) | Lr(f).
Im Fall g € Supp(II:TT((Jé)) fi) verwenden wir, dass f; einen dominierenden Term
besitzt und erhalten daraus z° | I%TT(% )) Lr(f;), also 5 C DEG(LLET(}?) fi), und folglich
£ C DEG(f). Aus der Maximalitdt von 8 in Supp(f) erhalten wir dann § =
DEG(f). Daher gilt ° = LMm(f) € (LT(f1),... s LT (f5)) gfa)» im Widerspruch zur

Annahme. Im Fall 5 ¢ Supp(LLf((Jé)) fi)sei f/ = f—ETT((Jﬁ?) fi- Dann gilt 8 € Supp(f’).
Wir zeigen nun, dass f maximal in Supp(f’) ist. Seiy € Supp(f’) mit § C 7. Dann

gilt v € SUPP(ETT((}?) fi). Da f; einen dominierenden Term besitzt, gilt daher a7 |

Lt(f). Dann ist £ aber nicht maximal in Supp(f), im Widerspruch zur Annahme.
Folgich ist f maximal in Supp(f’). Daher gibt es eine Standarddarstellung f' =
> j=1 hjf; +r mit B € Supp(r). Dann ist f = >, .\ oy by f; + (hi + LL;((}C)))JZ +r
eine Standarddarstellung von f mit 8 € Supp(r). O

SATZ 10.21 (Alons kombinatorischer Nullstellensatz, [Alo99]). Sei k ein Kdrper,
seien Sy, ...,S, endliche Teilmengen von k mit #5S; = t; und sei S = Sy X+ - X S,.

Sei g;(x;) = Hsesi(xi —5).
Dann gilt:

(1) G :={g1(z1), ..., gn(zn)} ist eine universelle Grébnerbasis fir 1(.S).

(2) Es gibt fir jedes f € I(S) Polynome hy,... h, € klxy,... 2z, mit f =
>y higi, sodass fiir den totalen Grad gilt: deg(h;g;) < deg(f).

(3) [Las10, Theorem 2| (c¢f. [Alo99, Theorem 1.2]). Sei f € k[, ..., x,],
und sei o ein mazimales Element von Supp(f) beziglich C. Wenn a; < t;
fir alle i € n gilt, so gilt f ¢ 1(S).

Beweis: (2) Sei < eine zuldssige Ordnung auf No", und sei J := (G),- Es gilt
J C I(S). Wegen Lemma 8.9 ist G eine Grobnerbasis von J beziiglich < und
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wegen Satz 7.29 gilt dimg(k[z]/J) = [[;_,t;. Wegen Lemma 10.15 gilt auch
dimy, (k[x]/I(S)) = T[], t;- Die Abbildung ¢ : f+ J — f + I(S) ist ein k-
Vektorraumepimorphismus von k[z]/J nach k[z]|/I(S). Da beide Vektorraume
die gleiche Dimension haben, ist ¢ daher auch injektiv, und folglich gilt I(S) C J.
Somit gilt I(S) = (G}

(2) Wir wihlen dazu eine Monomordnung <, die zuerst nach dem totalen Grad

ordnet. Die Standarddarstellung von f beziiglich G leistet dann das Gewdiinschte.

(3) Wir wihlen eine zuléssige Ordnung < auf Ny". Da z® ¢ ({z}' |i € Q}>km,
gibt es wegen Lemma 10.20 eine Standarddarstellung von f beziiglich G mit Rest
ungleich 0. Daher gilt wegen Korollar 7.27, dass f & I(.5). U

UBUNGSAUFGABEN 10.22

(1) (H. Davenport 1935, cf. [Alo99, Theorem 3.2]) Sei p eine Primzahl, und seien A, B
nichtleere Teilmengen von Z,. Sei A+ B = {a+b | a € A,b € B}. Zeigen Sie, dass
|A + B| > min(p, |A| + |B| — 1). Hinweis: Der Fall |A| + |B| > p ldsst sich relativ
elementar losen. Im Fall |A|+|B]| < p betrachten Sie C' 2 A+ B mit C = |A|+|B|—2
und das Polynom [] .~(z 4y — ¢).

(2) [Ter66] Sei k ein endlicher Koérper mit |k| = ¢, und sei I ein Ideal von k[zq, ..., 2,].
Zeigen Sie Vi (J) = J + ({af — i [ i € n})y -

(3) Sei k ein Koérper, und X eine endliche Teilmenge von k™. Zeigen Sie, dass jedes Ideal
J D I(X) die Gleichung v/J = J erfiillt.

(4) Seien k < K Korper, und sei X eine endliche Teilmenge von k™. Zeigen Sie I (X) =

(15 (X)) () Hinweis: Sei I (X)) := (Ix(X)) (- Betrachten Sie dimg (K[@]/Ix (X))
und dimg (K[2]/Ix (X)) und verwenden Sie Satz 9.25.

SATZ 10.23. (Nakayamas Lemma) Sei R ein Noetherscher Ring, und seien M, I
Ideale von R mit M -1 = 1. Dann gibt esr € R mit r =p; 1 und rI = 0.

Beweis: Seien I = (i1,...,15)p. Da MI = I, gilt i; € MI. Folglich gibt es

mi1...Mjk mit ij = Zle mj,ﬂ:l. Sei M = (mj’l>;?:1f:1. Also gﬂt (il, PN ,ik)T =
M - (iy,...,ix)" und daher fiir r := det(I;, — M) auch r - (i1,...,3)T = 0, also
rl = 0. Es gilt r =5y det(I) = 1. O

LEMMA 10.24. Set R ein Noetherscher Ring, sei Q ein primdres Ideal von R,
und sei M ein Ideal von R mit Q < M < R. Dann gilt (), M™ C Q.
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Beweis: Wir betrachten zunéchst den Fall Q) = 0. Sei I := (), oy M". Wir zeigen
als erstes

(2.1) I C MI.

Sei MI = Q1N ---NQ,, wobei alle @; primér sind. Wir zeigen nun I C @), fiir
alle j € . Wenn M C @), so gilt wegen I C M auch I C ();. Wenn M C \/Q_j,
so gibt es, da M endlich erzeugt ist, ein n € N mit M" C @);. Dann gilt I C Q);.
Wenn M ¢ \/Q_j, so gibt es m € M\\/Q_] Seinun i € 1. Wegen im € M1 C Q)
gilt i € ); oder es gibt ein n € N mit m™ € ;. Der Fall m"” € @); kann aber
wegen m ¢ ,/Q; nicht eintreten. Somit gilt / C @, und somit gilt (2.1). Folglich
gilt I = MT und daher gibt es € R mit » =j; 1 und I = 0. Sei nun ¢ € I. Da
0 primar ist und ir = 0, gilt entweder dass ¢ = 0 gilt, oder es gibt ein n € N mit
r™ = 0 gibt. Dann gilt aber auch 1 = 1" =,; ™ = 0 und somit 1 € M; wegen
M # R kann dieser zweite Fall nicht eintreten.

Wir betrachten nun den Fall, dass @ # 0. Dann ist R/ Noethersch und das
Ideal /@ primédr. Wegen des bereits gezeigten Falls (fir den Ring R/Q mit
Nullideal Q/Q) gilt (), en(M/Q)" = Q/Q. Sei nun y € ),y M". Dann gilt
y+Q € ,en(M/Q)" und somit y + Q € Q/Q, also y € Q. O

SATZ 10.25 (Perfekter Nullstellensatz [Shal9]). Sei I ein Ideal von klzy, ..., x,)
und g € 1. Dann gibt es einen kommutativen Ring K mit k < K, sodass

(1) dimy, K ist endlich.
(2) Es gibt £ € K mit € € Vi (I) und g(§) # 0.

Beweis: Da g € I gibt es ein priméres Ideal @) mit g € ). Sei M ein maximales
Ideal von k[z] mit Q < M. Da g € Q, gilt g € [),cy M". Daher gibt es n € N
mit ¢ ¢ M". Sei J := M". Wegen des Nullstellensatzes ist k[z1,...,z,]/M
algebraisch iiber k (sieche Beweis von Satz 7.31). Wegen der Maximalitat von M
gilt v/M™ = M. Es gilt also v/J = M. Da k[z1, ..., x,]/v/J algebraisch iiber k
ist, ist auch k[zy,...,x,]/J algebraisch tiber k und folglich nach Satz 7.31 auch
endlichdimensional. Somit leisten K := k[xq,...,z,])/J und € = (v1+ J,..., 2, +
J) das Gewiinschte. O
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3. Zerlegung von Varietiten

DEFINITION 10.26. Sei k£ ein Korper, V' C k™ eine Varietét. Die Varietéit V ist

wrreduzibel, wenn

(1) V#40,
(2) Fiir alle Varietdten Vi, Vo mit V =1V, UV, gilt: Vi =V oder Vo, =V,

SATZ 10.27. Sei k ein Korper, n € N, und sei V' C k™ eine Varietdt. Dann ist V'
Vereinigung endlich vieler irreduzibler Varietdten.

SATZ 10.28. Sei k ein Korper, n € N, und seten Vi, ..., Vi, Wy, ..., W,, irreduzible
Varietiten, sodass fir alle i,j € {1,...,1} miti # j : Vi € V; und fir alle
i,j € {1,....m} : W; & W; gilt. Dann gilt | = m, und es gibt eine bijektive
Abbildung : {1,...,1} = {1,...,m}, sodass fiir alle i die Gleichheit V; = Wy
qgilt.

SATZ 10.29. Sei k ein Korper, sei n € N, und sei V C k™ eine Varietiat. Dann

ist V' genau dann irreduzibel, wenn L(V') prim ist.

4. Parametrisierte Varietiten und Implizitisierung

DEFINITION 10.30. Sei k ein Korper, sei n € N, sei m € N, und seien
fiyoo oy fn €KL, tml, 91y ooy gn € Klt1, .. ) \{0}. Eine Varietét V ist durch

((f1,91), - (fu,gn)) parametrisiert, wenn fir

fils)  Jfals)

TG wme)

)| s € k™ g ga(s) # 0}

gilt: V= V(I(.5)).

LEMMA 10.31. Setr k ein unendlicher Kérper, seien m,n € N, und seien
iy fn €KL, tm], g1y o s Gn € K[ty .o tw] \ {0}, Sei

R Tals)
Y= GE T

und sei p € k[x1,...,x,]. Dann sind dquivalent:

(1) p € I(S).
(2) p(L,... ) =0.

g1’

)| s €K™ g gu(s) # 0},
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Beweis: Sei | := max{deg, (p) | p € {1,...,n}}. Wir definieren ¢ € k[a, b] durch

Yo (by - bn)’“.

aq Ay,

q(al,...,an,bl,...,bn) :p(b—l,,b—

Im Ring k[a, b] ist das Polynom ein Vielfaches von b; ---b,. Wir beweisen nun
als erstes (2)=-(1). Sei dazu s € k™ so, dass g1 ---gn(s) # 0. Wegen (2) gilt
q(fiy- oy fus G155 gn) = 0. Also gilt

q(fi(s).- -, fu(8),71(s), ... Gu(s)) = 0.
Folglich gilt auch

_h(s)  fuls
pe)  hle)y
gi(s)" Gn(s)
Somit hat p den Punkt (’;il((“"s), . %—Ez;) als Nullstelle. Wir zeigen nun (1)=-(2).
Wir beweisen dazu als erstes, dass fiir alle s € k™ gilt, dass
(4.1) q(fi(s), -, fu(8),70(8), ., Gu(8)) = 0.

Wenn namlich gi(s) - - gn(s) = 0, so ist eines der g;(s) = 0. Da bj|q, gilt (4.1).
Wenn gi(s) - gn(s) # 0, so gilt wegen p € I(S) auch ]_)(giigzg, ey g::gz;) =0, und
somit (4.1). Da k unendlich ist, ist also q(f1(t),..., fu(t),g1(%),...,g.(t)) das
Nullpolynom in k[t]. Da k(%) ein Integrititsbereich ist und alle g; # 0, gilt also

p(f—1 . f—"):(). O

g’ ? gn

Lemma 10.31 und Korollar 9.15 ergeben also einen Algorithmus, der eine Basis
des zu einer parametrisierten Varietdt gehorenden Ideals liefert. Auflerdem zeigt
Lemma 10.31, dass fiir unendliche k die durch ((f1,91),-..,(fn, gn)) parametri-
sierte Varietdt nur von (;—1, ce g—z) abhéngt.

UBUNGSAUFGABEN 10.32

(1) Wir betrachten die Teilmenge P von C3, die durch

tyts
P:{ tts | t17t2,t3€(:}
tots

gegeben ist. Sei J das von {xy — tita,x9 — t1t3, x5 — tatz} erzeugte Ideal von
Clt1,ta, ts, 1,22, 3].

(a) Berechnen Sie J N Clxy, z2, x3].

(b) Berechnen Sie den Zariski-Abschluss V(I(P)) von P.

(c) Gilt P =V(I(P))? (Hinweis: Betrachten Sie den Fall ¢; t2 = 0).
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(2) (cf. [CLO92]) Whitneys Schirmfliche ist durch die Parametrisierung ¢ = uv,y =
v,z = u® gegeben.
(a) (Uber R) Zeichnen Sie diese Fliche in einem Computeralgebrasystem.
(b) (Uber C) Finden Sie die Gleichung der kleinsten Varietiit, die Whitneys Schirm-
flache enthilt.
(3) Finden Sie eine (nichttriviale) Gleichung, die von allen Punkten im R? des Folium von

Descartes (% %) erfiillt wird. Kénnen Sie alle Losungen der Gleichung durch

die Parametrisierung erreichen?
SATZ 10.33. Sei k ein unendlicher Kérper, seien (ri,...,r,) € k(ty, ... tn).
Dann ist die durch (ry,...,r,) parametrisierte Varietit V irreduzibel.

Beweis: Sei S die Menge aller durch die Parametrisierung erreichbaren Punkte.
Das Ideal J := {p € klz1,...,z,) | p(r1,...,7m) = 0} ist prim. Wegen Lem-
ma 10.31 gilt J = I(5). O

5. Die Dimension einer Varietit

DEFINITION 10.34. Sei k ein Korper, und sei V' C k™ eine Varietét. Sei I := I(V)
das zu V' gehorende Ideal. Die Dimension von V', dim(V'), ist die maximale Anzahl
von iiber k algebraisch unabhéngigen Elementen in {z + I,..., 2z, + I}.

LEMMA 10.35. Sei k ein unendlicher Kérper, sei n € N, und sei V. C k™ eine
Varietdt. Seien iy <'iy... <14, in {l,...,n}. Dann sind dquivalent:

(1) Die Menge P = {(vi,,...,v;,) | (v1,...,v,) € V'} ist Zariski-dicht in k".
(2) (x, + L(V),... 2 + L(V)) ist algebraisch unabhdingig.

Beweis: (1)=-(2): Nehmen wir an, p € k[ty,...,t] \ {0} ist so, dass
D(Tiyy -y x) € I(V). Sei q(xy, ..., 2,) == p(x4y, ..., 2 ). Dann liegt ¢ in I(V),
also liegen alle Elemente von P in V(p). Da k unendlich ist, gilt V(p) # k".
(2)=-(1): Nehmen wir an, P ist nicht Zariski-dicht. Dann ist P in einer Varietét
V(f) enthalten mit f € k[ty,...,t.]\ {0}. Sei nun ¢ := f(z4,,...,2; ). Dann gilt
fir alle (vy,...,v,) € V, dass g(vq,...,v,) = 0. Somit gilt g € I(V). Also sind
(xy, +1(V),...,2; +I(V)) algebraisch abhéngig. O
LEMMA 10.36. Sei k ein Korper, sei R ein kommutativer Ring mit FEins mit
k < R, und sei I ein Ideal von R mit [ # R. Seien Q1,...,Q, Ideale von R mit
QiN---NQ, =1, und sei By :=+/Q; firie{1,...,n}. Seien r1,...,1, € R.

Dann sind dquivalent:
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(1) (r +1,...,1r + 1) ist algebraisch abhingig.
(2) Firalleie {1,...,n} ist (r+ P, ..., 7 + P;) algebraisch abhingig.

Beweisskizze: Wenn fi(r1,...,7) € P, so gibt es n; € N mit f"(r1,...,7m) €
Q;. Also belegt f{'t--- f™ die Abhingigkeit von (r; + I,... 1, + I). O

SATZ 10.37. Sei k ein Korper, sei R ein kommutativer Ring mit Eins mit k <
R, und sei I ein Ideal von R mit I # R. Seien x1,...,x, € R so, dass R =

klzy, ..., x,).

Seien s € Ng und yi, .. .,ys € R so, dass (p1+1, .. .,ys+1) algebraisch unabhdngig
iber k, und R/I ganz tiber k[y, +1,...,ys + I] ist.

Seien sy, S2, 53 € Ng U {00} definiert durch:

(1) sy ist die maximale Anzahl von iber k algebraisch unabhdngigen Elemen-
ten in R/I.

(2) s9 ist die mazimale Anzahl von tber k algebraisch unabhingigen Elemen-
ten in {x1+1,...,x, + 1} in R/I.

(3) s3 ist die maximale Anzahl von tber k algebraisch unabhdngigen Elemen-

ten in {x1 +VI,. .., x, +VI}.

Dann qilt s = s; = S9 = S3.

Beweis: Sei (z; + 1| j € J) eine algebraisch unabhéngige Folge in R/I. Seien
Q1,...,Q; primir mit I = Q; N---NQ;, und sei P, = /Q1,..., P = Q.
Dann gibt es nach Lemma 10.36 ein m € {1,...,1}, sodass (z; + P, | j € J)
algebraisch unabhéngig ist. Sei nun H C {1,...,n} maximal beziiglich C mit
der Eigenschaft, dass (x;, + P,, | h € H) algebraisch unabhingig ist. Da P, prim
ist, ist der Ring R/P,, ein Integritéitsbereich. Daher ergibt sich aus Lemma 5.23,
dass k[x1 + P, ..., 2, + Py algebraisch iiber k[{z) + P,, | h € H}] ist. Wegen
Satz 5.22 ist (x}, + Py, | h € H) eine maximale algebraisch unabhéngige Folge in
R/P,,, also eine Transzendenzbasis. Also gilt nach Korollar 5.25, dass |J| < |H|.
Nun ist auch (z;, + I | h € H) eine algebraisch unabhingige Folge in R/1I.

Fiir jede |J]-elementige Folge algebraisch unabhéngiger Elemente in R/I kann
man also eine zumindest ebenso lange Folge algebraisch unabhéingiger Elemente
in {x;+1,...,x, + I} finden. Folglich gilt s; < s5. Da sy < s offensichtlich ist,

gilt insgesamt s; = s,.
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Die Gleichheit sy = s3 folgt daraus, dass eine Folge (z; + I | j € J) genau dann
algebraisch unabhéngig ist, wenn (z; + VI | j € J) algebraisch unabhingig ist.

Die Ungleichung s < s; ist offensichtlich. Sei nun (23 + 1,...,2s, + I) eine al-
gebraisch unabhingige Folge aus R/I. Es gibt also ein m € {1,...,1}, sodass
(21 + Pp, ..., 25, + Pp) eine algebraisch unabhéngige Folge aus R/P,, ist. Da
R/P,, ganz (und somit algebraisch) iiber k[y; + Py, - .., ys + Py] ist, kann man
mit Lemma 5.23 aus {y1+ Py, . . ., ys+ P} eine Transzendenzbasis von R/P,, mit
hochstens s Elementen auswéahlen. Also gilt nach Korollar 5.25 auch s <s. [

Wenn V' irreduzibel ist, so ist das Ideal I(V) nach Satz 10.29 prim. Dann ist
klxy,...,2,]/I(V) ein Integritdtsbereich. Nach Satz 10.37 ist die Dimension von
V' genau der Transzendenzgrad dieses Integritatsbereiches iiber k.

SATz 10.38. Sei k ein Korper, und seien Vi, ..., V,, Untervarietiten von k™, und
sei V:=ViU---UV,,. Dann gilt dim(V') = max{dim(V;) | i € {1,...,m}}.

Beweisskizze: Es gilt (V) = N{L(V;) | i € {1,...,m}}. Nach Lemma 10.36 gibt
es fiir eine algebraisch unabhéngige Menge der Form {z; +1(V) | h € H} einen
Index i € {1,...,m}, sodass auch {z;, + I(V;) | h € H} algebraisch unabhéngig
ist. U

SATZ 10.39. Sei k ein Korper, und seien V., W C k™ irreduzible Varietdten. Dann
qgilt:

(1) dim(V) < n.
(2) Wenn V0, VCW undV #W, so gilt dim(V') < dim(WV).

Beweis: Sei R := k[xy,...,2,], P := (W) und P, := [(V). Dann gilt P, C P,
und P; # P,. Wir bilden eine Noether-Normalisierung von R/P;. Daraus erhalten
wir 7 € Ng und yy,...,y, € R, sodass P/P, ganz iiber k[y, + P, ...,y + Pi],
und (y; + Pi,...,y, + P1) algebraisch unabhéngig iiber k ist. Daher ist R/P,
ganz iber k[y, + Pa,...,y, + Po]. Wir zeigen nun, dass (y; + Pa,...,y, + P2)
algebraisch abhéngig ist. Wir wihlen dazu ein p € P, \ P;. Wir wissen, dass im
Ring R/ P, das Element p+ P; ganz iiber k[y; + P, ...,y + P;] ist. Es gibt also
neN, fo,..., fao1 € k[t1,...,t,], sodass

—

<p+P1)n+ f_](y1+P177yT+P1)(p+P1)]:O+P1

Il
o

J
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Es gilt also
p" +ng Y1, )1 € P

Wenn alle f;(y1,...,y,) in P hegen, so liegt auch p" in P;, und, da P; prim ist,
auch p, im Widerspruch zur Wahl von p. Sei also nun j € {0,...,n — 1} minimal

mit fi(y1,...,y,) € Pi. Dann gilt

p +Zfl yl?"'vyT p Epla

also
nJ+Zny1,...,yr A)GPl.
Dap & Py, gilt

TL j_l_Zf’L y17"'7y7‘ Z JGPl

Da p € P, sind alle Summanden mit ¢ > j in . Also gilt auch f;(y1,...,y,) €
P,. Da fi(y1,...,yr) & P, gilt f; # 0. Das Polynom f; belegt also, dass (y; +
Py, ..., y.+ P;) algebraisch abhéngig iiber k sind. Wegen Lemma 5.23 kénnen wir
aus (y1 + Pa, ...,y + P») eine Teilfolge als Transzendenzbasis von R/ P, iiber k
auswéhlen. Da (y; + P, .. ., y, + P») algebraisch abhéngig ist, enthélt diese Folge
hochstens 7 — 1 Elemente. Also ist der Transzendenzgrad von R/ P, iiber k echt
kleiner als r. Somit gilt dim(WW') < dim(V). O

SATZ 10.40. Sei k ein Korper, und seien m,n € N. Sei V C k™ eine Varietit,
und seien fi, ..., fn € k[t1,... tn]. Sei

fils)
P:={ : | s e V}.

Jn(s)
Dann gilt dim(V(I(P))) < dim(V).

SATZ 10.41. Sei k ein unendlicher Korper, und sei W C k™ ein linearer Un-
terraum von k™. Sei dimypeq-(W) die Dimension von W im Sinn der linearen
Algebra, also die Anzahl der Elemente einer Basis von W. Dann gilt dim(W) =
dimynear(W).
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SATZ 10.42. Sei k ein Korper, und ses W C k™ eine Varietit. Dann sind dqui-

valent:

(1) W ist endlich.
(2) dim(W) = 0.
(3) Der Vektorraum klx,...,x,]/I(W) hat endliche Dimension tber k.

UBUNGSAUFGABEN 10.43

(1) Sei k ein Korper, n € N, und sei V' C k™ eine Varietit. Wir nehmen an, dass der
Ring k[z1,...,2,])/I(V) algebraisch iiber k ist. Zeigen Sie, dass V nur endlich viele
Punkte enthilt. Hinweis: Beispiele sind n = 1,V = V(22 — 5z + 6) oder n = 2,V =
V(2% — 5z + 6,y> + 5y3at + 28).

(2) Berechnen Sie jeweils die Dimension der folgenden Varietiten V(I) in C3, indem
Sie eine Teilmenge von {z + I,y + I,z + I} mit maximaler Kardinalitdt finden, die
algebraisch unabhéngig ist.

(a) I={(y3—22% —y?+az,2y — 2,22 — y).
(b) I=(*+y*+1,z+y).
(c) I = (zy?*—a%2).

SATZ 10.44. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper, und sei W C k™ eine
Varietit der Dimension s. Dann gibt es eine Basis B = (by,...,b,) von k",
sodass fir alle (ay,...,05) € k° die Menge {(asq1,...,00) | Dy a;b, € W}
endlich und nicht leer ist.

Beweisskizze: Da k algebraisch abgeschlossen ist, ist & unendlich. Sei I := I(W),
und sei A eine regulire n x n-Matrix {iber &, sodass fiir y; := > 7, A(i, j)z; gilt,
dass k[z1,...,x,)/I ganz iber k[y; + I, ...,ys + I] ist. Mit A, bezeichnen wir
die s x n-Matrix, die aus den ersten s Zeilen von A besteht.

Sei (aq,...,as) € k* Wir betrachten nun das Ideal J von kfy; + I,...,ys + I],
dasvon {y1—aq+1,. .., ys—as+1} erzeugt wird. Da der Ring kfy; + I, ..., ys + ]
isomorph zum Polynomring k[z1, ..., z4] ist, gilt J # k[y1 + I, ..., ys + I]. Folg-
lich gilt nach Lemma 5.38 auch 1+ 1 & (y1 —oq +1,...,ys — a5+ I)i[z)/1- Daher
gilt auch

1 (TU{y — o, ... Ys — @} fa)-

Somit gibt es wegen des Hilbertschen Nullstellensatzes einen Punkt v =

(V1,...,v,) in V() mit Ay - v = ( : )

Qs
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Wir zeigen nun, dass es nur endlich viele Punkte v € V(I) mit A, - v = ( : )

gibt. Da fiir ¢ > s + 1 gilt, dass

m—1
y;n—i_ Zfz(yhays)y; S Ia
=0
gibt es nur endlich viele Losungen fiir ;.

T (e %1
Somit hat das lineare Gleichungssystem Aj - < : ) = < : > stets endlich viele

Tn Qs

ay
Losungen in I(V). Der Anfangsteil dieser Losung ist gegeben als A™', - { : >

Die Spalten von A~! bilden also die Basis B. O
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