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KAPITEL 1

Resultants

Resultants reduce some problems on polynomials to linear algebra. Let R be
a commutative ring with unit, let m € N, and let R.,,[z] be the R-module
of univariate polynomials over R of degree less then m. Let f,g € R|[x] with
deg(f) < m, deg(g) < n. We define a mapping

P : Repfz] X Rep] = Rengm[7]

by ®(v,w) = fo+gw. Let B := ((z"1,0),...,(z%0),(0,z™1),...,(0,2°)), C :=
(xmtn=l . 2%). For (v,w) € Roy[x] X Rop[z], let (v,w)p be the coordinates
of (v,w) with respect to B, and for u € R, ym[x] let (u)c be the coordinates of
u with respect to C. The Sylvester matrix is the transpose of the representation

matrix of ® with respect to B and C', and hence defined by the identity

Syl (£, 9)T - (v,w)5 = (fv+ gw)c.

The resultant of f and g is defined by res™"(f, g) := det(SyI[m’”](f, 9))-

As an example, let f := 2% — 1123 + 4222 — 642 + 32, g = 2> — 8z + 15. Let
m =4,n = 2. Then

—11 42 —-64 32 O
1 =11 42 —64 32
-8 15 0 0 0
1 -8 15 0 0
0 1 -8 15 0
0 0 1 -8 15

Syl*2(f, g) =

o O O = O =
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For f = fox™ 4 -+ fna® and g = goz™ + - - - + ¢,,2°, the Sylvester matrix is an
(n 4+ m) x (n 4+ m)-matrix of the following form:

|

fo o i i I
syl (f.gy=1 90 --- - Gn

g .- ... (Qn

THEOREM 1.1. Let R be a commutative ring, let m,n € N, and let f,g € R|x]
with deg(f) < m, deg(g) < n. Then res™™(f, g)x° lies in the ideal of R[]
generated by f and g.

Proof: Let S := Syl[m’"}(f, g). Since S?4S = res!™™(f, g) I,11n, we have ST -y =
(0,...,0,res™™(f g))T, where y is the last row of S*. Let v, w be polynomials
in R[z] with (v,w)g = y. Then (0,...,0,res!™"(f g)T = STy = (fv + gw)c,
and therefore fv + gw = res!™"(f, g)a°. O

UBUNGSAUFGABEN 1.2

eien f =t —1lx 1? — 64w =12 -8 . Bestimmen Sie v, w ],
s 41123 44222 — 64z +32, g = 22 — 8z + 15. Best S €z
sodass fv + gw = 24z°.
1-11 42 —64 32 0 1667 —2085 —1643 7278 —10080 4448
0 1 —11 42 —64 32 139 555 —139 —114 1440 —1184
) )

. .. o_|1-8 15 0 0 0 —37 435 37 —546 1440 —928
Hinweis: S =057 2% 15 0 o0 —29 195 20 —282 672 —416
00 1 -8 15 0
0 0

—-13 75 13 —114 264 —160
0 1 -8 15 -5 27 5 —42 96 —56

resit2(f, g) = 24.
THEOREM 1.3. Let k be a field, let m,n € N, and let f = >." fm—ix’ and
g = Y i gnit’ be polynomials in k(x| with fo # 0, go # 0. Then f,g have a
common divisor d € k[z] of positive degree if and only if res!™ " (f, g) = 0.

Proof: 1f d is a divisor of positive degree, then f(g/d) — g(f/d) = 0 and
deg(f/d) < m, deg(g/d) < n. Hence syll™ml(f. ) (g/d, —f/d)z = 0. Thus the
rows of Syl[m’”]( f,g) are linearly dependent, and hence the determinant of this

matrix is 0.

For the “if” direction, we assume det(Syll™™(f,g)) = 0. Then the rows of
Syl™ml(f. ¢)) are linearly dependent, and therefore there is y € k"™ with y # 0
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and Syl (f, )T -y = 0. Let a € keplz], b € kep|z] with (a,b)p = y. Then
fa+gb = 0and a # 0. Let d be the ged of f and g in k[z]. Then g/d divides (f/d)a,
and since f/d and g/d are coprime, g/d divides a. Hence deg(g/d) < deg(a) < n,
which implies deg(d) > 0. O

UBUNGSAUFGABEN 1.4

(1) Let k be a field, m,n € N, deg(f) = m, deg(g) = n, and let d be the ged of f and ¢ in
k[z]. Show that the row space of Syll™"(f, g) is equal to {(p)c | p € kemyn[z], p lies
in the ideal of k[z] generated by f, g}, and also equal to {(p)c | p € k<minl], d | p}.

(2) Let k be a field, m,n € N, deg(f) = m, deg(g) = n, and let d be the ged of f and g
in k[z]. Show that the rank of Syl (f,g) is m+n — deg(d).

(3) (Ged-computation via linear algebra) Let &k be a field, m, n € N, deg(f) = m, deg(g) =
n, and let d be the ged of f and g in k[z]. Let H be a matrix in echelon form such
that the row space of H is equal to the row space of Syl[m’”}(f7 g). (For example, H
could be the Hermite normal form of Syl™™ (£, g).) Show that the last nonzero row
r of H contains the polynomial d (in the sense T = (d)¢).

THEOREM L1.5. Let R := Z[fo, go, a1, - - -, Qm, b1, .., by], and let f:= fo[[%,(z —
a;) and g := go H?Zl(m—bj) € R[z]. Thenres™™(f, g) = frgr H(i,j)emm(ai_bﬁ)'

Proof: We first assume fo = 1 and go = 1. By expanding [[\",(z — a;) and
H?zl(x —b;) and computing the resultant, we obtain r € Zlay, ..., am, b1, ..., by
with 7(a1,...,0m, B1,...,B.) = res™(f,g). By Theorem 1.3, for all
(1, ey Qo B1y -, Ba) €C™M i € my, § € n with oy = 8;, we have r(a, 3) = 0.
Hilbert’s Nullstellensatz implies that for all 4,j, we have r € | /{a;i = bj)c(, -

Since the total degree of a; — b; is 1, the polynomial a;, — b; is irreducible in

Clai, ..., am,b1,...,b,]. Thus a; — b; divides r in Clay, ..., am, b1, ..., b,]. Since
Clay, ..., am, by, ..., b,] is a unique factorisation domain, and all mn polynomials
a; — b; are coprime, we have [, yc,,..(ai — ;) | 7.

Let [ € m. When computing r = res™"™([[(x — a;), [[(x — b)), we see that q
occurs in n rows of Syl™" ([](z—a,), [[(z—b;)), and in each entry of the Sylvester
matrix, a; occurs with degree 1. Hence deg, (r) < n. Similarly, deg,, < m for all
l € n. Writing r = ¢ - [],

of its variables, and must therefore by a constant in k. It remains to prove that

i emxn(@i — bj), we see that ¢ has degree 0 in each

g = 1. To this end, we set ag = ... =a,, =0 and by = ... = b, = 1. The matrix
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Syl™m (2 (2 — 1)) is equal to

Syl[m’"](f,g): x ... ok (=1)" ,

* coox (=1
and therefore res!™™(z™, (z — 1)") = (=1)™". This implies ¢ = 1 and completes

the proof for the case fy = go = 1. U

COROLLARY 1.6. Let R be a commutative ring with unit, let m,n € N,
f07g07 ap,y ... 7&m7ﬁla e 7571 € R with f = fO HZ);1<:C - ai) and g =90 H?:l(x -
Bi). Then rest™™(f,g) = fo'gg" H(i,j)emxﬂ(ai — B;)-



KAPITEL 2

Grobnerbasen

1. Grundlagen aus der Mengenlehre und der Ordnungstheorie

Sei X eine Menge, und sei p eine natiirliche Zahl. Dann bezeichnen wir mit ( i,f )

die Menge aller p-elementigen Teilmengen von X, also
(¥)={Y|Y C X und |Y|=p}.

SATZ 2.1 (Satz von Ramsey, [Ram29]). Sei X eine unendliche Menge, und seien
p,t € N. Sei F: (f) — {1,...,t}. Dann gibt es eine unendliche Teilmenge Y

von X, sodass F auf (’;) konstant ist.

Beweis: Induktion nach p. Fiir p = 1 sehen wir, dass X = |J/_{z € X | F({z}) =
i}. Da X also Vereinigung von ¢ Mengen ist, muss eine dieser Mengen unendlich
sein. Diese unendliche Menge ist das gesuchte Y.

Induktionsschritt: Sei p > 2, und sei F' eine Féarbung der p-elementigen Teilmen-
gen von N mit ¢ Farben. Fiir jedes a € X definieren wir eine Farbung G, der
(p — 1)-elementigen Teilmengen von X \ {a} durch

Go(M) := F(M U {a})

fiir alle M € (¥\{*}). Nun definieren wir eine Folge (z;)en, aus X, und eine Folge
(Y:)ien, von Teilmengen von X. Wir definieren Yy := X, und wahlen z, als ein
Element von X. Wir werden nun die Folgen (x;);en, und (Y;)ien, so definieren,
dass jedes Y; eine unendliche Teilmenge von X ist, und dass x; € Y;. Wir definieren
die Folgen rekursiv. Sei dazu ¢ € Ny. Da Y; \ {z;} unendlich ist, gibt es nach
Induktionsvoraussetzung eine unendliche Teilmenge Y11 von Y; \ {z;}, sodass
alle (p —1)-elementigen Teilmengen von Y;; die gleiche Farbe unter der Farbung

G, haben. Das Element x;;; wéhlen wir aus Y; ;.
Wir betrachten nun die Menge

Z = {x; | i € No}.
5
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Fiir jede p-elementige Teilmenge A von Z definieren wir den kleinsten Index in
A, ind(A), als das kleinste j € Ny, sodass z; € A. Wir zeigen nun:

Fiir alle A, B € (%) mit ind(A) = ind(B) gilt F(A) = F(B).

Sei dazu i := ind(A). Alle z; mit j > ¢ liegen in Y;;;. Folglich ist A eine Teil-
menge von Y; 1 U{z;}. Ebenso ist B eine Teilmenge von Y; 1 U{z;}. Wegen der
Konstruktion von Y, ist G, (A\{z;}) = G.,(B\{z;}). Also gilt FF(A) = F(B).

Nun betrachten wir die Abbildung h : Ng — {1,...,t}, die durch

h(i) :== F({x;, ..., Titp-1})

fiir i € Ny definiert ist. Es gibt eine unendliche Teilmenge J von Ny, sodass h|;
konstant ist. Wir behaupten nun, dass

YVi=Aa; | jeJ}

die gewiinschten Eigenschaften erfiillt.

Seien dazu C' und D p-elementige Teilmengen von Y, und seien ¢; < --- < ¢,
und dy < --- < dp so, dass C' = {&c,, ey, .-, e, } und D = {Zg,, Tay, - .-, Tq, }-
Da ind(C) = ¢; = ind({e,, Tey 415 - - - Teyip—1}), gilt

F(C)=F({xe, Teyt1s -+ Teytp—1})
und ebenso

F(D) = F({l‘dl, Ldy4+1y-- - 7$d1+p71})-

Also gilt F(C) = h(cy) und F(D) = h(dy). Da z., in Y liegt, gilt ¢; € J; ebenso
gilt d; € J, und folglich h(c;) = h(dy). Also haben C' und D die gleiche Farbe. [

Eine geordnete Menge (M, <) erfiillt die (DCC) (absteigende Kettenbedingung,
descending chain condition), wenn es keine unendliche echt absteigende Folge
my > mg > mg > --- von Elementen aus M gibt. Zwei Elemente s,t € M sind
unvergleichbar, wenn weder s < t noch t < s gilt. Wir schreiben dafir s || t.
Eine Teilmenge T" von M ist eine Antikette, wenn alle t,to € T mit t; # t,

unvergleichbar sind.

Sei m € N. Auf Ny™ definieren wir die Ordnungsrelation C. Seien a =
(a1,...,ay,)und b = (by,..., b,). Dann gilt @ C b, wenn fiir alle 7 € {1,...,m}
gilt: a; < b;. Wir betrachten nun die geordnete Menge (Ny™, C).
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LEMMA 2.2. Seim € N und sei S = (@' | i € N) eine Folge von Elementen aus
No™. Dann gibt es eine unendliche Folge t; < ty < --- wvon natiirlichen Zahlen,
sodass (a'") | i € N) eine beziiglich C schwach monoton wachsende unendliche
Teilfolge von S ist.

Beweis: Fiir i € Nund k € {1,...,m} bezeichnen wir die k-te Komponente von

a9 mit a,gi).

Wir farben nun jede 2-elementige Teilmenge {7, 7} von N mit ¢ < j mit einer von
2™ Farben. As Farben wihlen wir die Funktionen von {1,...,m} nach {1,2}.
Wir definieren nun die Farbe C'({7,j}) der Menge {i,j} durch

1 wenn a,,ii) < a,ij),

2 wenn a,ii) > algj).

C({i,g}) (k) := {

Nach dem Satz von Ramsey, Satz 2.1, hat N eine unendliche Teilmenge 7', sodass
alle 2-elementigen Teilmengen von 7' die gleiche Farbe C' haben.

Wir zeigen nun, dass C'(k) = 1 fur alle k € {1,...,m} gilt. Nehmen wir an, es
gibt ein k£ mit C(k) = 2. Seien t; < ty < t3 < ... die Elemente von 7. Wenn
C(k) = 2, dann gilt

a,itl) > a,gt2) > a,§t3) >
im Widerspruch dazu, dass (N, <) die (DCC) erfiillt.
Da also C'(k) = 1 fiir alle k, gilt a®) C a®) C a® C ..., O

SATZ 2.3 (Dicksons Lemma, cf. [Dic13, Lemma A]). Sei m € N. Dann sind alle
Antiketten in (Ng™,C) endlich.

Beweis: Nach Lemma 2.2 kann (Ny™, C) keine unendliche Antikette enthalten.
O

UBUNGSAUFGABEN 2.4

(1) (Satz von Ramsey) Zeigen Sie, dass jede reelle Zahlenfolge eine streng monoton fallen-
de, eine streng monoton steigende oder eine konstante (unendliche) Teilfolge enthélt.
(2) (Geometrie) Wir nennen eine Teilmenge T von N x N eine Viertelebene, wenn es

m,n € N gibt, sodass
T={(z,y) ENxN|xz>mund y > n}.

Zeigen Sie, dass jede Vereinigung von beliebig vielen Viertelebenen eine Vereinigung

von endlich vielen Viertelebenen ist.
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DEFINITION 2.5. Eine Teilmenge I von Ny™ ist ein Ordnungsfilter, wenn fiir alle
a €l und b e Ny" mit a C b auch b € I gilt.

Fiir eine Teilmenge I von Ny™ bezeichnen wir mit M(I) die Menge aller mi-
nimalen Elemente von I. Fiir eine Teilmenge M von Nj* definieren wir U(M)
durch U(M) := {a € Nj" | esgibt z € M, sodass z < a}. U(M) ist stets ein
Ordnungsfilter.

LEMMA 2.6. Sei I C No™ ein Ordnungsfilter beziiglich C. Dann ist M(I) endlich,
und es gilt I =U(M(I)).

Beweis: M(I) ist eine Antikette, und daher wegen des Dicksonschen Lemmas
(Satz 2.3) endlich. Sei nun ¢ € I. Da (Nj*, C) keine unendlich absteigenden Ketten
hat, gibt es ein minimales Element z € [ mit z < ¢. Daher gilt 1 € U(M(1)).
Da M(I) C I, erhalten wir die Inklusion U(M(I)) C I unmittelbar aus der
Tatsache, dass I ein Ordnungsfilter ist. O

SATZ 2.7. Let m € N. Dann hat die Menge Ni* keine unendliche aufsteigende
Kette Uy C Uy C Us. .. von Ordnungsfiltern.

Sei U := |J{U; | i € N}. Die Menge U ist ein Ordnungsfilter. Daher ist die Menge
M(U) der beziiglich C minimalen Elemente von U endlich. Es gibt also ein j € N,
sodass M(U) C U;. Daher gilt UY(M(U)) C U(U;), und folglich U C U;. O

2. Multivariate Polynomdivision

DEFINITION 2.8. Sei n € N, und sei < eine Ordnung auf Ny". Die Ordnung <

ist zuldssig, wenn folgendes gilt:

(1) < ist linear.
(2) Fiir alle , 5 € Ny" mit a C 3 gilt auch o < 5.
(3) Fiir alle , 8,7 € Ny" mit o < 8 gilt auch o +v < 8 + .

LEMMA 2.9. Sein € N, und sei < eine zuldssige Ordnung auf No". Dann erfiillt
(No", <) die (DCC).

Sei a® > a® > ... eine beziiglich < unendliche absteigende Kette in Ny". Nach
Lemma 2.2 gibt es t1,t, € N mit t; < t, sodass a®) C a*?). Da < zuliissig ist,
gilt @™ < @) im Widerspruch zu a® > a(2), O
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DEFINITION 2.10. Sei k£ ein kommutativer Ring mit Eins, und sei R der Poly-
nomring k[xy,...,x,]. Fir a = (aq,...,a,) € Ny" definieren wir * durch

¢ =%z,

DEFINITION 2.11. Sei n € N, sei k ein kommutativer Ring mit Eins, sei [ eine
endliche Teilmenge von Ny", sei ¢ : I — k, sei

f= anmo‘

ein Element von k[z1,...,z,], und sei < eine zuldssige Ordnung auf Ny". Dann
definieren wir den Multigrad von f beziiglich < durch

Dec(f) :=(-1,...,—1), wenn f =0,

und
DEG(f) := max <{a € Ny" | ¢, # 0}, wenn f # 0.

DEFINITION 2.12. Sei n € N| sei k ein kommutativer Ring mit Eins, und sei
f=2 caa”
aeNg™

ein Element von k[zy,...,z,] mit f # 0, und sei < eine zulédssige Ordnung von
Ny". Sei v der Multigrad von f. Dann definieren wir

Lu(f) = a,
LC(f) = c’*/v
Lr(f) = cyx.

DEFINITION 2.13. Sei n € N, sei < eine zuléssige Ordnung von Ny", sei s € N,
und seien f, fi,..., fs € kl[zy,...,z,]. Eine Folge (a1, ...,as,7) € k[zy, ..., 2,5
ist eine Standarddarstellung von f durch (f1,..., fs) beziiglich <, wenn folgendes
gilt:

() f=2iafi+r
(2) r =0, oder es gibt eine endliche Teilmenge I von Ny", sodass
r= Z Cox®
acl
gilt, und dass fiir alle « € T und alle i € {1,..., s} mit f; # 0 das Monom
x® kein Vielfaches von LM(f;) ist.
(3) Fiir alle 7 € {1,..., s} gilt DEG(a;f;) < DEG(f).
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Das Polynom r heifit auch Rest der Darstellung.

UBUNGSAUFGABEN 2.14

(1) Seien f,p, q € Q[z,y] gegeben durch

f = 223 +1
p = 1+4+3x+22%+2%y+ 23y
g = ay?+a2y?

Wir ordnen die Monome lexikographisch mit x > y. Finden Sie a1, a9, € Q|x,y],
sodass f = a1 p+azq+r, DEG(a1 p) < DEG(f), DEG(a2 ¢) < DEG(f) und kein Term
in 7 ein Vielfaches von Lir(p) oder Lr(q) ist.

(2) Seien f,p,q € Q[x,y] gegeben durch

f — xSyZ
p = 1+23y+32%°
q = 22%y+ 2%y’

Wir ordnen die Monome lexikographisch mit x > y. Finden Sie a1, a9, € Q|x, 3],
sodass f = a1 p+az q+r, DEG(a1 p) < DEG(f), DEG(a2 ¢) < DEG(f) und kein Term
in 7 ein Vielfaches von Lr(p) oder Lr(q) ist.

(3) Sei f = 2%y +azy?+y% fr =2y —1, fo = y*> — 1. Wir ordnen die Monome lexikogra-
phisch mit z > y.

(a) Zeigen Sie, dass der Rest r bei einer Darstellung f = a; f1 + aa fo +r wie in den
vorigen Beispielen nicht eindeutig bestimmt ist.

(b) Finden Sie ein Polynom im Ideal (f1, f2), das nicht das Nullpolynom ist und
das keinen Term enthélt, der ein Vielfaches von zy oder y? ist.

(4) Im folgenden Beispiel zeigen wir, dass der Rest der Division von f durch ein Hauptide-
al (f1) eindeutig bestimmt ist. Zeigen Sie also: Sei < eine zulédssige Ordnung, sei k ein
Korper, n € N, und seien f, f; € k[z1,...,z,], f1 #0. Seien a,b,r,s € k[z1,...,2,]
so, dass f =a f1 +7 =10 f1 +s. Wir nehmen an, dass kein Term von r und kein Term
von s durch Lt(f;) teilbar ist. Zeigen Sie r = s!

SATZ 2.15. Sein € N, sei < eine zuldssige Ordnung von Ny", sei s € N, und seien
fofi,-o o fs € klxy, ..., x,). Dann gibt es eine Standarddarstellung (ay, ..., as, )

von f durch (fi,..., fs).

Beweis: Seien s € N und fi,..., fs € k[z1,...,2,]. Wir zeigen nun, dass jedes
Polynom f eine Standarddarstellung durch (fi, ..., fs) besitzt. Als zuldssige Ord-
nung erfiillt < die (DCC), folglich enthélt jede nichtleere Teilmenge von Ny" ein
beziiglich < minimales Element.
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Sei nun f ein Polynom mit minimalem Multigrad (beziiglich <), das keine Stan-
darddarstellung durch (f, ..., fs) besitzt.

1. Fall: f =0:Da0=>""_ 0f;+0 eine Standarddarstellung ist, kann dieser Fall
nicht eintreten.

2. Fall: f # 0: In diesem Fall gehen wir so vor: sei g € k[x] so, dass

f=1r(f) +g

Wir werden aus einer Standarddarstellung von g eine Standarddarstellung von f

bauen. Dazu unterscheiden wir zwei Falle.
2.1. Fall: Es gibt eini € {1,...,s}, sodass f; # 0 und Lm(f;)|LM(f): Dann gilt

Lr(f)
Lr(f;)

Wegen der Minimalitét von f gibt es by, ..., bs € k[x], sodass folgendes gilt:

LT(f)) fi= ibjfj + 7,
j=1

fiir alle j € {1,..., s} gilt DEG(b; f;) < DEG(f — £1#; f;), und kein Monomom

in 7 ist durch ein LM(f;) mit j € {1,..., s} teilbar.

DeG(f - fi) < DEG([).

f_

Dann gilt

f:( Z bjfj)+<bi+£§(<£>))fi+

Da DeG(b;f; + LT(f ) fz) héchstens gleich dem Multigrad eines der Summanden
ist, und DEG(b; fz) < DiG(f) und DuG (& f) = DEG(f), ist

(bl,... bz 1,b+ (( )) H_l,...,bs,?")

eine Standarddarstellung von f durch (fi,..., fs), im Widerspruch zur Wahl
von f.

2.2. Fall: Es gibt kein i € {1,...,s}, sodass f; # 0 und LM(f;)|LM(f): Es gilt
DeG(f —Lr(f)) < DEG(f). Wegen der Minimalitéit von f besitzt f — LT(f) eine
Standarddarstellung

f=Lr(f) = bifi+r.
Jj=1
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Da das Mononom LM(f) durch kein LM(f;) teilbar ist, ist
F= bifi+ (r+11(f))
j=1

eine Standarddarstellung von f, im Widerspruch zur Wahl von F'. Folglich besitzt
jedes Polynom eine Standarddarstellung beziiglich (fi, ..., fs). O

3. Monomiale Ideale

DEFINITION 2.16. Sei n € N, sei k ein Korper, und sei I ein Ideal von

klx1,...,x,]. Das Ideal I ist monomial, wenn es eine Teilmenge A von Ny" gibt,
sodass [ = ({z | o € A}) -

SATZ 2.17. Sei n € N, sei k ein Korper, sei I ein monomiales Ideal von
klxi,...,2,), und sei A C Ny" so, dass

I'=({z" | a€A}l),-
Dann gibt es eine endliche Teilmenge B von A, sodass

I={{z"|Be B}>k[m].

Beweis: Wir nehmen an, es gibt keine solche endliche Teilmenge B von A. Wir
wihlen oy € A. Nun konstruieren wir rekursiv eine Folge (o; | ¢ € N) aus A in
folgender Weise: Sei ¢ > 2. Es gilt nun

{z% | e A} Z (z™,... 2% ")y

Nehmen wir an, es gilt C: Dann gilt [ = (..., wai—1>k[w], im Widerspruch zur
Annahme, dass es keine solche endliche Teilmenge von A gibt. Wir wihlen «; als

ein a € A, sodass

T & (2™, )

Wegen Lemma 2.2 gibt es nun &,/ in N mit £ < [ und ap C 4. Dann gilt
x* e (x™ ... mal*1>k[w], im Widerspruch zur Wahl von «;. 0

KOROLLAR 2.18. Sei n € N, sei k ein Korper, und set I ein monomiales Ideal
von k[xq,...,x,]). Dann ist I endlich erzeugt.

DEFINITION 2.19. Sei n € N, k ein Korper, und sei < eine zuléssige Ordnung auf

Ny". Sei I eine Teilmenge von k[xy,...,x,]. Dann definieren wir

Lo(l) == {L(f)| feL.f#0}.



3. MONOMIALE IDEALE 13

SATZ 2.20. Sein € N, k ein Korper, und sei < eine zuldssige Ordnung auf Ngo".
Sei I ein Ideal von klxy,...,x,]. Dann gibt es t € Ny und ¢1,...,9; € I\ {0},

sodass (LT(1)) 1, = (LT(91), - - - LT(9e)) o -
Beweis: Sei J := (LT(I));,) = (LM(I)) - Klarerweise gilt dann fiir
A:={aeNy" | esgibt f €I, sodass LM(f) = =}
die Gleichheit J = ({2 | a € A}), - Es gibt also nach Satz 2.17 eine endliche
Teilmenge B = {f,..., [} von A, sodass
J={z" lie{l,....t}}),
Fiir jedes i € {1,...,t} wihlen wir nun ein g; € I, sodass g; € I und LM(g;) =
z’%. Dann gilt J = (L1(gy), . .. LT(96)) ki) - O
LEMMA 2.21. Sei n € N, sei k ein Korper, sei I ein monomiales Ideal von
klxy, ..., z,], und sei A C Ng" so, dass
I'={z"|a€A})y,-
Sei B eine endliche Teilmenge von No", und sei f =3 . pcgx’ € klay, ..., 2,].

Dann sind dquivalent:

(1) fel
(2) Fir alle 8 € B mit cg # 0 gibt es ein o € A, sodass o C 3.

Beweis: (2)=(1): Da jeder Summand csx” nach Voraussetzung in I liegt, liegt
auch f in I. (1)=(2): Sei f € I. Dann gibt es m € Ny, ay,...,a, € A und
Ply- -y Pm € K[z, ..., 2], sodass

= sz‘ sz
=1

Durch Ausmultiplizieren der rechten Seite sieht man, dass es fiir jedes in f auf-

tretende Monom z” ein j und v € Ny" gibt, sodass
xd =zt
Also gilt a; C B. U

SATZ 2.22. Sein € N, sei k ein Korper, sei I ein Ideal von k[, ..., z,]. Seit €
No, und seien g1, ..., g: € I \{0} so, dass (LT(I)) 1, = (LT(g1), - LT(9t)) (g -
Dann gilt I = (¢, ... ,ngM )
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Beweis: Die Inklusion D folgt aus der Tatsache, dass jedes g; in I liegt. Fiir den
Beweis von C wahlen wir f € I. Sei f = 25:1 a;g; + r eine Standarddarstellung
von f durch (gi,...,9;). Wenn r = 0, so liegt f im von {gi,...,g:} erzeugten
Ideal. Wir nehmen nun an, » # 0. Es gilt » = f — 2;1 a;g; € 1. Folglich gilt
Lr(r) € Lr(I). Nach Voraussetzung gilt also

Lr(r) € (L1(g1), - - -, LT(G¢)) g -

Wegen Lemma 2.21 gibt es also ein ¢ € {1,...,t}, sodass Lr(g;)|Lr(r). Dann
kann r aber nicht der Rest einer Standarddarstellung von f durch (gi,..., )

sein. Der Fall  # 0 kann also nicht eintreten. 0

SATZ 2.23 (Hilbertscher Basissatz fiir Polynomringe tiber Kérpern). Sei k ein
Kérper, n € N. Dann ist jedes Ideal von klxy, ..., x,]| endlich erzeugt.

Beweis: Sei I ein Ideal von k[xy,...,z,]. Nach Satz 2.20 gibt es t € Ny und
91, g € I\{0}, sodass (LT(I)) () = (LT(91), - - ., LT(t)) () - Wegen Satz 2.22
erzeugen dann die Polynome ¢y, ..., g; das Ideal I. 0

4. Grobnerbasen

DEFINITION 2.24. Sei k ein Korper, n € N, und sei < eine zuléssige Ordnung auf
No". Sei I ein Ideal von k[xy,...,z,]. Eine endliche Teilmenge G = {¢g1,...,0:}
von k[zy,...,x,] ist eine Grébnerbasis von I beziiglich <, wenn

(1) G €1\ {0},

(2) (LT(1)) 4z = (LT(91), - - LT(90)) -

Nach Satz 2.20 besitzt jedes Ideal eine Grobnerbasis. Wenn nun [ ein Ideal von

klxi,...,2,], und G eine Grobnerbasis von [ ist, so gilt nach Satz 2.22 auch
<G>k[z] =TI
SATZ 2.25. Sei k ein Korper, sei n € N, und sei I ein Ideal von klxy, ..., z,)].

Sei t € Ng, und sei G = {q1,...,9:} eine Grobnerbasis von I. Seir € I so, dass
kein Monom in r durch irgendein Liv(g;) teilbar ist. Dann gilt r = 0.

Beweis: Wenn r # 0, so liegt LT(r) € Lr([), also in (LT(G)),)- Wegen Lem-
ma 2.21 gibt es also ein i € {1,...,t}, sodass Lir(g;)|L1(r). Das steht im Wider-

spruch zu den Voraussetzungen an 7. 0
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SATZ 2.26. Sei k ein Korper, sei n € N, und sei I ein Ideal von klxy, ..., z,)].
Sei t € Ny, und sei G = {qg1,...,9:} eine Grobnerbasis von I. Seien 1,19 €
klxy,...,xz,) so, dass

(1) T —Ty € ];

(2) Kein Monom in ry ist durch irgendein Liv(g;) teilbar,
(3) Kein Monom in ry ist durch irgendein Liv(g;) teilbar.

Dann gilt r1 = ry.

Beweis: Wir nehmen an, r — ro # 0. Dann gilt LM(r; — 75) € L1(I). Da G eine
Grobnerbasis ist, gilt also LM(ry — r2) € (LT(G))y,,- Das fiithrende Monom von
ry — ro muss auch in einem der Polynome r; oder ry vorkommen. Somit enthélt
eines der r; ein Monom in (LT(G));,- Nach Lemma 2.21 ist dieses Monom durch
eines der LM(g;) teilbar. Das steht im Widerspruch zu den Voraussetzungen an

r1 und 7. OJ

KOROLLAR 2.27. Sei k ein Korper, sei n € N, und sei I ein Ideal von
klxy,...,z,). Sei t € Ny, und set G = {g1,...,q:} eine Grobnerbasis von I.
Sei f € klzy,...,x,], und seien

t t
f= Zaigi“‘rl = Zbi9i+7“2
i=1 i=1

Standarddarstellungen von f durch (g1,...,9:). Dann gilt ri = ro. Wenn aufer-
dem fel, so gilt 1y =1y =0.

Beweis: Da r;1 — ry € I, folgt die erste Behauptung aus Satz 2.26. Wenn f € [
gilt, so folgt 7 = 0 aus Satz 2.25. U

DEFINITION 2.28. Sein € N, sei < eine zulédssige Ordnung von Ny", sei s € N, und
seien f, f1,..., fs € k[z1,...,x,]. Ein Polynom r € k[xq, ..., z,] ist ein mdglicher
Rest bei einer Standarddarstellung von f durch (fi,..., fs) beziglich <, wenn es
eine Standarddarstellung f = >""_ a;fi +r von f durch (fi,..., fs) beziiglich <
gibt.

SATZ 2.29. Sei k ein Kérper und G eine Grébnerbasis des Ideals I wvon
klzy, ..., @,]. Sei X = {ax%|a € No"}. Dann ist X \ (LT(G)),, eine Basis des
k-Vektorraumes k[z1, ..., x,]/I.
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Beweis: Sei f € k[x]. Da f eine Standarddarstellung durch G mit Rest r besitzt,
und da in einer Standarddarstellung kein Monom des Rests r in (LT(G)),, liegt,
liegt f+ 1 = r+ I in der linearen Hiille von X \ (LT(G));,- Sei M eine end-
liche Teilmenge von X \ (LT(G))y,) und >, cpp @m(m + 1) = 0+ I. Dann gilt
[ =2 mer@mm € 1. Somit ist f =047 mit r = > . ,m eine Standard-
darstellung von f durch G mit Rest r, und somit » = 0. Also sind alle a,,, = 0
und X \ (LT(G)),, daher linear unabhéngig. O

KOROLLAR 2.30. Sei k ein Korper und G eine Grébnerbasis des Ideals I von
klxy,...,x,]. Der k-Vektorraum klxy, ..., x|/ ist genau dann endlichdimensio-
nal, wenn es fir jedes j € n ein d; € Ny gibt, sodass xjj € L1(G).

Beweis: Sei X = {z%a € Ny"}. Wenn alle x?j € Lr(G) sind, so gilt
XN\(LT(G)) ) € {2 | o < d; fiir alle j}. Somit hat k[zy, ..., z,] eine endliche
Basis.

Wenn k[zy,...,x,]/I Dimension d hat, so sind fiir jedes j € n die Restklassen
1+ 1,2;+1,...,2) + I linear abhéingig, und es gibt somit f € k[z;] mit f # 0
und f € I. Somit gibt es e; mit LM(g;) = 2. Also gilt 2% € (Lr(1)),, =

(LT(G)) ), und somit gibt es ein d;, sodass :c}ij € L1(G)

z]?

SATZ 2.31. Sei k ein Koérper, sei I ein Ideal von k[x] mit 1 ¢ I. Dann sind
dquivalent:

(1) klzy,...,x,]/1 ist ein endlichdimensionaler Vektorraum iber k.
(2) k[zq,...,x,]/1 ist algebraisch dber k.
(3) Jedes prime Ideal P von k[z] mit I C P C k[x] ist mazimal.

Beweis: (1)=-(2). Sei f + I € k[z]/I und sei d die Dimension von k[z]/I als
Vektorraum iiber k. Dann sind 1 + I, f + I, f2+1,..., f¢+ I linear abhingig,
und folglich gibt es p(t) = S0, ayt? mit p(f + I) = 0.

(2)=-(3). Wir zeigen, dass fiir jedes y ¢ P das Element y + P invertierbar in
klz]/P ist. Es gibt f(t) = >, ait" € E[t] \ {0} mit f(y + P) = 0+ P, also
f(y) € P. Sei l minimal mit oy # 0. Dann gilt f(y) = >0, aiy' = y* >0, cqy™ .
Da P prim ist und y; & P, gilt oy +y(ap 1y + -+ apy™ 1) € P, und somit ist
(y+ P) - (—ail(ozl“y + ot ay™ T 4+ P) = 14 P. Also ist k[z]/P ein Korper,

und P somit maximal.
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(3)=(2). Sei M ein maximales Ideal von k[x| mit M > I. Wegen des Nullstellen-
satzes gibt es einen Korper K, der algebraisch iiber £ ist, und in dem M eine Null-
stelle (&1, ...,&,) € K™ hat. Dann ist k(&1 .. .,&,) isomorph zu k(z1,...,x,)/M,
und k(xq,...,x,)/M somit algebraisch tiber k.

Sei nun v € kf[x]. Aus der Primérzerlegung von I erhalten wir prime Ideale
Py, ..., P, von kx| mit

Vi=Pn..NP,.
Fiir jedes j € m ist P; maximal. Also ist k(z1,...,x,)/P; algebraisch iiber k,
und es gibt somit f; € k[t] \ {0} mit f;(u) € P;. Also gilt ([}, f;) (u) € VI,
und somit gibt es n € N mit ([T}2, ;)" (u) € I.

(2)=(1). Sei G eine Grobnerbasis von I. Fiir jedes x; gibt es ein Polynom p; € k[t]
mit p;(x;) € 1. Sei d; der Grad von p;. Dann gilt x;.lj € Lr(I) C (LTG),,)- Wegen
Korollar 2.30 ist k[z1,...,x,]/] daher endlichdimensional. O

5. Die Eliminationseigenschaft von Grébnerbasen

SATZ 2.32. Sei k ein Kérper, und sei I ein Ideal von klxy,...,Tm, Y1, -, Yn|-
Sei < eine zulissige Ordnung auf Ng™ ™, sodass fiir alle « € Ng™ und 3 € Ny"
mit o # (0,...,0) gilt: z* > y”. Sei G eine Grébnerbasis von I beziiglich dieser
Ordnung. Dann ist G N kly| eine Grobnerbasis des Ideals I N kly] von kly].

Beweis: Sei G, := G N k[y]. Wir zeigen nun, dass fiir alle f € I Nk[y] mit f # 0
auch dass L1(f) € (LT(Gy))y,, ilt. f = S!_, a;gi eine Standarddarstellung von
f durch G. Da fir alle i mit a;g; # 0 gilt, dass DEG(a;9;) < DEG(f), und da in

f keine der Variablen 1, ..., x,, vorkommt, kommt wegen der Eigenschaft der
Ordnung auch in a;g; keine der Variablen zy, ..., z,, vor. Es gilt also
t
f= Z @iGi
i=1
a;gi#0

wobei alle in dieser Summe auftretenden a; und g¢; in k[y] liegen.

Fiir zumindest einen der Summanden muss DEG(a;g;) = DEG(f) gelten. Dann

gilt Lr(g;)[Lr(f) in kly], und somit liegt LT(f) in (LT(Gy)),,- O

UBUNGSAUFGABEN 2.33
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(1) Sei k ein Korper und sei F' = {f1,..., fs} C k[z1,...,x,] \ {0}.
(a) Zeigen Sie: Wenn F' eine Grobnerbasis fur (F) ist und

Lr(f;) € (Lr(f1), ..., Lr(fic1), LT(fig1), - - -, LT(fs)),

dann ist auch F'\ {f;} eine Grobnerbasis fiir (F).
(b) Gilt diese Behauptung auch, wenn man das Wort “Grobnerbasis” beide Male
durch “Basis” ersetzt?

6. Existenz universeller Grébnerbasen (optional)
Wir zeigen in dieser Sektion den folgenden Satz.

SATZ 2.34. Sei k ein Korper, sei n € N, und sei I ein Ideal von klxy, ..., z,).
Dann gibt es eine endliche Teilmenge G von klzi,...,x,], sodass G beziglich
jeder zuldssigen Ordnung von No" eine Gribnerbasis ist.

Dazu brauchen wir zunédchst einen Satz iiber die Ordnungsfilter auf N{*. Aus
Satz 2.7 wissen wir bereits, dass es keine undendliche aufsteigende Kette U; C
Uy C --- von Ordnungsfiltern auf Ny™ gibt. Wir zeigen nun, dass es auch keine
unendlichen Antiketten von Ordnungsfiltern auf Ny™ gibt.

SATZ 2.35 (cf. [Mac01, Theorem 1.2]). Sei m € N, und sei L die Menge der
Ordnungsfilter von Ng*. Dann hat (L, C) keine unendliche Antikette.

Beweis: Wenn m = 1, so ist die Menge der Ordnungsfilter linear geordnet; Anti-
ketten haben hochstens ein Element.

Sei nun m > 2. Fiir jedes Ordnungsfilter F' of N[ definieren wir eine Funktion
Pp: Ny — Ny U {oo} durch

Bp(a) = min{c € Ny | (a,c) € F} wenn es ein ¢ € N mit (a,c) € F gibt ,
4 o 00 sonst.

fiir @ € Ny*~'. Wir zeigen zuerst, dass fiir alle @,b € Ny*! mit @ < b auch
br(a) > Pp(b) gilt. Sei dazu ¢ := Pp(a). Wir nehmen an, dass ¢ # oo. Es
gilt (a,c) € F. Da F ein Ordnungsfilter ist, gilt auch (b,c¢) € F, und folglich
Or(b) < c=Pp(a). AuBerdem gilt fiir Ordnungsfilter F, G of Nj* die Inklusion
F C G genau dann, wenn ®x(a) > ®¢(a) fiir alle a, b € NJ* .
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Sei nun (F; | ¢ € N) eine unendliche Antikette in £. Fiir 4,5 € N mit ¢ < j gilt
daher F; ¢ F;. Daher gibt es ein a™) € NJ'!, sodass

Fiir ¢, 5,k € N mit i < j < k farben wir nun die 3-elementige Menge {4, j, k} mit
einer von 2™~! Farben. Als Farben wihlen wir die Funktionen von {1,...,m—1}
nach {1,2}. Fiir € {1,...,m— 1} bezeichnen wir die I-te Komponente von a ()
mit al(i’j ). Wir definieren jetzt die Farbe von {i,7,k} durch

2 , wenn al(i’j) > al(j’k).

C({i, 5, k}) (1) -= {

Nach dem Satz von Ramsey (Satz 2.1 hat N eine unendliche Teilmenge 7', sodass
alle 3-elementigen Teilmengen von T die gleiche Farbe C' haben. Wir zeigen nun,
dass C(l) = 1firallel € {1,...,m — 1} gilt.

Im Widerspruch dazu nehmen wir an, dass es ein [ mit C'(I) = 2 gibt. Seien
t1 <ty < t3...die Elemente von T. Wenn C(l) = 2, so gilt

(t1,t2) (t2,t3)

ts,t
a/ > a, (t3,ta)

>al >

Damit haben wir eine unendliche absteigende Kette natiirlicher Zahlen konstru-

iert, was unmoglich ist.

Es gilt also fiir alle r € N die Ungleichung a(®~+1) < @{tr+1t+2) Sei nun r € N.
Wegen der Wahl von at+1) gilt nun

@, (@) > Dy, (alrtre),

r+1

Da a(tmt'ﬁLl) S a(tr+1’tr+2)’ gllt aUCh

D, a(tntrﬂ)) > Op a(tr+17t7'+2))_

r+1 ( r+1 (
Damit ist die Folge (®p, (a+V)) | i € N) eine unendliche absteigende Kette
Np U {00}, was unmoglich ist.

Folglich kann es keine unendliche Antikette (F; | ¢ € N) von Ordnungsfiltern von

N{* geben. O
KOROLLAR 2.36. Sei k ein Korper. Dann besitzt die Menge der monomialen
Ideale von k|xy, ..., xz,| keine unendliche Antikette.

Beweis: Wir ordnen jedem monomialen Ideal I von k[zy,...,x,] das Ordnungs-

filter F(I) :={a e Ny" | z“ € I} zu.
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Fiir monomiale Ideale mit F'(I) C F(J) gilt auch auch I C J: Sei dazu p € I.
Wegen Lemma 2.21 liegt jedes Monom von p in . Also liegt der Exponent jedes
Monoms in F(I). Wegen F(I) C F(J) liegt der Exponent eines jeden Monoms
von p auch in F'(J). Also liegt jedes Monom von p in J, also gilt auch p € J.

Aufgrund dieser Eigenschaft ist F injektiv. Einer unendlichen Antikette in
klxy,...,z,] wird also durch F' eine unendliche Antikette von Ordnungsfiltern auf
Ny" zugeordnet. Eine solche unendliche Antikette gibt es aber wegen Satz 2.35
nicht. U

Beweis von Satz 2.34: Wir bilden fiir jede zuléssige Ordnung < auf Ny" die Menge
(<) = (LT<(1)) ) -
Die Menge
F=A{F(<)| < ist zuléssig }
ist eine Menge von monomialen Idealen. Sei F.. die Menge der maximalen
Elemente von F. Wegen Korollar 2.36 ist F,. endlich.

Seien nun <y, ..., <, zuldssige Ordnungen, sodass Fax = {F (<), ..., F(<m) }-
Nach Satz 3.18 besitzt I nun beziiglich jeder dieser Ordnungen <; eine reduzierte
Grobnerbasis G;. Sei nun G = Gy U ... UG,,.

Es bleibt zu zeigen, dass G beziiglich jeder zuldssigen Ordnung auf Ny" eine
Grobnerbasis von [ ist. Sei also < eine zuléssige Ordnung. Wir zeigen, dass fiir
alle f € I mit f # 0 gilt, dass LT<(f) in (LT(G))y, liegt. Sei also f € I. Da F
die (ACCQ) erfiillt, ist F/(<) in einem maximalen Element von F als Teilmenge
enthalten. Es gibt also ein i € {1,...,m}, sodass F(<) C F(<;) Klarerwei-
se gilt LT<(f) € Lr<(I), also auch Lr<(f) € (LT<(])),)- Da (LT<(I)),, <
(LT<,(1)) )-8t LT<(f) € (LT<, (1)), Nun ist G; eine Grobnerbasis beziiglich
<;. Somit liegt LT<(f) in (LT<,(G;)) - Es gibt also ein g € G;, sodass

Lr<,(9)[Lr<(f)-
Wir betrachten nun LT<(g). Da g € I, gilt Lt<(g) € Lr<(I). Da (LT<(1)), €
(L1<,(1)) (- 8ilt somit auch
Lr<(g) € (Lr<, (1)),

Da G; eine Grobnerbasis von I beziiglich <; ist, gibt es ein h € G, sodass
Lr,(h)|LT<(g). Nun ist G; eine reduzierte Grobnerbasis. Daher ist kein Monom
in g durch ein LT<,(¢') mit ¢ € G; \ {g} teilbar. Also gilt ¢ = h. Dann gilt
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aber LT<,(g)|LT<(g). Da Lr<,(g) maximal beziiglich Teilbarkeit unter den in g
auftretenden Monomen ist, gilt LT<,(g) = LT<(g). Also gilt auch Lr<(g)|LT<(f),
und somit LT<(f) € (LT<(G))y O






KAPITEL 3

Konstruktion von Grobnerbasen

1. Subtraktionspolynome und Buchbergers Algorithmus

Wir fixieren fiir die Sektionen 1 und 2 eine zuldssige Ordnung < auf Ny".

DEFINITION 3.1. Sei k ein Korper, n € N. Seien @ = (ay,...,q,) und
B = (P1,.-.,06n) € No". Seien v = (7,...,7,) und 6 = (d1,...,0,) definiert
durch ~; = max(w;, 3;) und §; := min(ay, §;) fir i € {1,...,n}. Wir definie-
ren und durch LoM(z®, 2°) .= 7 und Gep(z?, f) := x° Wir schreiben fiir
Lem(z®, 2P) auch kiirzer 22 V 2” und fiir Gep(z®, ) auch ¢ A 2P,

DEFINITION 3.2. Sei k ein Korper, n € N, und seien f,g € k[zq,...,z,] \ {0}.
Das S-Polynom oder Subtraktionspolynom von f und g ist definiert durch

Lm(f) v Lm(g) Lm(f) v Lm(g)

Das S-Polynom kann auch durch
S(f,9) = LM(g) . f- La(/) : g

~ LM(f) A LM(g) Le(f)

oder

Lm(g)
Lm(f) A Lm(g)

(1.1)  Lo(f)S(f,9) =

berechnet werden.

LEMMA 3.3. Sei k ein Korper, n € N, und seien f,g € klxy,...,x,] \ {0}. Sei~y
so, dass 7 = LeM(LM(f), LM(g)). Dann gilt DEG(S(f, g)) < 7.
23
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Beweis: Seien f1, g1 € k[z] so, dass f = Lr(f)+ f1 und g = L1(g) + ¢;. Dann gilt

U i
,g) = : - g
Lo(f) Lo(g)
wv—DEG(f) Y~ PEG(9) Y~ DPEG(f) Y~ DPEG(9)
oy VT ey MO e T ey
Y~ DEG(f) o~ DEG(9)

— &7 PR L Lu(f) — 27 P9 L L(g) + oy N T ooy @

y ) py—DEG(f) p—DEc(g)
=z’ —z" + -
Lo() ' Lelp
Y~ DPEG(/) a7~ DEC(9)

= o) T o o

Diese beiden Summanden haben wegen der Zuléssigkeitseigenschaft (3) aus De-
finition 2.8 Multigrad < +; keiner dieser Summanden hat Multigrad = ~. Die
Summe hat also Multigrad < ~. U

LEMMA 3.4. Seien f,g,u,v € k[z] \ {0} so, dass LM(uf) = LM(vg). Dann gibt
es a,b,c € kx|, sodass

uf =aS(f,9)+bf +cy,
DeG(aS(f,g)) < DEG(uf), DEG(bf) < DEG(uf) und DEG(cg) = DEG(uf).

Beweis: Es gilt
uf =Lr(u)f + (u—Lr(u))f.

Wir setzen b := wu — Lr(u). Weiters gilt Lr(u)f = Loc(u)LMm(u)f. Da
LM(u)LM(f) = Lm(v)LM(g), gilt LM(g) | Lm(u)LM(f). Sei § so, dass

x’ = Gep(LM(f), Lv(g)).

Dann gilt 229 | Lv(u) 28, Es gilt also 242 | La(u), und somit gibt es e € Ng,
sodass
LM
gg) "
x
Daher gilt DEG(u) = DEG(g) — § + €. Nun gilt

= Lm(u).

Lo(u)Lm(u) f = Lc@)“;gg) 2z f

~ Le(wa (M p)
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Nach (1.1) ist das gleich

(12) Lo(a(Le(NS(.0) + T~ o)
— Le(u)Le(f)z@S(f, g) + Lo(u)a® E ; mg )y

Wir bestimmen nun die Grade der Summanden: Es gilt DEG(z°S(f, )) <e+
DEG(S(f,g)) < € + DEG(f) + DEG(9) — § = DEG(f) + DEG(u) = DEG(uf).
Weiters gilt DEG(mEL%gf)g) = ¢ + DEG(f) + DEG(g9) — 06 = DEG(u ) Somit
leisten

a = Lc(u)Le(f)x®

b = (u—Lr(u)),
Lo@Le(f) e ()
Lo(g) z?

das Gewlinschte. O

SATZ 3.5 (Buchbergers Kriterium, cf. [Buc70)). Sei k ein Kirper, seien n,t € N,

und sei I ein Ideal von klxy, ..., x,|. Sei G = {qg1,...,9:} eine endliche Teilmenge
von I\ {0}, sodass folgendes gilt:
(1) Gy =1,

(2) Fiir allei,j € {1,...,t} mit i < j ist O ein mdglicher Rest einer Stan-
darddarstellung von S(g;, g;) durch (g1,..., ).

Dann ist G eine Grobnerbasis von I.

Beweis: Sei f € I mit f # 0. Wir zeigen, dass Lr(f) im Ideal
(Lr(g1), ..., L1(g¢)) ) liegt. Da G das Ideal I erzeugt, gibt es hy,... . Hhy €
klxy,...,x,], sodass

= Z h;igi-

Fiir jede solche Darstellung sei
8" := max{DEG(hjg;) | i € {1,...,t}}
und
=#{ie{1,...,t} | DEG(hig;) = ¢'}.
Wir wihlen nun jene Darstellungen von f als S°/_ h}f; aus, fiir die ¢’ minimal

beziiglich der zuldssigen Ordnung < ist. Unter diesen Darstellungen mit Maxi-

malgrad ¢’ wihlen wir hy, ..., hy € k[xq,...,x,] so aus, dass auch 1’ minimal ist.
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Sei also

6 = max{DEG(hig) | i€ {1,...,t}},
Es gilt dann f = >0, hig;.
1. Fall: n = 1: Sei i € {1,...,t} so, dass DEG(h;g;) = J. Da fiir j # i gilt, dass
DEG(h;g;) < 0, erhalten wir DEG(f) = 0, und somit Lt(g;) | Lt(f).

2. Fall:n > 2: Seieni, j € {1,...,t} so, dass i < j und DEG(h;9;) = DEG(h,g;) =
. Nach Lemma 3.4 gibt es a,b, ¢ € k[z] mit DEG(aS(g;,9;)) < J, DEG(bg;) < 0,
DEG(cgj) = 0 und h;g; = aS(gi, 9;) + bg; + cyg;.

Da S(g;, g;) nach Voraussetzung eine Standarddarstellung mit Rest 0 besitzt, gibt
es Polynome dy, ..., d; € k[z], sodass

t
S(9i,95) = Zdlgz,
=1

und DEG(dig;) < DEG(S(gi,g;)) fiir alle I € {1,...,t}. Dann gilt h,g; =
(Zle adyg;) + bg; + cg; und somit

t

¢
dg=( > hg)+ () adg)+ by + cg;
=1 I{1,.. t )\ {i} I=1
= Z (i + ad)gi + (b+ ad;)g; + (hj + ¢ + ad;)g;.
le{1,....t}\{%.5}
Fir alle [ € {1,...,t} gilt DEG(adig;) < DEG(aS(gi,9;)) < DEG(h;g;) = 0.
AuBerdem gilt DEG(bg;) < § und DEG((h; + ¢ + ad;)g;) < 6. Im Fall

(1.3)

DEG((h; + ¢+ adj)gj) <9
erhalten wir also eine Darstellung mit kleinerem ¢’; im Fall
DEG((h; + c+ad;j)g;) =9
eine Darstellung von f mit gleichem ¢’, aber kleinerem 7'. O

Das Hinzufiigen eines moglichen Restes des betrachteten S-Polynoms bewirkt,
dass dieses S-Polynom 0 als moglichen Rest hat:

LEMMA 3.6. Sei k ein Korper, n € N, sei (fi1,..., fs) eine Folge von Polynomen
aus klzry,...,x,]. Sei f € klxy,...,x,], und sei r € klxy,...,xz,]| ein mdglicher
Rest von f bei einer Standarddarstellung von f durch (f1, ..., fs). Dann ist O ein
mdaglicher Rest von f bei einer Standarddarstellung von f durch (fi,..., fs,7).
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Beweis: Sei f =3 °_, a;f; + r eine Standarddarstellung von f durch (fy,..., fs).
Dar = f—>7 afi gilt DEG(r) < DEG(f). Also ist f =>7 ja;f;i + 1r +0
eine Standarddarstellung von f durch (fi, ..., fs,7) mit Rest 0. O

ALGORITHMUS 3.7 (Buchbergers Algorithmus zur Konstruktion einer Grobner-
basis).
Eingabe: f1,..., fs € klxy,...,z,] \ {0}.
Ausgabe: ¢1,...,g; € k[z1,...,2,] so, dass G := {g1,...,9:} eine Grobnerbasis
fir (f1,... ,f5>k[w] ist.

1: G+ (fl,...7f5)

2: P+ ()

3: while 3f,g € G: f #gund {f, g} € P do

4: P<—PU{{f,g}}
Ein moglicher Rest von S(f, g)

5: T4
bei Standarddarstellung durch G
6 if » # 0 then
7 G+ (G,r)
8: end if
9: end while

SATZ 3.8. Sei k ein Kérper, und seien fi,...,fs € klxy,...,xz,] \ {0}.
Der Algorithmus 3.7 terminiert und liefert als Ergebnis eine Grobnerbasis

f’liT' <f1>"'7f5>k[m]'

Beweis: Wir zeigen als erstes, dass der Algorithmus terminiert. Wir betrachten
am Beginn jedes Durchlaufs der while-Schleife das Paar ((LT(G)) | ($)\P)).
Nehmen wir an, die Schleife wiirde unendlich oft durchlaufen. Wegen des Hilbert-
schen Basissatzes gibt es keine unendlichen aufsteigenden Ketten von Idealen von
klxy, ... ).

Ab irgendeinem Durchlauf bleibt also (LT(G)),, konstant. Ab diesem Durch-
lauf der Schleife kann aber der Fall » # 0 nicht mehr eintreten. Wenn némlich
r ein moglicher Rest von S(f,g) bei einer Standarddarstellung durch G ist,
und r # 0, so liegt Lr(r) nicht in (LT(G)),- Dann gilt aber (LT(G))y, #
(LT(G UA{T}) hia-

Folglich erniedrigt sich ab diesem Durchlauf die zweite Komponente | (§) \ P|.
Diese Komponente kann nicht negativ werden.
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Somit kann die while-Schleife nicht unendlich oft durchlaufen werden, also termi-
niert der Algorithmus.

Wir zeigen nun die Korrektheit des Algorithmus: Am Beginn jedes Durchlaufs der
while-Schleife gilt, dass fiir alle f,g € G mit {f,g} € P das S-Polynom S(f,g)
eine Standarddarstellung durch G mit Rest 0 hat. Das gilt offensichtlich beim
ersten Betreten der while-Schleife wegen P = (). Im weiteren Verlauf garantiert
Lemma 3.6, das diese Bedingung erhalten bleibt.

Wenn die while-Schleife verlassen wird, liegen alle Elemente aus (§ ) in P. Folglich
haben alle S-Polynome von Paaren von Polynomen aus G das Polynom 0 als
moglichen Rest bei Standarddarstellung durch GG. Nach Satz 3.5 ist G daher eine
Grobnerbasis von (G)y,- (G)yy ist aber wihrend des gesamten Verlaufs des
Algorithmus stets (f, ..., fs)k[z}' O

Das folgende Kriterium erspart die Uberpriifung der S-Polynome jener Paare,
deren fithrende Monome keine gemeinsamen Variablen enthalten.

LEMMA 3.9. Sei k ein Korper, sei F' eine endliche Teilmenge von klz1, ..., x,],
und seien f,g € F'\ {0} so, dass LecM(LM(f), LM(g)) = LM(f) - LM(g). Dann
ist O ein maglicher Rest von S(f,g) bei Standarddarstellung durch F.

Beweis: Sei p := f — L1(f) und ¢ := g — Lt(g). Dann gilt

_Lug), Lu()
D= Tap! " Letw)?
Ly Lr(f)

= La()Lolg)’ ~ To(HLolg)’

1

Es gilt
Lr(g)f —Lr(f)g=(g—a)f = (f —p)g
=qf +pg.

Wir behaupten nun, dass ¢f + pg eine Standarddastellung von L1(g) f — L1 (f)g
durch (f, g) ist. Wenn p = g = 0, ist das offensichtlich.

Wir nehmen nun an, dass p # 0 und betrachten zuerst den Fall, dass DEG(qf) =
DEG(pg). Dann gilt LM(f)|LMm(p)LM(g). Da LMm(f) und LM(g) keine gemeinsa-
men Variablen enthalten, gilt LMm(f)|LM(p). Das steht aber im Widerspruch zu
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DEG(p) < DEG(f). Somit gilt DEG(qf) # DEG(pg). Damit gilt aber DEG(qf +
pg) = max(DEG(qf), DEG(pg)). Somit gilt also DEG(qf) < DEG(¢f + pg) und
DEG(pg) < DEG(qf + pg). Damit ist aber qf + pg eine Standarddarstellung von
qf + pg durch (f, g) mit Rest 0.

Der Fall g # 0 ldsst sich genauso behandeln. 0

UBUNGSAUFGABEN 3.10

(1) Berechnen Sie eine Grobnerbasis des Ideals (=1 — zy + y? + zy?, —1 + y?) mit
lexikographischer Ordnung = > y.

(2) Berechnen Sie eine Grébnerbasis des Ideals (—1 +ab+a? ¢, 2+ bc?), mit lexikogra-
phischer Ordnung a > b > c.

(3) Seien g1, 92,93 € Q[z,y] gegeben durch

g = zy—1
92 = ¥y +1
g3 = z?+1.

Sei
s = 5x%y? g1 — 323y g — 221> g3,
und sei ¢ := (3,3). Wir ordnen die Monome lexikographisch mit = > y. Es gilt
DEG(s) < 4.
Finden Sie ¢1,co € Q und aq, as, 81, B2 € Ny, sodass
s = c12% Y™ S(g1,92) + c2 2y S(g2, g3)

und jeder Summand in dieser Summe Multigrad < ¢ hat.
(4) Seien fi, fa, f3 € Rt1,t2] gegeben durch

filti,t2) = #2
falti,ta) = 22
falti,t2) = t1-ta.

Sei I das Ideal von R[xq, zo, 3,11, t2], das durch {z1 — f1(t1,t2), x2 — fo(t1,t2), x5 —
fa(ti,t2)} erzeugt wird. Berechnen Sie mit Hilfe der Eliminationseigenschaft von
Grobnerbasen Erzeuger von I NR[ty,t2] und I N Rz, 22, z3].

2. Konstruktion von reduzierten Grébnerbasen

In dieser Sektion stellen wir einige Resultate zusammen, die es uns erlauben,
die Zwischenergebnisse beim Berechnen einer Grobnerbasis zu vereinfachen. Als

Resultate erhalten wir “reduzierte Grobnerbasen”.
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LEMMA 3.11. Seien f1,..., fs paarweise verschiedene Elemente von k[x1, ..., x,],
und sei F' = {f1,..., fs}. Seii € {1,...,s}, und sei r; € k[xq,...,x,] ein
maglicher Rest von f; bei einer Standarddarstellung durch F \ {f;}. Sei G :=
(EN\A{fi}) U{ri}. Dann gilt:

(1) (G)ppa) = <F>k[z}

(2) (LP(F))ga) © (LT(G)) gy

(3) Wenn r; # 0 und LM(r;) # LM(f;), so gilt L (r;) & (LT(F))y
(4) Fir alle q € klz] gilt: Wenn 0 ein méglicher Rest von q bei einer Stan-

darddarstellung durch F' ist, so ist 0 auch ein mdglicher Rest von q bei
einer Standarddarstellung durch G.

Beuweis: (1) Fiir C beobachten wir, dass r; in (F), ) liegt. Somit gilt G C (F), .
Fiir D zeigen wir, f; € (G)km. Wir wissen, dass es ay, ..., a;_1, 01, - ., a5 € k[x]
gibt, sodass

fi= Z a;jfj+ i
j=1
JFi
Dar; € G, gilt f; € (G) -
(2) Es reicht zu zeigen, dass im Fall f; # 0 gilt, dass L1(f;) € LT(G) liegt. Wir
wissen, dass f; eine Standarddarstellung durch F'\ {f;} mit Rest r; besitzt. Somit
gibt es a1, ...,a;_1,G;41,...,as € k], sodass
fi= Z a;f;+ri,
j=1
JF
und alle Summanden auf der rechten Seite Multigrad < DEG(f;) haben. Einer
der Summanden muss daher Multigrad DEG(f;) haben. Ist das a; f; fiir ein j # 1,
so gilt Lr(f;)|Lr(f;), und somit L1(f;) € (LT(G))y,- Wenn DEG(r;) = DEG(f;),
so gilt Lr(r;)|LT(f;), und folglich Lt(f;) € (LT(G))j)-

(3) Wir nehmen an, dass r; # 0. Wenn nun L1(r;) € (LT(F)),,, so gibt es ein
ke {1,...,s}, sodass LT(f;)|Lr(r;). Da r; ein moglicher Rest einer Standard-
darstellung durch F\ {f;} ist, muss k£ = i sein. Es gilt also Lr(f;)|LT(r;), und
folglich DEG(f;) < DEG(r;). Da r; Rest einer Standarddarstellung von f; ist,
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gilt aber auch DEG(r;) < DEG(f;). Somit gilt DEG(r;) = DEG(f;), und somit
Lv(r;) = Lm(f;).

(4) Wir nehmen an, dass ¢ eine Standarddarstellung

S

4= a;f;+0

j=1
durch F' mit Rest 0 besitzt. Weiters besitzt f; eine Standarddarstellung durch
F\ {f;} mit Rest r;; es gibt also by, ...,b;_1,b;41,-...,bs, sodass

fi= Z bifi + 7.
=1

I£i

Insgesamt gilt also

QIE ajfj+ai<§ bufi +ri),
=1
=1

I#i
also
(2.1) ¢= Y (a;+ab)f; +am.
j=1
J#i

Es gilt DEG(b;f;) < DEG(f;), also auch DEG(a;b;f;) < DEG(a;f;) < DEG(q).
Wegen DEG(r;) < DEG(f;) gilt auch DEG(a;7;) < DEG(a;f;) < DEG(q). Also ist
die Darstellung von ¢ in (2.1) eine Standarddastellung von ¢ durch G. U

DEFINITION 3.12. Sei F eine endliche Teilmenge von k[zy,...,z,] \ {0}, und sei

f € F. Dann ist f reduziert in F, wenn kein Monom in f durch ein LT(g) mit
g € F\ {f} teilbar ist.

Das Polynom f ist also reduziert in F', wenn

f=> 0-g+f

geF
g#f

eine Standarddarstellung von f durch F'\ {f} mit Rest f ist.
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DEFINITION 3.13. Sei F' eine endliche Teilmenge von k[zy,...,z,] \ {0}. F ist
reduziert, wenn alle f € F' reduziert in F sind.

Wir betrachten nun folgende Prozedur zur Erzeugung einer Grébnerbasis.

ALGORITHMUS 3.14 (Erzeugen einer Grobnerbasis mit Vereinfachung).

Eingabe: f1,..., fs € klxy,...,z,] \ {0}.
Ausgabe: ¢1,...,q; € k[z1,...,x,] so, dass G := {g1,...,9:} eine Grobnerbasis

fir ({f1,- ., fs})ypa) I8t

LG+ (fi,. ., fs)
2: P« ()

3: while 3f,g € G: f #gund {f, g} € P do
4: P<—PU{{f,g}}

Ein moglicher Rest von S(f, g)

5: <
bei Standarddarstellung durch G

6: if » # 0 then

7 G+ (G,r)

8: end if

9: while G ist nicht reduziert und wir wollen G reduzieren do

10: f1 < Ein Element von G, das in G nicht reduziert ist
Ein moglicher Rest von f;

11: T
bei Standarddarstellung durch G\ {fi}

12: if r1 =0 then

13: G+ G\{/}

14: else

15: G+ G\{fitU{r}

16: end if

17: end while
18: end while

UBUNGSAUFGABEN 3.15
(1) Seien f1,...,fs € Clx1,...,z,]. Wir nehmen an, dass f1 = fo = -+ = fs = 0

unlosbar ist. Sei G eine Grobnerbasis von (f1,..., fs). Zeigen Sie, dass G ein kon-

stantes Polynom ungleich 0 enthilt!
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(2) Bestimmen Sie eine Grobnerbasis des folgenden Ideals I = (f;, f2) von Q[z].
fi = z—x3+z*t—22° 42
fo = xz—2224 2% —2* + 5.
(3) (Beweisen geometrischer Sitze) Wir betrachten den Satz von Desargues.
Seien S, A,B,C,D,E,F,H,I,J Punkte der Ebene R? mit folgenden Ei-

genschaften:
(a) S, A, D liegen auf einer Geraden.

D, E, H liegen auf einer Geraden.
A, C, J liegen auf einer Geraden.

(m) C, A, D liegen nicht auf einer Geraden.
Dann liegen H, I, J auf einer Geraden.

(a) Machen Sie eine Skizze fiir diesen Satz. (Die Skizze wird schon, wenn Sie S als
Ausgangspunkt dreier Strahlen zeichnen, A ndher bei S liegt als D, E nidher
bei S liegt als B, und C niher bei S liegt als F.)

(b) Finden Sie ein polynomiales Gleichungssystem, dessen Unlésbarkeit diesen Satz
impliziert.

(c) Zeigen Sie dadurch, dass eine Grébnerbasis des Systems ein konstantes Polynom
enthiilt, dass das System tatséchlich unlésbar ist. (Himweis: Verwenden Sie dazu

ein Computeralgebrasystem.)

SATZ 3.16. Unabhdngig davon, wie oft wir im Ablauf des Algorithmus reduzieren
wollen, terminiert der Algorithmus 3.14 und liefert eine Grébnerbasis von I :=

<f17 .- 7fs>k[;,;]

Beweis: Am Beginn jedes Durchlaufs der dufleren while-Schleife gilt fiir alle
{f,g} € P,dass S(f,g) eine Standarddarstellung durch G mit Rest 0 besitzt, und
dass (G) kiz) = 1 ist: Klarerweise gilt das beim ersten Betreten der while-Schleife.
Wegen Lemma 3.6 bleiben diese Bedingungen auch durch das Hinzufiigen des Res-
tes r des S-Polynoms S(f, g) erhalten. Nun bleibt diese Bedingung auch bei jedem
Durchlauf der inneren while-Schleife erhalten: Lemma 3.11 (1) liefert, dass (G);,
immer gleich dem Ideal I ist. Lemma 3.11 (4) garantiert, dass die S-Polynome
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aller Paare aus P auch nach dem Reduzieren 0 als moglichen Rest haben. Wenn
der Algorithmus terminiert, so wurde die &uflere while-Schleife verlassen: fiir alle
{f,9} € (§) gilt also {f,g} € P; somit hat S(f,g) eine Standarddarstellung
durch G mit Rest 0. Nach Satz 3.5 ist G also eine Grobnerbasis von (G, = 1.

Wir zeigen nun, dass der Algorithmus fiir jede Eingabe terminiert. Sei dazu
F = (f1,..., fs) eine Eingabe, und seien unsere moglichen Wahlen wihrend des
Ablaufs des Algorithmus so, dass der Algorithmus nicht hélt. Nun betrachten
wir zunéchst nach jedem Betreten einer der while-Schleifen das Ideal (LT(G)), -
Wegen Lemma 3.11 (2) wird dieses Ideal von einem Betreten zum néchsten echt
grofler, oder es bleibt gleich. Da k[x] die (ACC) fiir Ideale erfiillt, bleibt dieses

Ideal ab irgendwann stets konstant.

Ab diesem Punkt betrachten wir die Anzahl der Elemente von G, die in GG nicht
reduziert sind. Wir behaupten, dass ab diesem Durchlauf die Anzahl der nicht re-
duzierten Elemente in GG nicht mehr grofler wird. Zunéchst kann ab diesem Durch-
lauf der Schleife der Fall r # 0 nicht mehr eintreten. Wenn némlich r ein moglicher
Rest von S(f, g) bei einer Standarddarstellung durch G ist, und r # 0, so liegt
Lr(r) nicht in (LT(G)),,- Dann gilt aber (LT(G))y 1, # (LT(G U {r})),,)- Nun
iiberlegen wir uns, warum auch die Anweisungen in der inneren while-Schleife
die Anzahl der nicht reduzierten Elemente von G nicht erhdhen: Alle in G redu-
zierten Elemente von G \ {f;} sind auch reduziert in G'\ {f1}. Also konnte nur
die Anweisung G < (G \ {f1}) U {r1} die Anzahl der nicht reduzierten Elemente
von G erhohen. In diesem Fall gilt r; # 0. Da ja LT(G) konstant bleibt, bleibt
wegen Lemma 3.11 (3) nur mehr der Fall Lm(r;) = LM(fy) tibrig. Dann ist aber
jedes Element von (G \ {f1}) U{ri}, das in (G \ {f1}) U {r1} nicht reduziert ist,
auch in G nicht reduziert. Keine Anweisung kann also die Anzahl der in G nicht
reduzierten Elemente von G mehr erhohen. Ab irgendeinem Durchlauf bleibt also
auch die Anzahl der in G nicht reduzierten Elemente von G konstant.

Ab diesem Durchlauf betrachten wir |G|+ | (§) \ P|. Von den Zuweisungen an
G kann nun einzig die Zuweisung G <+ G \ {f1} noch ausgefiihrt werden, da
die Zuweisung G <+ (G \ {f1}) U {r1} ja bewirkt, dass die Anzahl der nicht
reduzierten Elemente von G wegen LM(r1) = LM(f;) um 1 kleiner wird, im
Widerspruch dazu, dass die Anzahl der in G nicht reduzierten Elemente konstant
bleibt. Jede der Zuweisungen G <— G\ {f1} und P <— PU{{f, g}} bewirkt aber,
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dass |G| + | (§) \ P| echt kleiner wird. Das kann aber nur endlich oft Also hélt
der Algorithmus nach diesen endlichen vielen Schritten. U

Wenn wir immer reduzieren wollen, und die fiihrenden Koeffizienten des Ergeb-
nisses auf 1 normieren, so erhalten wir als Ergebnis des Algorithmus 3.14 eine
“reduzierte Grobnerbasis”.

DEFINITION 3.17. Sei k ein Korper, und sei GG eine endliche Teilmenge von

klz1, ..., za] \ {0}. G ist eine reduzierte Grobnerbasis von (G),,, wenn:

(1) G ist eine Grébnerbasis von (G) ),
(2) G ist reduziert,
(3) Alle Polynome g € G erfiillen Lc(g) = 1.

Als Konsequenz aus der Termination und Korrektheit des Algorithmus 3.14 er-

halten wir:

SATZ 3.18. Jedes Ideal von k(xy, ..., x,] besitzt eine reduzierte Gribnerbasis.

Diese reduzierte Grobnerbasis eines Ideals ist, &hnlich der Zeilenstaffelnormalform
eines Unterraums, durch das Ideal eindeutig bestimmt.

SATZ 3.19. Sei I ein Ideal von klxy, ..., x,|, sei < eine zulissige Ordnung auf

No", und seien G, H reduzierte Gribnerbasen von I beziiglich <. Dann gilt G =

H.

Beweis: Wir nehmen an, dass I # 0. Als erstes zeigen wir
Lr(G) = Lr(H).

Sei G = {g1,...,9-} und H = {hy,...,hs}. Sei nun g € G. Da g eine Stan-
darddarstellung durch H mit Rest 0 besitzt, gibt es aq,...,as € k[x], sodass
g = Y.i_,a;h;, und fiir alle ¢ gilt DEG(a;h;) < DEG(g). Fiir zumindest einen
Summanden muss DEG(ajh;) = DEG(g) sein. Da h; eine Standarddarstellung
durch G mit Rest 0 besitzt, gibt es by, ..., b, € k[x], sodass h; = >, byg;, und
fir alle [ gilt DEG(b;g9;) < DEG(h;). Sei I so, dass DEG(h;) = DEG(bg;). Dann
gilt Lr(g;)|Lr(h;) und L1(h;)|Lr(g). Es gilt also Lr(g;)|Lt(g). Da G reduziert
ist, gilt ¢ = g;. Nun gilt LM(g;)|LM(h;) und LMm(h;)|LM(g). Wegen ¢, = ¢ gilt also
LM(g) = LMm(h;). Folglich gilt Lr(g) € Lr(H ). Damit haben wir Lr(G) C Lr(H)

bewiesen.
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Ebenso gilt LT(H) C L1(G). Insgesamt gilt also LT(G) = LT(H).

Wir zeigen nun G C H. Sei dazu g € G. Es gibt nun ein Polynom h € H,
sodass Lr(g) = Lr(h). Da G reduziert ist, enthdlt ¢ — LT(g) kein Monom, das
in (L1(G))y, liegt. Da H reduziert ist, enthdlt i — L1 (h) kein Monom, das
in (LT(H)),, liegt. Wegen L1(G) = Lr(H) liegt also auch kein Monom von
h — Lr(h) in (LT(G));,- Somit liegt wegen L1(g) = Lr(h) kein Monom von
g—h=(9—Lr(g9)) — (h—Lr(h)) in (LT(G)) (- Somit ist g —h =37, 0-g, +
(g9 — h) eine Standarddarstellung von g — h durch G mit Rest g — h. Da G eine
Grobnerbasis von [ ist, und da g — h € I, gilt wegen Korollar 2.27 die Gleichheit
g = h. Somit gilt g € H.

Ebenso zeigt man H C G. O

UBUNGSAUFGABEN 3.20

(1) Bestimmen Sie eine Grobunerbasis des Ideals I = (fy, fa, f3, f4) von

Q[xlvl'ani% fE4,.’E5]~

fi = x1—5x2+ 8x3+ 2x4 — 25
fo = x1—4xo+ 613 — 214

fs = —lxy+2x3+ 214

fi = b5xy— 89+ 6x3 — dHxs.

(Ordnen Sie die Monome lexikographisch mit 21 > -+ > x5.)
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