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KAPITEL 1

Rechnen in den ganzen Zahlen

1. Teilbarkeit

DEFINITION 1.1 (Primzahl). Eine Zahl p € N ist genau dann eine Primzahl, wenn
folgende beiden Bedingungen gelten:

(1) Es gilt p > 1.
(2) Fiir alle a,b € Nmit p=a-b gilt a =1 oder b = 1.

DEFINITION 1.2 (Teilbarkeit). Fiir z,y € Z gilt
x teilt y

genau dann, wenn es ein z € Z gibt, sodass y = z - z ist.

Wir schreiben dann auch z|y; die Zahl y heifit ein Vielfaches von z;

Satz 1.3. Seien a € Z und n € N. Dann gibt es genau ein Paar von Zahlen
(g,7), sodassa=q-n+r undr € {0,...,n—1}.

Wir bezeichnen den Rest 7 mit ¢ mod b.

DEFINITION 1.4 (Grofiter gemeinsamer Teiler). Fiir zwei Zahlen a,b € Z (nicht
beide 0) ist ggT (a,b) die groBte Zahl z € N mit z | @ und z | b.

SAaTz 1.5. Seien a,b € Z, nicht beide 0 und sei z € Z. Dann gilt:
ggT (a,b) =ggT (a+2-0,b).

So gilt zum Beispiel ggT (25,15) = ggT (40, 15).

Beweis: Wir zeigen, dass nicht nur der gg'T', sondern sogar die Mengen der ge-
meinsamen Teiler der beiden Zahlenpaare gleich sind. Wir zeigen also

{t|t|aundt|b}={t|t|a+zbundt|b}.

“C”: Falls t sowohl a als auch b teilt, dann auch a4+ zb und b. “O”: Falls ¢t sowohl
a + zb, als auch b teilt, dann auch a + z? — zb und b, also auch a und b. 0
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Das niitzen wir jetzt moglichst geschickt aus, um ggT (147,33) zu berechnen:
ggT (147,33) = ggT (147 — 4 - 33, 33)
= ggT (15, 33)
= ggT (15,33 — 2 - 15)
= ggT (15,3)
=ggT (0,3)
= 3.

Giinstig ist es also, z so zu wéahlen, dass a + zb der Rest von a bei der Division
durch b wird.

Mit Hilfe des erweiterten Euklidischen Algorithmus findet man nicht nur den ggT
von @ und b, sondern auch u,v € Z, sodass gilt:

99T (a,b) =u-a+v-b.

Beispiel: Wir berechnen ggT (147, 33), und schreiben das so:

147 33

47| 1 0 (147=1-147+0-33)
33 0 1 (33=0-147+1-33)
15| 1 -4 (15=1-146—4-33)
3] -2 9 (3=-2-147+9-33)
0

Berechnet man ggT (a,b) mithilfe dieses Algorithmus, sieht man, dass sich die
auftretenden Zahlen immer als Linearkombination von a und b schreiben lassen.
Als Konsequenz davon erhalten wir folgenden Satz:

SATZ 1.6. Seien a,b € Z (nicht beide 0). Dann gibt es u,v € Z, sodass
geT (a,b) =u-a+wv-b.

Eine Folgerung davon ist:

SATzZ 1.7. Seien a,b € 7, nicht beide 0, und sei t € Z so, dass tla und t|b. Dann
gilt auch t|ggT (a,b).

Beweis: Seien u, v € 7Z so, dass ggT (a,b) = ua+ vb. Da t die Zahl a teilt, ist auch
ua ein Vielfaches von ¢. Ebenso ist vb ein Vielfaches von ¢. Somit ist auch die
Summe ua + vb ein Vielfaches von ¢. Die Zahl ¢ ist also ein Teiler von ggT (a, b).

Wenn a und b grofiten gemeinsamen Teiler 1 haben, so heiflen sie teilerfremd oder
relativ prim.
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SaTz 1.8. Seien a,b,c € Z, und sei zumindest eine der Zahlen a und b nicht 0.
Wir nehmen an, dass a die Zahl b- c teilt, und dass ggT (a,b) =1 gilt. Dann gilt:
a teilt c.

Beweis: Es gibt u,v € Z, sodass

l=u-a+v-0.
Weil a | uac, und da wegen a|bec auch a | vbe gilt, gilt auch
a | (ua + vb)c;
also auch a | c. O

Daraus kann man folgenden Satz herleiten:

SATZ 1.9.

(1) Jede natiirliche Zahl a > 2 besitzt eine Zerlegung in Primfaktoren
a=pPy-..."Pn-

(2) Die Primfaktorenzerlegung einer natirlichen Zahl a > 2 ist bis auf die
Reihenfolge der Primfaktoren eindeutig. Wenn also

a=p1----"Pn=0q1"---"Gm
und alle p;, q; Primzahlen sind, dann gilt m = n, und es gibt eine bijektive
Abbildung m: {1,...,n} = {1,...,m}, sodass p; = qu(i)-

Sind a,b € Z, so nennt man jede Zahl ¢ € Z, die von a und b geteilt wird,
ein gemeinsames Vielfaches von a und b. Unter allen gemeinsamen Vielfachen
zeichnen wir das kleinste aus.

DEFINITION 1.10. Es seien a,b € Z \ {0}. Dann ist kgV (a,b) definiert durch
kgV (a,b) =min{v € N|a|vund b|v}.
Die Menge aller positiven gemeinsamen Vielfachen ist ja fiir a,b € Z \ {0} be-
stimmt nicht leer, da sie |a - b| enthilt.
SATZ 1.11. Seien a,b € Z\ {0}, und sei s € Z so, dass a | s und b | s. Dann gilt:
kgV (a,b) | s.
Jedes gemeinsame Vielfache ist also ein Vielfaches des kgV .
Beweis: Wir dividieren s durch kgV (a,b) und erhalten somit r €
{0,...,kgV (a,b) — 1} und ¢ € Z, sodass
s=gq-kgV(a,b) +r.
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Also gilt r = s — ¢-kgV (a, b). Sowohl s also auch ¢-kgV (a, b) sind Vielfache von
a und Vielfache von b. Thre Differenz r ist also ebenfalls ein Vielfaches von a¢ und
von b. Dar < kgV (a,b), und da kgV (a, b) das kleinste gemeinsame Vielfache ist,
muss 7 = 0 gelten. Also ist s ein Vielfaches von kgV (a, b).

Zwischen gg'T' und kgV kann man folgenden Zusammenhang herstellen:

SATZ 1.12. Seien a,b € N. Dann gilt
ggT (a,b) - kgV (a,b) =a-b.

Beweis: Wir verwenden die Primfaktorzerlegung von a = [[p;*, und b = [ pj*.
Aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung kann man herleiten, dass dann
gelten muss:

geT (a,b) = [] pinin(””i"”)
kgV (a,b) = [[pr=t).

(3

Daraus folgt:
(min(l/i,O'i)-FmaX(Vi:U'i))
geT (a,b) - kgV (a,0) = [[n

_ sz(w-l-ai)
a-b

Satz 1.13. Seien a,b,c € N. Dann gilt:
(1) geT (ggT (a,b),c) = ggT (a,ggT (b, c)).
(2) kgV (kgV (a,b),c) = kgV (a,kgV (b, c)).
(3) ggT (kgV (a, ),C)Z V (ggT (a,c),ggT (b, c)).
(4) kgV (ggT (a,b),c) = ggT (kgV (a,c), kgV (b, c)).

2. Lésen von Kongruenzen

DEFINITION 1.14. Sei n € Z. Dann definieren wir eine Relation =,, auf Z durch
=, b:enl|a—>bfirabeZ.

Fiir a =, b schreiben wir auch ¢ = b (mod n) und sagen: “a ist kongruent b

modulo n.”

SATz 1.15. Seien a,c € Z (nicht beide = 0), und sei b € Z. Dann sind die
folgenden Bedingungen dquivalent:

(1) Die Kongruenz
ax =b (mod ¢)
ist losbar, d. h., es gibt y € Z sodass cla -y — b.
(2) ggT (a,c) teilt b.
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Beweis: “(1) = (2)”: Sei z eine Losung, d.h. ¢ | ax — b. Falls ¢ die Zahl ax — b
teilt, dann gilt erst recht

geT (a,c) | az —b.
ggT (a,c) teilt a, also gilt ggT (a,c) | b.
“(2) = (1)”: Aufgrund der Voraussetzungen existiert ein z € Z, sodass

geT (a,c)-z=0.
Aus dem erweiterten Euklidischen Algorithmus bekommen wir u,v € Z mit

99T (a,c)=u-a+v-c.

Es gilt dann
(ua +vc) -z = b,

also
a-uz+c-vz=yb,
und somit
a-(uz) =b (mod c).
Also ist z := uz Lésung von ax = b( mod c). O

SATZ 1.16. Seien a,c € Z (nicht beide = 0), und sei b € Z. Sei xy eine Lisung
von

(2.1) ax =b (mod c).

Dann ist die Lisungsmenge von (2.1) gegeben durch:

C
I = - 7\
{%Jrk 99T (a, c) ke }

Beweis: “O”: Wir setzen zunéchst xq + km ein und erhalten
(:Uo + kggT @ C)> = axy+ akigch(a 3
= b+ak—=5= Py (a 3
= btchgreg ggT (a,)
=. b

—cC

Daher ist x¢ + k—=5— wirklich eine L&sung.

ggT a,c)

“C”: Sei 1 Losung von az = b (mod ¢). Zu zeigen ist: —zt— | (21 — 2o). Da

x1 und zo Losungen sind, gilt axy = b (mod ¢) und azy = b (mod c¢). Daher gilt
a(zy —x9) =0 (mod c),

oder, dquivalent dazu,

c|a(r —x)-

Daher gilt auch
c a

ggT (a,c) | geT (a,c) (7= m0).
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C a
ggT ( ; ) =1,
geT (a,c)’ ggT (a,c)
gilt
C

geT (a,c) [ (1= 20).

Bemerkung: Das System az = b (mod c¢) ist also dquivalent zu

T=x mod#
- geT (a,c) )’

wobei z, eine spezielle Losung von az = b (mod c) ist.

Wir betrachten nun Systeme von zwei Kongruenzen, also Systeme der Form

z =a; (mod my)
T = as (mod my),

wobei my1, my € N und ay,ay € Z.

Beispiele: Das System

z=1 (mod 2)

=0 (mod 4)
kann nicht 16sbar sein, denn eine Losung = € Z miisste sowohl gerade als auch
ungerade sein. Das System

1 (mod 2)
2 (mod 5)

hat zum Beispiel die Losung = = 7.

SaTz 1.17. Seien a1,a9 € Z, mi, my € N. Das System

a; (mod m;)
az (mod mjy)

T
T

15t genau dann losbar, wenn gilt

ggT (mq,ms) | a1 — as.

Beweis: “=”: Wir nehmen an, dass x Losung ist. Dann gilt: m; | (z — a;) und
ms | (x — ag) . Daher gilt auch ggT (my, mo) | (x — aq) und ggT (mq, mo)|(z—as),
und somit

geT (mi,my) | (. —az) — (z —a1) = (a1 — ay).
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“«<" Es gibt u,v € Z, sodass

w-my+v-myg = ggT (my,my)
k-um+k-v-mg = a;— as
as+k-vemg = ar—k-u-my
~—_—
=x
daher ist x := a; — kum, Losung des Systems. O

Der Beweis liefert auch gleich ein Lésungsverfahren.

Beispiel: Wir l6sen:

z =2 (mod 15)

z =8 (mod 21)
Da ggT (15,21) = 3 und 3 | (2 — 8) ist das System losbar. Wir berechnen jetzt
diesen ggT und Kofaktoren (d.h. Koeffizienten fiir eine Linearkombination von
15 und 21, die den ggT ergibt).

21 15

und erhalten daraus 3 =3-15— 2 - 21.
3-15—-2-21 = 3
(—6)-15+4-21 = 2-38

8+4-21 = 2+46-15
=92 =92

Daher erhalten wir eine Losung: x = 92.

Der folgende Satz gibt an, wie wir aus einer Losung der Kongruenz alle Lésungen
erhalten.

SATZ 1.18. Sei xy eine Ldisung von

z =a; (mod my)
T = as (mod my).

Dann gilt fiir die Losungmenge L
L={zy+k-kgV (mi,ms) | k € Z}.

Beweis: “O”: Wir setzen
xo + k- kgV (mq, my)
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in die erste Kongruenz ein und erhalten
(xo + k - kgV (mq,ms)) = a; (mod my).

Das gleiche gilt fiir die zweite Kongruenz.

“C”:  Wir fixieren 1z € L. Um zu =zeigen, dass 1z €
{zo+ k-kgV (my,ms) | k € Z}, zeigen wir, dass x; — xy ein Vielfaches
von kgV (mq, msg) ist. Wir wissen ja, dass

a; (mod my)
as (mod mey)

T
T

Dabher gilt (z; — 29) =0 (mod m;) und somit m; | (z; — x). Ebenso zeigt man,
dass mg | (z1 — o) gilt.

Da das kgV jedes gemeinsame Vielfache teilt, gilt kgV (mi,mo) | (1 —z0). O

Die folgenden Sétze zeigen uns, wie man das Losen von Systemen aus mehr
als zwei Kongruenzen auf das Losen von Systemen aus zwei Kongruenzen
zuriickfithren kann. Der erste Satz zeigt, dass man ein System von Kongruenzen
durch eine einzige Kongruenz ersetzen kann — vorausgesetzt, man kennt zumin-
dest eine Losung des Systems.

SATZ 1.19. Seien r € N, my,mg,...,m, € N und ay,as,...,a, € Z. Falls das
System

z =a; (mod my)
(2.2) T = ay (mod my)
z =a, (mod m,)

eine Lisung xq hat, dann ist (2.2) dquivalent zu

x =1z (mod kgV (mq, ma,...,m;)).

Beweisskizze: Falls zy eine Losung ist, dann ist auch jedes
xo + k- kgV (my, ma, ..., m,)

eine Losung. Andererseits haben zwei verschiedene Losungen die gleichen Reste
modulo jedem m;, ihre Differenz ist daher ein gemeinsames Vielfaches der m; und
somit ein Vielfaches des kgV . g

Der folgende Satz sagt, wann ein System von Kongruenzen losbar ist.

SATZ 1.20 (Chinesischer Restsatz). Seien r € N, a4,...,a, € Z,
mi,...,m, € Z\ {0}. Dann sind folgende drei Aussagen dquivalent.
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(1) Es gibt x € Z, sodass

a; (mod my)
as (mod my)

[l

z = a, (mod m,).
(2) Fir allei,j € {1,2,...,r} ist das System

x = a; (mod my)
z = a; (mod m)

losbar.
(3) Fiir allei,j € {1,2,...,r} gilt

geT (mi,my) | a; — a;.

Beispiel: Wir l16sen folgendes System
z =2 (mod 15)
(2.3) z =8 (mod 21)
z =7 (mod 55)
Wir kennen bereits die Losungen von z = 2 (mod 15), z = 8 (mod 21). Das
System (2.3) ist daher dquivalent zu
x =92 (mod 105)
x =7 (mod 55).
Wir berechnen ggT (55,105) und die Kofaktoren nach dem Euklidschen Algorith-
mus und erhalten

105 55

1061 1 0

5 | 0 1

50 | 1 -1

5 | -1 2
0

und daher

(=1)-1056+2-55 = 5
(—=17)-105+34-55 = 92—-7
7T+34-55 = 92+17-105.
Daraus erhalten wir also, dass 1877 die Losung ist, also geben wir die
Lésungsmenge folgendermaflen an:

L = {z€Z|z=1877 (mod 1155)}
= {z€Z|2z="722 (mod 1155)}.
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3. Der Ring Z,

In Z definieren wir fiir n € N die Relation =,, durch
a=,b:en|b—a.

Alle zu a kongruenten Elemente fassen wir zu einer Restklasse modulo n zusam-
men. Wir nennen diese Kallse [a]s,.

la],:={a+z-n|z€Z}
Die Menge aller Restklassen modulo n bezeichnen wir mit 7Z,.
Zn=A{[a], |a€Z}.

Z,, hat n Elemente, und zwar [0], , [1] ., [n—1], . Auf Z,, definieren wir @
und © durch:

no

[d], ®[b], = [a+],
[a/]n @ [b]n = [a/ . b]n °
Wir miissen zeigen, dass @ und ® wohldefiniert sind; wir geben hier nur den
Beweis fiir die Wohldefiniertheit von ®. Wir wéhlen also a,a’,b, b’ € 7Z sodass
la],, = [a'], und [b], = [I'],. Zu zeigen ist, dass dann
a8, = [ -¥],
gilt. Es ist also zu zeigen:
nla-b—da -V
nla-b—ab +ab —ad'b
nla-(b=0)+b-(a—d).
Das gilt, denn laut Vorraussetzung gilt n | (b —b') und n | (a — a'). Daher ist

[a-b], =[a-V],, und somit ist das Ergebnis von [a], ® [b], unabhéingig von der
Auswahl der Repréisentanten.

Wir geben nun ein Beispiel fiir eine nicht wohldefinierte Operation. Auf der Men-
ge Q definieren wir die Relation

ar~b:sa] =|b].
Wir definieren:
la| ® [b] :==|a-b].
a=01 =100 |0.1-100] =10
a=0 =100 |0-100] =0
Da 0 £ 10, ist die Operation ® ist also nicht wohldefiniert.
Mengen mit Operationen bezeichnet man als algebraische Strukturen. Struktu-
ren, in denen man drei Operationen zur Verfiigung hat, die bestimmte, von den

Grundrechnungsarten in ganzen Zahlen bekannte, Rechengesetze erfiillen, heiflen
Ringe. Wir betrachten im folgenden Ringe mit Eins; ein Ring mit Eins hat zwei
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zweistellige Operationen (+, -), eine einstellige Operation (—) und zwei nullstel-
lige Operationen (0, 1).

DEFINITION 1.21. (R,+,—, -, 0, 1) heifit Ring mit Eins genau dann, wenn fiir alle
x,y, 2 € R die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

()x-i—O—:v
+(=2) =0

(x+y)+z—x+(y+z)

x - (y-l—z):x y+z-z
l-x==x
z-1=ux.

So ist zum Beispiel (Z, +, —, -,0, 1) ein Ring mit Eins.

SAaTz 1.22. Sei (R,+,—,-,0,1) ein Ring mit Eins. Dann gelten fir alle z,y € R
folgende Eigenschaften:

(1)0-z=0
(2) z-(-y)=—(z-y)
3) (-z)-y=—(z-y)
(4) z-0=0.

DEerINITION 1.23. Ein Element a € Z,, heif3t invertierbar, falls es ein b € Z,, gibt,
sodass

a-b=1[1],.

Beispiel: Betrachten wir etwa Zg :

[1]¢ ist invertierbar 1] - [1]s = [1]4
[2]¢ ist nicht invertierbar
[3]¢ ist nicht invertierbar
[4], ist nicht invertierbar
[5]g ist invertierbar 15]s - [5ls = [1]6
[0]s ist nicht invertierbar

Beispiel: In Zj gilt:

[1]5 ) [1]5 - [1]5
[2]5 ) [3]5 = [1]5
[3]5 ’ [2]5 = [1]5

[4]5-14; = [;
[0]5 ist aber nicht invertierbar.
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Der folgende Satz gibt an, welche Elemente in Z,, invertierbar sind.

SATz 1.24 (Invertierbarkeit). Sei n € N und a € Z. Dann ist [a], genau dann
invertierbar in Z,, wenn ggT (a,n) = 1.

SATZ 1.25. Seien a, b invertierbare Elemente aus Z,. Dann ist auch a - b inver-
tierbar.

Beweis: Seien u, v € Zy, so, dass a-u = [1], und b-v = [1], . Dann gilt: a-b-v-u =
DEFINITION 1.26 (Euler'sche p—Funktion). Sei n € N, n > 1. Dann ist ¢(n)
definiert durch
¢(n) = |{a €Z, | ainvertierbar}| =
= Hee{L,2,...,n—1} | ggT (z,n) =1}/

Wir berechnen ¢ (12) = |{1,5,7,11}| = 4 und ¢ (8) = |{1, 3,5, 7} = 4.
SATZ 1.27 (Satz von Euler). Sein € N, n > 1, a € Z, ggT (a,n) = 1. Dann gilt:

a?™ =1 (mod n).

Wir {iberpriifen diesen Satz durch zwei Beispiele:

e Gilt 7%02) = 1 (mod 12)? Ja, denn es ist 7 =1 (mod 12),
e Gilt 3*®) =1 (mod 5)? Ja, denn es gilt 3* =1 (mod 5).

Beweis von Satz 1.27: Wir wéhlen n € N und a € Z beliebig aber fest, und
nehmen an, dass ggT (a,n) = 1. Sei

I :={z € Zy, | = ist invertierbar} .
Wir wissen bereits, dass |I| = ¢ (n). Wir definieren
f 1 — Z,

r — z0]la,
und zeigen, dass f injektiv ist. Dazu fixieren wir z,y € I mit f (z) = f (y). Das
heifit: z - [a], =y [a],. Da ggT (a,n) =1, gibt es b € Z mit [a],, - [b], = [1],, . Wir
erhalten also - [a], - [b], = v - [a], - [b],, und damit z = y. Daher ist f injektiv.
Nun zeigen wir:

Fin=1
“C”: Wir fixieren z € f (I). Es gibt also y € I, sodass ¢ =y - [a],. Day € I, ist
y invertierbar, und somit ist auch y - [a], = x invertierbar.
“D”: Sei € I. Wir wihlen b € Z mit [b], - [a], = [1],,- Das Element z - [b],
ist invertierbar und es gilt f(x - [b],) = x. Also ist z wirklich das Bild eines
invertierbaren Elements und liegt somit in f (7).

Die Funktion f ist also eine bijektive Abbildung von I nach I.
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Es gilt also:

[z = [If@

[I+ = [1@ [
- - (1)

Sei y € Z,, das Inverse zu [] ., x. Dann gilt:

y-I[z = v- (Hfﬂ) ([a],,)*™

[1],, = ((a],)*™
1=a*™ (modn).

KOROLLAR 1.28. Sei p eine Primzahl, und sei z € Z. Dann gilt
2 =z (mod p).

Falls p kein Teiler von z ist, gilt

2 1=1 (mod p).
Beweis: Wir wihlen eine Primzahl p und z € Z beliebig, aber fest, und nehmen
an, dass p die Zahl z nicht teilt. Wir wissen, dass ¢ (p) = p — 1, und daher gilt
nach dem Satz von Euler

7' =1 (mod p).
Da p|(z#~! — 1), gilt auch p|(z? — z), und somit 2? = z (mod p).
Wenn p | z, dann teilt p sowohl z als auch z”. O
SATZ 1.29. Fir alle a,b € Z,, gilt: (a + b)P = aP + bP.
SATzZ 1.30. Seien p,q Primzahlen, p # q und seien a,s € Z. Dann gilt:

a! P00 = ¢ (mod p-q).
Beweis:

e 1. Fall: g¢T (a,pq) = 1: Wir wissen ja, dass a®» ' = 1 (mod p) gilt
(Satz von Euler), daher gilt auch (a?1)“""* =1 (mod p). Somit ist p
ein Teiler von a®~D@=1D _ 1 ynd damit auch von a®-D-@=Ds+1 _ ¢
Ebenso zeigen wir
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Damit gilt insgesamt:

pq | a(pfl)(qfl)s‘kl — a.

e 2. Fall: ggT (a,pq) = p: Da der ggT (a,q) = 1 ist, gilt mit dem Satz von
Euler a?' =1 (mod ¢), und somit al¢~?=) =1 (mod ¢). Das heifit

Wir wissen ja, dass p | a. Daher gilt p- ¢ | (al¢=D@=Ds —1) . q.
e 3. Fall: ggT (a,pq) = q: Beweis genauso wie im 2. Fall.
e /. Fall: ggT (a,pq) = p-q: Dann ist zu zeigen, dass 0 = 0 ( mod pq). O

SATz 1.31 (Multiplikativitit der ¢-Funktion). Seien n,m € N, n > 2, m > 2.
Wenn n, m relativ prim sind, dann gilt

p(n-m)=¢(n)-¢(m).
Der Beweis der Multiplikativitit erfordert noch etwas Information iiber Ringe.
SaTz 1.32. Falls Ry und Ry Ringe mit Eins sind, dann ist

(Rl X RQ, +R1><R2, T R1 XR2y "R1XRo2» 0R1XR2, 1R1XR2)

wieder ein Ring mit Fins. Dabei sind die Verknipfungen auf R, X Ry definiert

durch
T S1 1 +R, S1
° +RixR =
< ) ) A s T2 TRy 52
. 1 ) Sy L 1R S1
T R1 X Ra So . o 'Ry S2
o T L —RrRi T
T RiXR —
AR W ) —R, T2
0 . ORI
L4 R1><R2 L OR
2
[ ] 1R Ry -— ( lRl )
xRy =\ ;
Ry

R; X Ry mit diesen Operationen erfiillt auch alle Ring mit Eins-Rechengesetze.

Rechnen wir zum Beispiel in Z, x Zs.
() (Bl = ()

R; x R, heifit das direkte Produkt von R; und R,.
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DEFINITION 1.33. R, S seien Ringe mit Eins. Die Abbildung ¢ : R — S heif}t
Ring mit Eins-Homomorphismus: <
Vri,ro € Rt @ (r1+rr) = @ (1) +5 (r2),
¢(—rm)=-s¢(r),
@(ri-rra) =¢(r1) se(r2),
¢ (0r) = Os,
¢ (1) = 1s.

DEFINITION 1.34. Ein Homomorphismus ¢ heifit:
e Epimorphismus & ¢ ist surjektiv;

o Monomorphismus < ¢ ist injektiv;
e [somorphismus & ¢ ist bijektiv.

Beispiel: Wollen wir uns dies zunéichst an zwei Beispielen veranschaulichen.

e ¢ : Z — ZLs, z — [z]5 ist surjektiv, aber nicht injektiv. Also ist ¢ ein
Epimorphismus.

e Wir untersuchen o : Zs — Z, [z]; — z. Hier ergibt sich folgendes
Problem: o ([3];) = 3, und o ([3];) = a([8];) = 8. — Das Problem ist,
dass a nicht wohldefiniert ist. Man kann das auch so ausdriicken, dass
man sagt, dass die Relation

o={(c;.7) | = € 2}

nicht funktional (d. h. eine Funktion = Graph einer Funktion) ist. Sie
ist nicht funktional, weil ([2]5,2) € @ und ([2]5,7) € c.

DEFINITION 1.35. Sei R ein Ring mit Eins. Dann heiflt » € R invertierbar, falls
es ein y,. € R gibt, sodass

r-y.=1lgund y, -7 = 1p.
SATz 1.36. Seien n,m € N mit ggT (n,m) = 1. Dann ist die Abbildung

0 DLy — Ly X Ly
2l — (2], [2],)

ein Ring mit Fins-Isomorphismus.

Beweis: Wir fiihren den Beweis in drei Schritten.

(1) ¢ ist wohldefiniert: Zu zeigen ist, dass fiir alle y, z € Z mit [y],, . = [2],,.,
die Gleichheiten [y], = [z], und [y],, = [2],, gelten. Zu zeigen ist ist also,
dass fiir alle y, z € Z gilt:

m-n|ly—z=m|y—zAn|y—z).

Das ist aber offensichtlich.
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(2) ¢ ist Homomorphismus: Wir iiberpriifen die Homomorphismuseigen-

schaft fiir +. Wir berechnen dazu

¢ ([l + Wpr) = ¢ (2 + ¥l,0)
= (v +yl,, [*+vl,)
= ([z], + [¥l,, [z],, + [¥],n)
_{( lzl, W],
—(um>+(wm)

= ¢ ([#]pm) + € (W) -

(3) ¢ ist bijektiv: Da beide Mengen endlich und gleich grof sind, reicht es, zu

zeigen, dass ¢ injektiv ist. Wir nehmen also an ¢ ([z],,..) = ¢ ([y],,,,)- Das
heifit ([z],, [z],,) = ([y],, ,[y],,)- Daher gilt n | —y und m | z—y. Da der
ggT (n,m) = 1ist, gilt: n-m | x —y. Wir erhalten daher [z],.. = [v],,.-
Die Abbildung ¢ ist also injektiv, somit surjektiv und damit bijektiv. [

Wenn der ggT (n,m) = 1 ist, dann ist Z,, X Z, also isomorph zu Z,..,. Da Isomor-
phismen die Invertierbarkeit erhalten, haben beide Ringe gleich viele invertierba-
re Elemente. Daraus konnen wir jetzt die Multiplikativitdt der ¢o—Funktion, also
Satz 1.31, herleiten.

Beweis von Satz 1.31:

(1)

(2)

Anzahl der invertierbaren Elemente von Z,, X Z,,: Wir zeigen, dass (‘Z) €
Ly X Zy genau dann invertierbar ist, wenn @ invertierbar in Z, und b

invertierbar in Z,, ist. Dazu fixieren wir zunéchst (Z) € Z, X Z,, und
nehmen an, dass (Z) invertierbar ist; es gibt also (2) € Zp, X Ly, sodass

() (9) =1z.xz,, = ([[11]]"). Dabher ist @ in Z,, invertierbar (mit Inversem
¢), ebenso b in Z,, (mitWIanersem d).

Nun fixieren wir a € Zy, b € Z,,, beide invertierbar. Falls a-c = [1],,,
und b-d = [1],,, dann ist (5) das Inverse zu (). In Z, gibt es ¢ (n)
invertierbare Elemente, in Z,, gibt es ¢ (m) invertierbare Elemente, und
somit gibt es in Z,, X Z,, genau ¢ (n) - ¢ (m) invertierbare Elemente.
Anzahl der invertierbaren Elemente in Z,.,,: Hier gibt es ¢ (n - m) inver-
tierbare Elemente (nach der Definition von ¢).

Damit ist

p(n-m)=¢(n)- o(m)

fiir n,m € N mit ggT (n,m) =1 bewiesen. O
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(67

Aus der Primfaktorzerlegung von n und aus ¢(p®) = p* — p®*~' kann man jetzt

leicht (n) durch
o) = o)

[Te (p)

= TIp (1-2)

= -1 (1-3)

- nn(i-3)
berechnen. Dazu noch ein Beispiel:
Beispiel: ¢ (12) =12- (1—3) - (1—3)=4=2-2=9(3) - ¢ (4).



