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KAPITEL 1

Polynome und Korper

1. Korper

DEFINITION 1.1. Ein kommutativer Ring mit EinR = (R,+, —, -, 0, 1) ist einKorper
wenn

1) IR = 2,
(2) Furallex e R\ {0} gibtes einye Rmitx-y = 1.

UBUNGSAUFGABEN1.2.

(1) Zeigen Sie, dass es in einem Korper fir jedéschstens eiy mit X -y = 1 geben
kann.

(2) Zeigen Sie, dass das Produkt zweier Elemente in einem Korper nur dann 0 ist, wenn
einer der Faktoren gleich O ist.

In einem Korper hat jedes Elemeat+ O genau ein multiplikativ inverses Element;
wir bezeichnen es mi*. Fir jede Primzahp ist der RingZ , ein Korper.

DEFINITION 1.3. SeiE = (E,+,—,-,0,1) ein Korper, und seK ¢ E. Die MengeK
ist dannTrdgermenge eines Unterkdrpersn E, wenn

(1) 0eK,1eK,
(2) furallex,ye Kgilt x+ye K,x-ye K, x-yeK,
(3) fur allex e K\ {0} gilt x1 € K.

WennK Tragermenge eines Unterkérpers Wist, S0 ist = (K, +lx,, —lc, s 0, 1)
selbst ein Korper. Wir bezeichnédg dann aldUnterkdrpervon E, undE als Erweite-
rung von K.

2. Polynome

DEFINITION 1.4. SeiK kommutativer Ring mit Eins. Dann i&t[x] die Menge aller
Ausdriicke
3+ X+ a X +ax+ - +ax
mitn e Njunday, a,, ..., a, € K.
DEFINITION 1.5. Addition und Multiplikation auK[x].

3



4 1. POLYNOME UND KORPER

DEFINITION 1.6. Seif € K[x]. degf := ..., deg 0:= —1.
DEFINITION 1.7. SelK Korper, und seierf, g € K[x].

(1) f teilt g, wenn egy € K[x] gibt, sodasg =q- f.

(2) fistinvertierbar, wenn degf = O.

(3) fistirreduzibel tberK (ein irreduzibles Polynom iK[x]), wenn dedgf = 1
und fir allea, be K[x] mit a- b = f entwederl oderb Grad 0 hat.

(4) f istnormiert wenn es fuhrenden Koeffizienten 1 hat.

3. Teilbarkeit von Polynomen

Satz 1.8. SeiK Korper, und seien f, g K[x]. Wenn f+ 0, so gibt es g, e K[x] mit
g=q- f +runddegr < degf.

DEFINITION 1.9 (ggT inK[x]). SeiK ein Korper, und seiefi, g € K[x], nicht beide
0. Dann istd € K[x] ein grof3ter gemeinsamer Teileon f und g, wenn folgende
Bedingungen gelten:

(1) dIf unddlg,
(2) Furalleh e K[x] mit h|f undhig gilt degh) < degd),
(3) dist normiert.

Wir bezeichnen den Rest vanbei der Division durchf mit g mod f. Da das Paar
(g, f) die gleichen gemeinsamen Teiler wie das Rdag mod f) hat, kdnnen wir
einen grol3ten gemeinsamen Teiler mithilfe des Euklidschen Algorithmus berechnen.

Wir rechnen dazu drei Beispiele:
BEISPIEL1.10. Wir berechnen ein grél3ten gemeinsamen Teilerfygre R[x] flr
f=-8x+4xX+6x-5x'+x

und
g=4-4x-xX+x.

Wir bilden die gleiche Tabelle wie beim Euklidschen Algorithmus fir ganze Zahlen
und erhalten:

—8X+4X2 +6X3-5x*+x° 1 0
4-4x-x2+x3 0 1
—24 + 32x — 10x2 1 —6+4Xx— X2
2 3
- (32) + & st (B TETEH T

Um einen normierten gemeinsamen Teiler zu erhalten, multiplizieren wir die vorletzte
Zeile dieser Tabelle mi%g und erhalten-2 + x als einen gré3ten gemeinsamen Teller.



3. TEILBARKEIT VON POLYNOMEN 5

AulRerdem gilt
11 5x 1\ 7x 9x2 5%
_2+X‘(3_2+3_2)'f+(_(§)+ﬂs+§_§)'g'

BEISPIEL1.11. Wir berechnen den grol3ten gemeinsamen Teiler der Polynome

f=1+x+x
und
g=1+x+x°
in Z,[X]. Wir erhalten
1+x3+x> 1 O
1+x+x2 0 1
1+x2 1 X
1 X 1+x3
0

Daher ist 1 ein grof3ter gemeinsamer Teiler, und es gilt
1=x-f+1+xX)xg.

BEISPIEL1.12. Wir berechnen den grof3ten gemeinsamen Teiler der Polynome

f=1+x+x°
und
g=1+x+x°
in Z4[x]. Wir erhalten
1+x3+x° 1 0
1+x+x3 0 1
1+2x2 1 2x°
1+2x X 1+2x°
0

Daher ist 2« (1 + 2x) = 2 + x ein grof3ter gemeinsamer Teiler, und es gilt
2+4x=2-f+(2+x3-g.

Wir kdnnen also einen grofRten gemeinsamen Teiler mithilfe des Euklidschen Algo-
rithmus bestimmen. Daraus ergibt sich:

SaTz 1.13. SeiK ein Koérper, und seien f,g K[x], nicht beide0. Dann gibt es
einen gré3ten gemeinsamen Teiler d von f und g, fir den es KK x| gibt, sodass
u-f+v-g=d.

SaTz 1.14. SeiK ein Korper, und seien f, g K[x], nicht beide0, und sei de K[x].
Wir nehmen an, dass es ugv K[x] gibt, sodass d= u- f + v- g. Dann teilt jeder
gemeinsame Teiler von f und g auch das Polynom d.

Beweis:Seih ein gemeinsamer Teiler vohundg. Dann gilthjuf + vg, alsoh|d. m
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KOROLLAR 1.15. SeiK ein Korper, und seien f, g K[x], nicht beide). Seiend, d,
K[x] beideggT von f und g. Dann gilt d= d,.

Beweis Nach Satz 1.13 gibt es einen grol3ten gemeinsamen Teven f undg, der

sich alsuf + vgmit u, v e K[x] schreiben lasst. Wegen Satz 1.14 djld. Sowohld,

als auchd haben den maximal méglichen Grad unter allen gemeinsamen Teilern von
f undg. Also gilt degd,) = degd). Somit gibt es einr € K, sodassl = «d,. Dad
undd; normiert sind, gille = 1 und somitd = d,. Ebenso gild = d,, alsod, = d,. m

4. Polynomfunktionen und Nullstellen

DEFINITION 1.16. SeK ein Kdrper, und sef € K[x]. Seiem e Nunda,, &, ..., &, €
K so, dass
f=a,+ax+ax+ - +ax.
Dann istf die Funktion, die durch
f: K — K
k — ag+ak+ak’+-+ak
definiert ist. Sie heifidie von f induzierte Polynomfunktion

DEFINITION 1.17. SelK ein Kdrper, seif € K[x], und seix € K. Die Zahla ist eine
Nullstellevon f, wennf(a) = 0.

SATz 1.18. SeiK ein Korper, sei fe K[x], und seie € K. Dann ista genau dann
eine Nullstelle von f, wennxea| f gilt.

SATZ 1.19. SeiK ein Korper, sei ne N, und sei fe K[x] ein Polynom miteq f) = n.
Dann hat f hochstens n Nullstellen.

Beweis:Die Aussage stimmt fun = 1: ein Polynom der Formy,x + a, hat, wenn
@, # 0, nur die Nullstelle-a, - (@)™

Wir nehmen nun an, dass> 1 ist, und dass jedes Polynom vom Gratidchstens

n Nullstellen hat. Wir zeigen, dass dann jedes Polynom vom @radlL hochstens

n + 1 Nullstellen haben kann. Sei dazwein Polynom vom Graa + 1. Wennf kei-

ne Nullstellen hat, dann sind wir fertig, denn“keine Nullstellen” heil3t natirlich auch
“weniger alsn + 2 Nullstellen”. Wennf zumindest eine Nullstelle hat, dann wéhlen
wir eine Nullstellea. Wir kbnnen dann ein Polynogivom Gradn finden, sodass

f=Xx-a)-q.

Sei nung eine Nullstelle vonf mit 8 # a. Dann gilt f(8) = (8 — @) - §(B). Also gilt
0= (B-a)-9pB). WegernB—a # 0giltgB) = 0. Das Elemeng ist daher eine Nullstelle
von g.

Da wir angenommen haben, dass jedes Polynom vom Ghaathstens Nullstellen
hat, hatg hochstensn Nullstellen. Jede Nullstelle vori ist entweder gleictw oder
unter diesem Nullstellen vong. Somit hatf hdchstens + 1 Nullstellen.m
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5. Koérper aus Polynomringen

Seif ein Polynom inK[x]. Flra, b e K[x] definieren wir
a=b (modf),

falls fla— b. Das ist genau dann der Fall, weamod f = b mod f. Wir definieren

[al; :=f{a+q- f1qgeK[x]}.
SeiK|[x]/ f definiert durch

KIXI/ f :={[al; | a € K[X]}.
Auf K[x]/ f definieren wir+, —, - durch

[al; + [b]; := [a+Db];

[al; — [b]; [a - bl;
[a]f : [b]f = [a- b]f

SaTZz 1.20. SeiK ein Korper, und sei fe K[x]. Dann ist(K[x]/ f,+, -, -, [0], [1];)
ein Ring mit Eins.

SATZ 1.21. SeiK ein Koérper, f € K[x] irreduzibel tberK. Dann istK|[x]/f ein
Korper.



