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KAPITEL 1

Polynome und Körper

1. Körper

DEFINITION 1.1. Ein kommutativer Ring mit EinsR = (R,+,-, ×,0,1) ist einKörper
wenn

(1) |R| ³ 2,
(2) Für allex Î R � {0} gibt es einy Î Rmit x × y = 1.

ÜBUNGSAUFGABEN1.2.

(1) Zeigen Sie, dass es in einem Körper für jedesx höchstens einy mit x × y = 1 geben
kann.

(2) Zeigen Sie, dass das Produkt zweier Elemente in einem Körper nur dann 0 ist, wenn
einer der Faktoren gleich 0 ist.

In einem Körper hat jedes Elementa ¹ 0 genau ein multiplikativ inverses Element;
wir bezeichnen es mita-1. Für jede Primzahlp ist der RingZp ein Körper.

DEFINITION 1.3. SeiE = (E,+,-, ×,0,1) ein Körper, und seiK Í E. Die MengeK
ist dannTrägermenge eines UnterkörpersvonE, wenn

(1) 0Î K, 1Î K,
(2) für allex, yÎ K gilt x+ y Î K, x- y Î K, x × y Î K,
(3) für allex Î K � {0} gilt x-1

Î K.

WennK Trägermenge eines Unterkörpers vonE ist, so istK = IK,+|K´K,-|K, ×|K´K,0,1M
selbst ein Körper. Wir bezeichnenK dann alsUnterkörpervonE, undE alsErweite-
rungvonK.

2. Polynome

DEFINITION 1.4. SeiK kommutativer Ring mit Eins. Dann istK[x] die Menge aller
Ausdrücke

a0 + a1x+ a2x
2
+ a3x

3
+µ + anx

n

mit n Î N0 unda0, a1,¼, an Î K.

DEFINITION 1.5. Addition und Multiplikation aufK[x].
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4 1. POLYNOME UND KÖRPER

DEFINITION 1.6. Seif Î K[x]. degf := ¼, deg 0:= -1.

DEFINITION 1.7. SeiK Körper, und seienf , gÎ K[x].

(1) f teilt g, wenn esq Î K[x] gibt, sodassg= q × f .
(2) f ist invertierbar, wenn degf = 0.
(3) f ist irreduzibel überK (ein irreduzibles Polynom inK[x]), wenn degf ³ 1

und für allea, bÎ K[x] mit a × b = f entwedera oderb Grad 0 hat.
(4) f ist normiert, wenn es führenden Koeffizienten 1 hat.

3. Teilbarkeit von Polynomen

SATZ 1.8. SeiK Körper, und seien f , gÎ K[x]. Wenn f¹ 0, so gibt es q, rÎ K[x]mit
g= q × f + r unddegr < deg f .

DEFINITION 1.9 (ggT inK[x]). SeiK ein Körper, und seienf , gÎ K[x], nicht beide
0. Dann istd Î K[x] ein größter gemeinsamer Teilervon f und g, wenn folgende
Bedingungen gelten:

(1) d| f undd|g,
(2) Für alleh Î K[x] mit h| f undh|g gilt deg(h) £ deg(d),
(3) d ist normiert.

Wir bezeichnen den Rest vong bei der Division durchf mit g mod f . Da das Paar
(g, f) die gleichen gemeinsamen Teiler wie das Paar( f , g mod f ) hat, können wir
einen größten gemeinsamen Teiler mithilfe des Euklidschen Algorithmus berechnen.

Wir rechnen dazu drei Beispiele:

BEISPIEL 1.10. Wir berechnen ein größten gemeinsamen Teiler vonf , gÎ R[x] für

f = -8x+ 4x2
+ 6x3

- 5x4
+ x5

und

g= 4- 4x- x2
+ x3.

Wir bilden die gleiche Tabelle wie beim Euklidschen Algorithmus für ganze Zahlen
und erhalten:

-8x+ 4x2
+ 6x3

- 5x4
+ x5 1 0

4- 4x- x2
+ x3 0 1

-24+ 32x- 10x2 1 -6+ 4x- x2

- I
32
25M +

16x
25

11
50 +

x
10 - I

8
25M +

7x
25 +

9x2

50 -
x3

10
0

Um einen normierten gemeinsamen Teiler zu erhalten, multiplizieren wir die vorletzte
Zeile dieser Tabelle mit25

16 und erhalten-2+ x als einen größten gemeinsamen Teiler.
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Außerdem gilt

-2+ x = (
11
32
+

5x
32
) × f + (- K

1
2
O +

7x
16
+

9x2

32
-

5x3

32
) × g.

BEISPIEL 1.11. Wir berechnen den größten gemeinsamen Teiler der Polynome

f = 1+ x3
+ x5

und
g= 1+ x+ x3

in Z2[x]. Wir erhalten
1+ x3

+ x5 1 0
1+ x+ x3 0 1

1+ x2 1 x2

1 x 1+ x3

0
Daher ist 1 ein größter gemeinsamer Teiler, und es gilt

1 = x × f + (1+ x3
) * g.

BEISPIEL 1.12. Wir berechnen den größten gemeinsamen Teiler der Polynome

f = 1+ x3
+ x5

und
g= 1+ x+ x3

in Z3[x]. Wir erhalten
1+ x3

+ x5 1 0
1+ x+ x3 0 1
1+ 2x2 1 2x2

1+ 2x x 1+ 2x3

0
Daher ist 2* (1+ 2x) = 2+ x ein größter gemeinsamer Teiler, und es gilt

2+ x = 2x × f + (2+ x3
) × g.

Wir können also einen größten gemeinsamen Teiler mithilfe des Euklidschen Algo-
rithmus bestimmen. Daraus ergibt sich:

SATZ 1.13. SeiK ein Körper, und seien f , gÎ K[x], nicht beide0. Dann gibt es
einen größten gemeinsamen Teiler d von f und g, für den es u, vÎ K[x] gibt, sodass
u × f + v × g= d.

SATZ 1.14. SeiK ein Körper, und seien f , gÎ K[x], nicht beide0, und sei dÎ K[x].
Wir nehmen an, dass es u, vÎ K[x] gibt, sodass d= u × f + v × g. Dann teilt jeder
gemeinsame Teiler von f und g auch das Polynom d.

Beweis:Seih ein gemeinsamer Teiler vonf undg. Dann gilth|u f + vg, alsoh|d. à
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KOROLLAR 1.15.SeiK ein Körper, und seien f , gÎ K[x], nicht beide0. Seien d1, d2 Î

K[x] beideggT von f und g. Dann gilt d1 = d2.

Beweis: Nach Satz 1.13 gibt es einen größten gemeinsamen Teilerd von f undg, der
sich alsu f + vgmit u, vÎ K[x] schreiben lässt. Wegen Satz 1.14 giltd1|d. Sowohld1
als auchd haben den maximal möglichen Grad unter allen gemeinsamen Teilern von
f undg. Also gilt deg(d1) = deg(d). Somit gibt es einΑ Î K, sodassd = Αd1. Da d
undd1 normiert sind, giltΑ = 1 und somitd = d1. Ebenso giltd = d2, alsod1 = d2. à

4. Polynomfunktionen und Nullstellen

DEFINITION 1.16. SeiK ein Körper, und seif Î K[x]. Seienn Î N unda0, a1,¼, an Î

K so, dass
f = a0 + a1x+ a2x

2
+µ + anx

n.

Dann ist f die Funktion, die durch

f : K � K
k S� a0 + a1k+ a2k

2
+µ + ank

n

definiert ist. Sie heißtdie von f induzierte Polynomfunktion.

DEFINITION 1.17. SeiK ein Körper, seif Î K[x], und seiΑ Î K. Die ZahlΑ ist eine
Nullstellevon f , wenn f (Α) = 0.

SATZ 1.18. SeiK ein Körper, sei fÎ K[x], und seiΑ Î K. Dann istΑ genau dann
eine Nullstelle von f , wenn x- Α | f gilt.

SATZ 1.19. SeiK ein Körper, sei nÎ N, und sei fÎ K[x] ein Polynom mitdeg( f ) = n.
Dann hat f höchstens n Nullstellen.

Beweis:Die Aussage stimmt fürn = 1: ein Polynom der FormΑ1x + Α2 hat, wenn
Α1 ¹ 0, nur die Nullstelle-Α2 × (Α1)

-1.

Wir nehmen nun an, dassn ³ 1 ist, und dass jedes Polynom vom Gradn höchstens
n Nullstellen hat. Wir zeigen, dass dann jedes Polynom vom Gradn + 1 höchstens
n + 1 Nullstellen haben kann. Sei dazuf ein Polynom vom Gradn + 1. Wenn f kei-
ne Nullstellen hat, dann sind wir fertig, denn“keine Nullstellen” heißt natürlich auch
“weniger alsn + 2 Nullstellen”. Wennf zumindest eine Nullstelle hat, dann wählen
wir eine NullstelleΑ. Wir können dann ein Polynomg vom Gradn finden, sodass

f = (x- Α) × g.

Sei nunΒ eine Nullstelle vonf mit Β ¹ Α. Dann gilt f (Β) = (Β - Α) × g(Β). Also gilt
0 = (Β-Α)×g(Β). WegenΒ-Α ¹ 0 gilt g(Β) = 0. Das ElementΒ ist daher eine Nullstelle
vong.

Da wir angenommen haben, dass jedes Polynom vom Gradn höchstensn Nullstellen
hat, hatg höchstensn Nullstellen. Jede Nullstelle vonf ist entweder gleichΑ oder
unter diesenn Nullstellen vong. Somit hatf höchstensn+ 1 Nullstellen.à
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5. Körper aus Polynomringen

Sei f ein Polynom inK[x]. Füra, bÎ K[x] definieren wir

a º b (mod f ) ,

falls f |a- b. Das ist genau dann der Fall, wenna mod f = b mod f . Wir definieren

[a] f := {a+ q × f ||| q Î K[x]}.

SeiK[x]/ f definiert durch

K[x]/ f := {[a] f ||| a Î K[x]}.

Auf K[x]/ f definieren wir+,-, × durch

[a] f + [b] f := [a+ b] f
[a] f - [b] f := [a- b] f
[a] f × [b] f := [a × b] f .

SATZ 1.20. SeiK ein Körper, und sei fÎ K[x]. Dann istIK[x]/ f ,+,-, ×, [0] f , [1] f M
ein Ring mit Eins.

SATZ 1.21. SeiK ein Körper, f Î K[x] irreduzibel überK. Dann istK[x]/ f ein
Körper.


