Einfiihrung in die Algebra

Vorlesungsunterlagen

Erhard Aichinger

Mitarbeit
Bernd Langensteiner

Peter Mayr

Institut fiir Algebra, Stochastik und
wissensbasierte mathematische Systeme

Johannes Kepler Universitat Linz






Vorwort
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vielen Stellen ausfiihrliche Erkldrungen vermissen, dafiir an anderen Stellen
moglicherweise Fehler finden. Ich freue mich {iber alle Kommentare und Be-
richtigungen, die zur Verbesserung dieses Skriptums beitragen werden.

Linz, im Juni 2001 E.A.
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KAPITEL 1

Rechnen in den ganzen Zahlen

Die Summe, das Produkt und die Differenz zweier ganzer Zahlen sind wieder eine
ganze Zahl. Man kann aber innerhalb von Z nicht uneingeschrankt dividieren; so
ist etwa 5 nicht durch 7 teilbar. In diesem Kapitel untersuchen wir die Teilbarkeit.
Die Disziplin, die sich tiefgehend mit Teilbarkeit und Primzahlen beschéftigt,
heiflt Zahlentheorie [Remmert and Ullrich, 1987].

Wir kiirzen die Menge der ganzen Zahlen mit Z und die Menge {1,2,3,...} der
natiirlichen Zahlen mit N ab.

1. Primfaktorzerlegung

DEFINITION 1.1 (Primzahl). Eine Zahl p € N ist genau dann eine Primzahl,
wenn folgende beiden Bedingungen gelten:

1. Es gilt p > 1.
2. Fiir alle a,b € Nmit p=a-0 gilt a =1 oder b = 1.

DEFINITION 1.2 (Teilbarkeit). Fiir z,y € Z gilt
x teilt y

genau dann, wenn es ein z € Z gibt, sodass y = z - x ist.

Wir schreiben dann auch z|y; die Zahl y heifit ein Vielfaches von x;

DEFINITION 1.3 (Ideal). Eine Teilmenge I von Z ist ein Ideal von Z, falls sie alle
folgenden Eigenschaften erfiillt:

1. Fiir alle 7,5 € I liegt auch 7 — j in I.
2. Fiir alle z € Z und alle ¢ € I liegt auch z -7 in I.
3. I ist nicht die leere Menge.

Beispiele:

1. Die Menge {z -2 | z € Z} ist ein Ideal von Z.
2. Die Menge {z -5 | z € Z} ist ein Ideal von Z.
3. Die Menge {0} ist ein Ideal von Z.

4. N ist kein Ideal von Z. .
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SATZ 1.4. Sei I ein Ideal von Z. Dann gibt es ein a € I, sodass
(1.1) I={z-al|z€Z}.

Beweis: Sei I von Z. Wir wollen ein a € I finden, sodass (1.1) erfiillt ist.

e 1. Fall: I ={0}: Dann wéhlen wir a = 0.
e 2. Fall: I # {0}: Es gibt ein b € I mit b # 0. Daher gibt es auch ein b € [
mit b > 0. Wir definieren a durch

a:=min{beI|b>0}.
Nun zeigen wir, dass a das gewiinschte Element ist, d.h., wir zeigen:
(1.2) I={z-a|z€Z}.

“D”: Sei x ein Element aus der Menge auf rechten Seite von (1.2).
Dann gibt es ein z € Z, sodass x = 2z - a. Nun liegt a in I, da wir ja a als
ein Element von I ausgewihlt haben. Wegen der Idealeigenschaft (2) aus
Definition 1.3 liegt auch z - a in I. Somit liegt = z - a auch in der linken
Seite von (1.2).

“C”. Wir fixieren ¢ € I und zeigen, dass ¢ ein Vielfaches von a ist.
Durch Division erhalten wir ¢ € Z, r € {0,1,... ,;a — 1}, sodass

c=q-a+r.

Daher ist » = ¢ — ¢ - a. Nun liegt ¢ in [; ebenso liegt a € I. Daher liegen
auch ¢-a und ¢c—¢-a in I. Somit folgt, dass auch r € I liegt. Wegen r < a
folgt aus der Minimalitéit von a, dass r = 0 ist. Daher ist ¢ ein Vielfaches
von a. ]

Wir schreiben fiir {a - z | 2 € Z} auch a-Z oder (a) und bezeichnen es als das von
a erzeugte Ideal. Fiir ein Ideal I heiflt jedes b € Z mit I = b-7Z auch erzeugendes
Element von 1.

SATZ 1.5 (Fundamentallemma). Sei p eine Primzahl, und seien a,b € Z. Falls
p ein Produkt a - b teilt, so teilt p einen der beiden Faktoren a oder b.

Beweis: Wir definieren I durch
I'={z€Z|pteilt a-z}.

Wir zeigen zunéchst, dass I ein Ideal ist. Die Idealeigenschaften (1) und (2)
aus Definition (1.3) folgen daraus, dass fiir alle 1,29 € I und w,v € Z auch
u-x;+v-xoin I liegt. Das gilt, weil p, falls es a - z; und a - x5 teilt, auch
a-(u-xy +v-x9) teilt. Wegen 0 € I ist I nicht die leere Menge.

Das Ideal I besitzt ein erzeugendes Element c. Da wegen p € I das Ideal I nicht
gleich {0} ist, kénnen wir ¢ > 0 wéhlen. Wir erhalten also I = (¢).
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Nun liegt p aber in . Daher gibt es ein z € Z, sodass p=z-c¢. Dapund cin N
liegen, ist dieses z positiv. Da p prim ist, ist z = 1 oder ¢ = 1.

e /. Fall: z = 1: Dann gilt p = c¢. Da laut Voraussetzung p die Zahl a - b
teilt, gilt b € I. Das heifit b € (¢). Also ist b Vielfaches von ¢ = p; p teilt
also b.

e 2. Fall: ¢ =1: Dann liegt 1 in I. Aus der Definition von I erhalten wir

pla-l.
Somit teilt p die Zahl a. O

SATZ 1.6. Jede natiirliche Zahl besitzt eine Zerlegung in Primfaktoren

a=1pP1-..." Dn.

Beweisskizze: Wir zerlegen a, bis es nicht mehr geht. O]

SATZ 1.7. Die Primfaktorenzerlegung einer natirlichen Zahl a > 2 ist bis auf die
Reihenfolge der Primfaktoren eindeutig. Wenn also

A=D1 Pn=q1" - Qm
und alle p;, q; Primzahlen sind, dann gilt m = n, und es gibt eine bijektive
Abbildung 7 : {1,... ,n} — {1,...,m}, sodass p; = qx()-

Beweis: Wir zeigen das mit Induktion nach a. Fiir a = 2 ist der Satz klar!.

Nun sei a > 2, aulerdem sei

a=pPr...Pn=4q1...Qm.

Da p; die Zahl a teilt, erhalten wir aus dem Fundamentallemma, Satz 1.5, dass
esein j € {1,2,...m} gibt, sodass p; | ¢;.2 Da ¢; prim ist, gilt p; = ¢;. Nun gilt
aber

a/:p2'---'pn:‘h'---'Qj—l'Qj—i-l'---‘qm,

"Warum eigentlich? — Die einzige Zerlegung von 2 ist 2 = 2, denn wiirde in einer Zerlegung
von 2 eine Primzahl > 3 vorkommen, wéire auch das Produkt > 3 und koénnte also nicht 2
ergeben. Aus dem gleichen Grund kann auch 2 nur einmal in einer Zerlegung von 2 vorkommen.

So einfach — und sinnlos — diese Uberlegungen auch scheinen, so scheint es doch, also wiirden
wir implizit unbewiesene Behauptungen, verwenden, etwa die Behauptung, dass das Produkt
von natiirlichen Zahlen immer gréfer gleich jedem der Faktoren ist. Um solche Behauptungen
zu beweisen, wiirden wir brauchen:

1. Eine Definition der Menge N.
2. Eine Definition der Operationen + und -.
3. Eine Definition der Relation <.

’Das Fundamentallemma, gibt allerdings nur dariiber Auskunft, was passiert, wenn p; ein
Produkt zweier Faktoren teilt. Wie bewiéltigen Sie die formale Spielerei, zu zeigen, dass wir
auch fiir m # 2 erhalten, dass p; irgendein g¢; teilt?
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wobei diese beiden Zerlegungen von a’ nach Induktionsvoraussetzung “gleich”
sind. O

UBUNGSAUFGABEN 1.8.

1. [Remmert and Ullrich, 1987, p. 28] Sei p,, die n-te Primzahl, d. h. p; = 2,
p2 = 3, usw. Zeigen Sie

pn <2770,
Hinweis: Euklids Beweis, dass es unendlich viele Primzahlen gibt
([Euklid, 1991, Buch IX, Satz 20|, 270 v.Chr.) beruht auf folgender
Uberlegung: Seien q1,qo, ... , g, Primzahlen. Dann ist der kleinste positive Tei-

ler von ¢ - g2 - - - g, + 1 eine Primzahl, die von allen ¢; verschieden ist.
2. Sei p, die n-te Primzahl, d. h. p; = 2, p» = 3, usw. Zeigen Sie, auch, ohne die
Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung zu verwenden, dass folgendes gilt: Wenn

a = [[p®

wobei «y, 5; € Np, und fast alle o, 5; = 0 sind, dann gilt a|b genau dann, wenn fiir
alle 7 a; < f3; ist. (Zeigen Sie, dass diese Aussage fiir alle Primfaktorzerlegungen
von a und b gilt. Folgt daraus die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung?)
3. Welche Zahlen g € N erfiillen folgende Eigenschaft?
Fiir alle a,b € Z mit gla - b gilt g|a oder es gibt ein n € N, sodass
q|b™.
4. Zeigen Sie, dass der Durchschnitt beliebig vieler Ideale von Z wieder ein Ideal
von 7 ist.

2. Grofiter gemeinsamer Teiler und kleinstes gemeinsames Vielfaches

2.1. Der grofite gemeinsame Teiler. Zwei ganze Zahlen haben stets einen
gemeinsamen Teiler, ndmlich 1. Also ist die Menge aller gemeinsamen Teiler nicht
leer. In diesem Abschnitt werden wir eine Methode vorstellen, den gréfiten unter
allen gemeinsamen Teilern zu finden: den Fuklidischen Divisionsalgorithmus.

DEFINITION 1.9 (Groiter gemeinsamer Teiler). Fiir zwei Zahlen a,b € Z (nicht
beide 0) ist ggT (a,b) die groBte Zahl z € N mit z | a und z | b.
Erstaunlicherweise lésst sich der gg'T' zweier Zahlen immer als Linearkombination
dieser Zahlen schreiben.

SATZ 1.10. Seien a,b € Z (nicht beide 0). Dann gilt:

1. Es gibt u,v € Z, sodass
geT (a,b) =u-a+wv-b.

2. Der ggT ist nicht nur der gréfite der gemeinsamen Teiler, er ist auch Viel-
faches jedes gemeinsamen Teilers.



2. GGT UND KGV 11

Die zweite Bedingung bedeutet, dass fiir alle ¢ € Z mit ¢ |  und ¢ | b automatisch
auch t | ggT (a,b) erfiillt ist.

Beweis von Satz 1.10: Sei I definiert durch
I'={ua+vb|uvelZ}.

I ist ein Ideal von Z. Sei c ein positives erzeugendes Element von I. Wegen a € 1
gilt, dass a Vielfaches von ¢ ist. Ebenso gilt ¢ | b.

Wir zeigen nun, dass ¢ nicht nur ein gemeinsamer Teiler von a und b ist, sondern
dass c auch ein Vielfaches jedes weiteren gemeinsamen Teilers ist. Sei also t € N
eine Zahl, die @ und b teilt. Es gilt: a € (t) und b € (¢). Falls @ und b in
() liegen, muss aber jedes Element aus [ in (¢) liegen. Das gilt, weil (¢) die
Idealeigenschaften (1) und (2) von Definition 1.3 erfiillt. Es gilt also

IC(t).
Insbesondere liegt dann ¢ in (¢). Daher gilt ¢ | c.

Die Zahl ¢ wird also von jedem weiteren gemeinsamen Teiler von a und b geteilt,
und ist somit der grofite gemeinsame Teiler. O

SATZ 1.11. Seien a,b,c € Z, sodass
geT (a,0) = 1.

Falls a | b- ¢, dann gilt auch a | c.

Beweis: Es gibt u,v € Z, sodass

l=wu-a+v-b.
Weil a | uac, und da wegen a|bc auch a | vbe gilt, gilt auch
a | (ua + vb)c;
also auch a | c. O

UBUNGSAUFGABEN 1.12.

1. Seien a,b,x € N und u,v € Z so, dass
T = ua + vb.

Zeigen Sie: Wenn x sowohl a als auch b teilt, so gilt z = ggT(a, b).
2. Seien a,b € N, y € Z so, dass aly, by, ggT (a,b) = 1. Zeigen Sie (ohne Primfak-
torzerlegung): a - bly.
3. Seien a,c € Z, b,d € N. Zeigen Sie: Wenn die Briiche § und § gekiirzt, und die
Nenner b und d teilerfremd sind, so ist auch der Bruch % gekiirzt.
4. Sein € N, und seien ay, a9, ... ,a, in N. Wir definieren Gy, G2 und G5 durch:
(a) Gi(ar) := a1, Gi(ar,az,... ,a,) = ggT (Gi(a1,a2,... ,an-1),an).
(b) Ga(a1,as,...,a,) :=max{z € N| z|a; fiir alle i € {1,2,... ,n}}.
(c) Gz :=min{z € N| es gibt A\j,\a,... , A\, €Z, sodass z = ;" | \ia;}.
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Zeigen Sie, dass G, G2 und G35 gleich sind.
5. Sei p,, die n-te Primzahl, d. h. p; = 2, ps = 3, usw. Zeigen Sie, auch, ohne die
Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung zu verwenden, dass folgendes gilt: Wenn

a = [Ip~

wobei «;, 8; € Ny, und fast alle «;, 3; = 0 sind, dann gilt
ggT a, b Hp min(oy, ﬁl

2.2. Der Euklidische ggT-Algorithmus. Es ist einfach, aus den Prim-
faktorzerlegungen von a und b den ggT von a und b zu bestimmen. Es kann
aber sehr rechenaufwendig sein, die Primfaktorzerlegung einer Zahl zu bestim-
men. Schneller kann man den gg'T mit dem Euklidischen Algorithmus berechnen,
der ohne die Primfaktorzerlegungen auskommt.

SATZ 1.13. Seien a,b € Z, nicht beide 0 und sei z € Z. Dann gilt:
geT (a,b) =geT (a+z-b,b).

So gilt zum Beispiel ggT (25,15) = ggT (40, 15).

Beweis: Wir zeigen, dass nicht nur der ggT, sondern sogar die Mengen der
gemeinsamen Teiler der beiden Zahlenpaare gleich sind. Wir zeigen also

{t|t|aundt|b}={t|t|a+zbundt|b}.
“C”: Falls t sowohl a als auch b teilt, dann auch a4+ 2zb und b. “O”: Falls t sowohl
a + zb, als auch b teilt, dann auch a + 2b — zb und b, also auch a und b. O
Das niitzen wir jetzt moglichst geschickt aus, um ggT (147, 33) zu berechnen:
ggT (147,33) = ggT (147 — 4 - 33, 33)

= ggT (15, 33)

= ggT (15,33 —2-15)

= ggT (15,3)

= ggT (0,3)

= 3.
Giinstig ist es also, z so zu wéhlen, dass a + zb der Rest von a bei der Division
durch b wird.

Mit Hilfe des erweiterten Euklidischen Algorithmus findet man nicht nur den ggT
von a und b, sondern auch u,v € Z, sodass gilt:

99T (a,b) =u-a+wv-b.

Beispiel: Berechnen wir nochmals ggT (147, 33), und schreiben dies so:
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147 33

47 1 0 (147=1-14740-33)
33 0 1 (33=0-147+1-33)
15 1 -4 (15=1-146—4-33)
3] 2 9 (3=-2-147+9-33)
0

UBUNGSAUFGABEN 1.14,
1. Bestimmen Sie fiir @ und b jeweils ggT(a,b), und zwei ganze Zahlen u,v € Z,
sodass
geT(a,b) =u-a+wv-b.

(a) a =254, b =120.
(b) a =71, b=79.
(¢) a =610, b = 987.

2.3. Das kleinste gemeinsame Vielfache. Sind a,b € 7Z, so nennt man
jede Zahl ¢ € Z, die von a und b geteilt wird, ein gemeinsames Vielfaches von a
und b. Unter allen gemeinsamen Vielfachen zeichnen wir das kleinste aus.

DEFINITION 1.15. Es seien a,b € Z \ {0}. Dann ist kgV (a,b) definiert durch
kgV (a,b) =min{v € N|a|vund b|v}.

Die Menge aller positiven gemeinsamen Vielfachen ist ja fiir a,b € Z \ {0} be-

stimmt nicht leer, da sie |a - b| enthélt.

SATZ 1.16. Seien a,b € Z\ {0}, und sei s € Z so, dass a | s und b | s. Dann gilt:

kgV (a,b) | s.
Jedes gemeinsame Vielfache ist also ein Vielfaches des kgV .
Beweis: Wir betrachten (a) = {a-z|2€Z} und (b) = {b-2z| 2€Z}. Der

Durchschnitt zweier Ideale ist wieder ein Ideal, und da (a) und (b) Ideale sind,
ist (a) N (b) auch ein Ideal. Es gibt also ¢ € Z, sodass

(¢) = (a) N (D).

Wegen ¢ € (a) ist ¢ ein Vielfaches von a, und ebenso ein Vielfaches von b.
Sei nun s ein weiteres gemeinsames Vielfaches von a und b. Da s in (a) N (b)
liegt, liegt s auch in (c), und ist somit Vielfaches von c¢. Also ist ¢ das kleinste
gemeinsame Vielfache und teilt jedes gemeinsame Vielfache von a und b. O]

Zwischen ggT und kgV kann man folgenden Zusammenhang herstellen:

SATZ 1.17. Seien a,b € N. Dann gilt
geT (a,b) -kgV (a,b) =a-b.
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Beweis: Wir verwenden die Primfaktorzerlegung von a = [[p}", und b = [[p;".
Aus dem Fundamentallemma (Satz 1.5) kann man herleiten, dass dann gelten
muss:

goT (a,b) = ler.nin(”i"”)
kgV (a,b) = [Ip™.

7

Daraus folgt:

min(v; 7o'l)+rnaux(ul,m))

ggT (CL, b) ’ kgv (CL, b) =

Hz
:H(-Faz
a -

UBUNGSAUFGABEN 1.18.

1. Zeigen Sie ohne Verwendung der Primfaktorzerlegung, dass fiir alle a,b € N gilt:
kgV (a,b) - ggT (a,b) = a-b.

Hinweis: Zeigen Sie dazu ab|ggT (a,b) - kgV (a,b) und kgV (a, b)\
2. Seien a, b, c € N. Zeigen Sie:
(a) geT (88T (a,b),c) = ggT (a, ggT (b,¢)).
(b) kgV (kgV (a,b),c) = kgV (a,kgV (b, ¢)).
(c) ggT (kgV (a,b),c) = kgV (g8T (a,c), ggT (b, ¢)).
(d) kgV (ggT (a,0),c) = ggT (kgV (a, c),kgV (b, ).
3. Sei n € N, und seien aq,as,... ,a, in N. Wir definieren K7 und K5 durch:
(a) Kl(al) = ai, Kl(al,ag, e ,an) = kgV (Kl(al, as, ... ,CLn_1>, an).
(b) Ka(ay,az,...,a,) :=min{z € N | q;|z fiir alle i € {1,2,... ,n}}.
Zeigen Sie, dass K1 und K> gleich sind.
4. Sein € N, und seien ai,as, ... ,a, in N. Wir definieren K durch

(a b)

Ks(ai,ag,... ,ay) :=min{z € N | a;|z fiir alle i € {1,2,... ,n}}.

Zeigen Sie, dass alle ganzen Zahlen, die Vielfaches eines jeden a; sind, auch ein
Vielfaches von Ky(ai,as,... ,a,) sind.

5. Sei p, die n-te Primzahl, d. h. p; = 2, po = 3, usw. Zeigen Sie, auch ohne die
Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung zu verwenden, dass folgendes gilt: Wenn

a = [[p*

wobei «;, B; € Ny, und fast alle a;, 6; = 0 sind, dann gilt

kgV (a,b) = [ [ pim(eehs).
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3. Losen von Kongruenzen

Bisher haben wir bei gegebenem n € Z die Elemente in Z danach unterschieden,
ob sie durch n teilbar sind oder nicht, d. h., ob sie bei Division durch n den
Rest 0 oder einen von 0 verschiedenen Rest haben. Die Elemente mit einem
von 0 verschiedenen Rest kann man dadurch weiter unterteilen, dass man alle
Elemente mit dem gleichen Rest in eine Klasse zusammenfasst, die man dann
eine Restklasse beziiglich n nennt. Elemente aus derselben Restklasse heifien
kongruent modulo n.

DEFINITION 1.19. Sei n € Z. Dann definieren wir eine Relation =,, auf Z durch
a=,b:en|a—0firabeZ.

Fiir a =, b schreiben wir auch @ = b (mod n) und sagen: “a ist kongruent b
modulo n.”

SATZ 1.20. Seien a,c € 7Z (nicht beide = 0), und sei b € Z. Dann sind die
folgenden Bedingungen dquivalent:

1. Die Kongruenz
ax =b (mod c)
ist losbar, d. h., es gibt y € Z sodass cla -y — b.
2. ggT (a,c) teilt b.
Beweis: “(1) = (2)”: Sei x eine Losung, d.h. ¢ | ax — b. Falls ¢ die Zahl az — b
teilt, dann gilt erst recht
geT (a,c) | ax —b.
geT (a,c) teilt a, also gilt ggT (a,c) | b.
“(2) = (1)”: Aufgrund der Voraussetzungen existiert ein z € Z, sodass
ggT (a,c)-z=0.
Aus dem erweiterten Euklidischen Algorithmus bekommen wir u, v € Z mit
99T (a,¢c) =u-a+v-c
Es gilt dann
(ua +ve) -z =10,
also
a-uz+c-vz=y",
und somit

a-(uz) =b (mod c).
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Also ist = := uz Losung von ax = b( mod c). O

SATZ 1.21. Seien a,c € Z (nicht beide = 0), und sei b € Z. Sei xy eine Lisung
von

(3.1) ar =b (mod c).

Dann ist die Losungsmenge von (3.1) gegeben durch:

C
L= k- — | keZY.
{QJOJF ggT(a,C)l © }

Beweis: “D”: Wir setzen zunichst xy + k ein und erhalten

ggT a,c)

(xo—i—k;ggT(ac)) =  axg+ ak—=5—
¢ b+ ak—=5—
b+ ck—=2%—
b

ggT (a c)

ggT a,c)

ggT (a c)

—cC

Daher ist ¢ + k—=— 3 wirklich eine Losung.

ggT (

“C”: Sei x1 Losung von ax = b (mod c¢). Zu zeigen ist:

T | (x1 — x0). Da
x1 und x9 Losungen sind, gilt azy = b (mod ¢) und axg = b (mod ¢). Daher gilt

a(ry —29) =0 (mod ¢),
oder, dquivalent dazu,
c|la(zy —x).

Daher gilt auch
c a

geT (a,c) | geT (a,c

C a
ggT ( , ) =1,
geT (a,c)” ggT (a,c)

C

ggT (a,c) [ (= 0).

gilt

Bemerkung: Das System ax = b (mod ¢) ist also dquivalent zu

r=x mod;
- geT (a,c))’

wobei z eine spezielle Losung von az = b (mod c) ist.

UBUNGSAUFGABEN 1.22.
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1. Losen Sie die Gleichung
2072z = 18 (mod 1989)
inZ!
2. Bestimmen Sie fiir alle a,c € N, b € Z, wieviele Losungen in
{0,1,...,c— 1} die Gleichung a -z = b (mod c) hat.
Wir betrachten nun Systeme von zwei Kongruenzen, also Systeme der Form

x =a; (mod my)
T =ay (mod my),

wobei my1,my € N und aq,ay € Z.

Beispiele: Das System

r=1 (mod 2)
=0 (mod 4)

kann nicht 16sbar sein, denn eine Losung x € Z miisste sowohl gerade als auch
ungerade sein. Das System

r=1 (mod 2)
=2 (mod 5)

hingegen hat zum Beispiel die Losung x = 7. Es stellt sich daher die Frage, wann
und wie solche Systeme losbar sind.

SATZ 1.23. Seien aq,as € Z, my1, mo € N. Das System

r =a; (mod my)
r = ag (mod my)

st genau dann losbar, wenn gilt
geT (my,ma) | a1 — as.
Beweis: “=": Wir nehmen an, dass z Losung ist. Dann gilt: m; | (x — a;) und

ms | (z — ag) . Daher gilt auch ggT (mqy,ms) | (x — a1) und ggT (my, ma)|(z—az),
und somit

geT (m1,ms) | (. — az) — (v —a1) = (a1 — ay).

“«<" Es gibt u,v € Z, sodass

w-my+v-my = ggT (my,my)

k-u-mi+k-v-me = a1 — as
as+k-v-my = a—k-u-my
—_——

=T

daher ist x := a; — kum, Losung des Systems. |
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Der Beweis liefert auch gleich ein Lésungsverfahren.

Beispiel: Wir l6sen:

2 (mod 15)
8 (mod 21)

€T
X

Da ggT (15,21) = 3 und 3 | (2 — 8) ist das System losbar. Wir berechnen jetzt
diesen ggT und Kofaktoren (d.h. Koeffizienten fiir eine Linearkombination von
15 und 21, die den ggT ergibt).

und erhalten daraus 3 =3-15 —2-21.

3.15-2.21 = 3
(—6)-15+4-21 = 2—38

8+4-21 = 2+6-15
=92 =92

Daher erhalten wir eine Losung: x = 92.

Der folgende Satz gibt an, wie wir aus einer Losung der Kongruenz alle Lésungen
erhalten.

SATZ 1.24. Sei xy eine Losung von

x =a; (mod my)
T = ay (mod my).

Dann gilt fiir die Losungmenge L
L={xo+k- -kgV (my,mq) | k €Z}.

Beweis: “O”: Wir setzen
xo + k- kgV (mq, ms)
in die erste Kongruenz ein und erhalten
(o + k- kgV (mq1,m2)) =a; (mod my).

Das gleiche gilt fiir die zweite Kongruenz.
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“Cr Wir fixieren 3 S L. Um zu zeigen, dass x S
{zo+k-kegV (my,ms) | k € Z}, zeigen wir, dass z; — xo ein Vielfaches
von kgV (mq, mg) ist. Wir wissen ja, dass

r=a; (mod my)
r = ag (mod my)

Daher gilt (x; — z9) =0 (mod m;) und somit m, | (x; — o). Ebenso zeigt man,
dass my | (x1 — x9) gilt.

Da das kgV jedes gemeinsame Vielfache teilt, gilt kgV (mq,ms) | (1 —29). O
UBUNGSAUFGABEN 1.25.

1. Loésen Sie folgendes System von Kongruenzen!

x =22 (mod 26)
x =26 (mod 37)

2. Seien mj, my € N. Wieviele Losungen in {0,1,... ,m; - mg — 1} hat das System
x=a; (mod my)

x =ay (mod ma)?

Die folgenden Sitze zeigen uns, wie man das Losen von Systemen aus mehr
als zwei Kongruenzen auf das Losen von Systemen aus zwei Kongruenzen
zuriickfiithren kann. Der erste Satz zeigt, dass man ein System von Kongru-
enzen durch eine einzige Kongruenz ersetzen kann — vorausgesetzt, man kennt
zumindest eine Losung des Systems.

SATZ 1.26. Seien r € N, mq,ma,... ,m, € N und ay,as,... ,a, € Z. Falls das
System

r=a; (mod my)

T = ay (mod m
(3.2) 2 2

r = a, (mod m,)

eine Losung xo hat, dann ist (3.2) dquivalent zu

r=xo (mod kgV (my,ma,... ,m,)).

Beweisskizze: Falls xg eine Losung ist, dann ist auch jedes
xo + k- kgV (my,ma, ... ,m;)

eine Losung. Andererseits haben zwei verschiedene Losungen die gleichen Reste
modulo jedem m;, ihre Differenz ist daher ein gemeinsames Vielfaches der m; und
somit ein Vielfaches des kgV . O
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Wir schreiben:

kgV (my,ma) =: mqV ms

99T (m1,ma) =t my Amy.
Es gilt dann:
PROPOSITION 1.27. Seien a,b,c € N. Dann gilt:

1.a/\(avl)):
2.aV(aNb) =
3. (a/\b)/\c—a/\(b/\c),
4. (avb)Ve=aV (bVe)
5.aN(bVe)=(anb)V(
6. aV(bAc)=(aVb)A(

Der folgende Satz sagt, wann ein System von Kongruenzen losbar ist.

SATZ 1.28 (Chinesischer Restsatz). Seien r € N, aq,... ,a, € Z,
mi,... ,m, € Z\ {0}. Dann sind folgende drei Aussagen dquivalent.

1. Es gibt x € Z, sodass

a; (mod my)
as (mod my)

8
(11l

r =a, (mod m,).
2. Fir allei,j € {1,2,... ,r} ist das System

r = a; (mod m;)
r = a; (mod m;)

losbar.
3. Firallei,je{1,2,... ,r} gilt

geT (my,my) | a; — ay.

Beweis: “(1) = (2)” ist offensichtlich. “(2) < (3)” gilt wegen Satz 1.23.

“(3) = (1)”: Wir zeigen durch Induktion nach r, dass jedes System aus r Kon-
gruenzen, fir das die Bedingung (3) erfiillt ist, 16sbar ist. Ein System aus zwei
Kongruenzen ist wegen Satz 1.23 losbar. Um ein System von r (mit r > 3)
Kongruenzen zu 16sen, bestimmen wir zuerst nach Induktionsvoraussetzung ein
y sodass

y=as (mod my),...,y=a, (mod m,).
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Wegen Satz 1.26 ist = a; (mod my),...,z = a, (mod m,) dquivalent zu
x =a; (mod my)
(3.3) r=y (mod myV...Vm,).

Jetzt miissen wir zeigen, dass (3.3) losbar ist. Das gilt nach Satz 1.23 genau
dann, wenn

(3.4) miA(meV...Vm,.)|y—a.
Esgilt an (bVe)=(aAb)V (aAc). Daherist (3.4) dquivalent zu
(my Amg)V (my Amg) V...V (mi Am,.) | y—a.
Wir zeigen dazu, dass fiir ¢ > 1 gilt:
(3.5) (my Amy) | (y — ay).
Wir wissen aber
Y — a1 =m; @ — a1 =(mamy) 0

Das beweist, dass fiir alle ¢ > 1 gilt (m; Amy)|(y —a;1). Nun ist jedes gemeinsame
Vielfache eine Vielfaches des kleinsten gemeinsamen Vielfachen, und somit gilt
(3.4). O

Beispiel: Wir losen folgendes System

(mod 15)
(mod 21)
(mod 55)

(3.6)

8 8 8
111t
~1 00 N

Wir kennen bereits die Losungen von = 2 (mod 15), z = 8 (mod 21). Das
System (3.6) ist daher dquivalent zu

x =92 (mod 105)
r =7 (mod 55).

Wir berechnen ggT (55, 105) und die Kofaktoren nach dem Euklidschen Algorith-
mus und erhalten

105 55
1051 1 0
% | 0 1
50 | 1 -1
5 | -1 2
0

und daher
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(-1)-105+2-55 = 5
(—17)-105+34-55 = 92—7
7434-55 = 92+ 17-105.

Daraus erhalten wir also, dass 1877 die Losung ist, also geben wir die
Losungsmenge folgendermafien an:

L = {x€Z|2x=1877 (mod 1155)}
= {z €Z|x=722 (mod 1155)}.

UBUNGSAUFGABEN 1.29.

1. Finden Sie alle Losungen in Z von

x =26 (mod 56)
x =82 (mod 84)
x =124 (mod 126).

. Finden Sie alle Losungen in Z von

x =3 (mod 4)
x =8 (mod 9)
x=1 (mod 25).

. Seien a, b, c € Z. Bestimmen Sie fiir alle a, b, ¢ € Z, ob die Gleichung

a-rz+b-y=c

in Z x 7 losbar ist, und bestimmen Sie alle Losungen.

4. Bestimmen Sie eine Losung in Z3 von

12z 4- 15y 4+ 20z = 1.

. Bestimmen Sie alle Lésungen in Z3 von

12z 4- 15y 4+ 20z = 1.

. Sei T eine endliche Teilmenge von Z. Eine Funktion f : T' — Z heifit kompatibel

genau dann, wenn fiir alle 1,22 € T mit z1 # xo der Quotient %

ganzzahlig ist.

Sei f eine beliebige kompatible Funktion auf einer endlichen Teilmenge T
von Z, und sei z € Z \ T. Zeigen Sie: Es gibt eine kompatible Funktion g :
TU{z} — Z, sodass g(t) = f(¢t) fir allet € T.

Hinweis: Die Funktion g heiit kompatible Erweiterung von f auf T'U {z}.
Sie miissen nur ein passendes g(z) finden. Stellen Sie dazu ein System von
Kongruenzen auf, von dem ¢(z) Losung sein muss, und zeigen Sie, dass dieses
System losbar ist.

. Eine Funktion f : Z — Z heifit kompatibel genau dann, wenn fiir alle 1,20 € Z

mit x1 # xo der Quotient fz)=f(@s) ganzzahlig ist. Zeigen Sie, dass folgende

T1—T2
Funktionen kompatibel sind:

(a) f(z)=a" fiir n € N,
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(b) fla) = =520,
8. Eine Funktion f : Z — Z heifit kompatibel genau dann, wenn fiir alle 1,29 € Z
mit x1 # x5 der Quotient Mfﬁwz) ganzzahlig ist. Zeigen Sie, dass die Menge

r1—T
der kompatiblen Funktionen vlon Z tiberabzéhlbar ist.

4. Der Ring Z,

In Z definieren wir fiir n € N die Relation =,, durch
a=,b:en|b—a.
Die Relation =,, ist eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklasse von a € Z ist
{a+z-n|z€eZ}=1d,.
Die Faktormenge bezeichnen wir mit Z,,.
Zn=A{[a], |a€Z}.

Zy, hat n Elemente, und zwar [0],,[1],,...,[n —1],. Auf Z, definieren wir @
und © durch:

lal, & bl, = [a+1],

[a]n @ [b]n = [a : b]n .

Wir miissen zeigen, dass @& und ® wohldefiniert sind; wir geben hier nur den
Beweis fiir die Wohldefiniertheit von ®. Wir wahlen also a,a’,b,b € Z sodass
la],, = [a'], und [b], = [V],. Zu zeigen ist, dass dann
la- 0], =[a"- V],

gilt. Es ist also zu zeigen:

nla-b—da -V

nla-b—ab +abl —adbt/

nla-(b—0)+0-(a—d).
Das gilt, denn laut Vorraussetzung gilt n | (b —b') und n | (a —a’). Daher ist
la-b], = [d - V],, und somit ist das Ergebnis von [a],, ® [b],, unabhéngig von der
Auswahl der Représentanten.

Wir geben nun ein Beispiel fiir eine nicht wohldefinierte Operation. Auf der
Menge Q definieren wir die Relation

a~b:elal =[b].
Wir definieren:
la] © [b] :==|a-b].
a=0.1 b=100 [0.1-100] =10
ad=0 =100 [0-100] =0
Da 0 ¢ 10, ist die Operation ® ist also nicht wohldefiniert.
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Mengen mit Operationen bezeichnet man als algebraische Strukturen. Struktu-
ren, in denen man drei Operationen zur Verfiigung hat, die bestimmte, von den
Grundrechnungsarten in ganzen Zahlen bekannte, Rechengesetze erfiillen, heiflen
Ringe. Wir betrachten im folgenden Ringe mit Eins; ein Ring mit Eins hat zwei
zweistellige Operationen (+, -), eine einstellige Operation (—) und zwei nullstel-
lige Operationen (0, 1).

DEFINITION 1.30. (R, +,—,-,0,1) heifit Ring mit Eins genau dann, wenn fiir alle
x,y, 2 € R die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

l.z4+0=2

2. 24 (—2)=0

3. (z+y)+z=x+ (y+2)
4. r+y=y+=zx

5. (x-y)-z=x-(y-2)

6. (x+y)-z=x-24+y-2
T x-(y+z2)=z-y+z-z
8. 1-z==x

9. z-1==x.

So ist zum Beispiel (Z,+, —,-,0,1) ein Ring mit Eins. Ebenso bilden die 2 x 2-
Matrizen den Ring mit Eins (Maty(R), 4+, —, -, 0, E'), wobei 0 die Nullmatrix und
E die Einheitsmatrix ist.

SaTz 1.31. Sei (R,+,—,-,0,1) ein Ring mit Fins. Dann gelten fir alle x,y € R
folgende Figenschaften:

1.0-2=0
2. a0 (-y)=—(z-y)
3. (—z)-y=—(z-y)
4. z-0=0.

Nun fragen wir uns, ob die Eigenschaft Vx,y € R: x -y =y - x in jedem Ring R
gilt, und beobachten, dass diese Eigenschaft in Z gilt, im Ring aller reellen 2 x 2
Matrizen aber nicht.

Wir betrachten jetzt den Ring (Z,,+, —, -, [0].,[1],) und geben (auf der Suche
nach einer “Division”) folgende Definition.

DEFINITION 1.32. Ein Element a € Z,, heif3t invertierbar, falls es ein b € Z,, gibt,
sodass

a-b=/[1]

n-
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Beispiel: Betrachten wir etwa Zg :

1]s ist invertierbar g - 1] = [1g
2|. ist nicht invertierbar
ist nicht invertierbar
ist nicht invertierbar
ist invertierbar 5] - [5lg = [1]g
¢ st nicht invertierbar

o

w
o

W~
=

=]

[
2]
[3]
[4]
[5]
[0]

Beispiel: In Z; gilt:

[1]5 ‘ [1}5 = [1]5
2l5- 18l = [1s
[3]5 ’ [2}5 = [1]5
[4]5 - [4] 1]

5

(0] ist aber nicht invertierbar.

Der folgende Satz gibt an, welche Elemente in Z,, invertierbar sind.

SATZ 1.33 (Invertierbarkeit). Sein € N und a € Z. Dann ist [a], genau dann
invertierbar in Z,, wenn ggT (a,n) = 1.

Beweis: [a], invertierbar <& 3z € Z : a- 2z = 1 (mod n) < ggT (a,n) teilt
1< geT (a,n) = 1. O

SATZ 1.34. Seien a, b invertierbare Elemente aus Z,. Dann ist auch a - b inver-
tierbar.

Beweis: Seien w,v € Z, so, dass a-u = [1], und b-v = [1], . Dann gilt:
a-b-v-u=I[1], . O

DEFINITION 1.35 (Euler’sche ¢—Funktion). Sei n € N, n > 1. Dann ist ¢(n)
definiert durch
o (n) = |{a € Z, | a invertierbar}| =
— re{L2.. a1} | gaT (mn)=1}|.

Wir berechnen ¢ (12) = |{1,5,7,11}| = 4 und ¢ (8) = [{1,3,5,7}| = 4. Die
p—Funktion geht auf Leonhard Euler (geboren 1707 in Basel, gestorben 1783 in
St.Petersburg) zuriick. Von ihm stammt folgende Verallgemeinerung des kleinen
Fermatschen Satzes.

SATZ 1.36 (Satz von Euler). Sein € N, n > 1, a € Z, ggT (a,n) = 1. Dann
qgilt:

a?™ =1 (mod n).
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Wir {iberpriifen diesen Satz durch zwei Beispiele:

e Gilt 7912 =1 (mod 12)? Ja, denn es ist 74 =1 (mod 12),
e Gilt 3*®) =1 (mod 5)? Ja, denn es gilt 3* =1 (mod 5).

Beweis von Satz 1.36: Wir wéhlen n € N und a € Z beliebig aber fest, und
nehmen an, dass ggT (a,n) = 1. Sei

I:={x € Z, | x ist invertierbar} .
Wir wissen bereits, dass |I| = ¢ (n). Wir definieren

fioI — 7,

r — 20d,

und zeigen, dass f injektiv ist. Dazu fixieren wir z,y € I mit f (z) = f (y). Das
heiit: z-[a], = y-lal,. Da ggT (a,n) =1, gibt es b € Z mit [a], - [b],, = [1],, . Wir
erhalten also x - [a],, - [b],, = v - [a],, - [b],, und damit = y. Daher ist f injektiv.
Nun zeigen wir:

n

f) =1
“C”: Wir fixieren x € f (I). Es gibt also y € I, sodass ¢ =y - [a],. Day € I, ist
y invertierbar, und somit ist auch y - [a], = x invertierbar.

“D": Sei x € I. Wir wihlen b € Z mit [b], - [a],, = [1],,. Das Element x - [b],

ist invertierbar und es gilt f(z - [b],) = =. Also ist @ wirklich das Bild eines

invertierbaren Elements und liegt somit in f(7).
Die Funktion f ist also eine bijektive Abbildung von I nach I.
Es gilt also:

I[[z = []f®

HSU = H(Jf‘[a]n)
- - (Hx)-ua]w

Sei y € Zy, das Inverse zu [] ., x. Dann gilt:

y-I[z = v (Hfﬂ) ([a],,)*™

xel zel



5. EIN PUBLIC-KEY-ENCRYPTION SYSTEM: DAS RSA-VERFAHREN 27

KOROLLAR 1.37. Sei p eine Primzahl, und sei z € Z. Dann gilt
2P =z (mod p).
Falls p kein Teiler von z ist, gilt
271 =1 (mod p).

Beweis: Wir wéhlen eine Primzahl p und z € Z beliebig, aber fest, und nehmen
an, dass p die Zahl z nicht teilt. Wir wissen, dass ¢ (p) = p — 1, und daher gilt
nach dem Satz von Euler

271 =1 (mod p).
Da p|(2P~! — 1), gilt auch p|(z? — z), und somit z? = z (mod p).
Wenn p | z, dann teilt p sowohl z als auch zP. O
UBUNGSAUFGABEN 1.38.

1. ([Remmert and Ullrich, 1987]) Zeigen Sie, dass fiir jede natiirliche Zahl n
die Zahl n® — n ein Vielfaches von 30 ist.
2. Zeigen Sie, dass fiir alle a,b € Z, gilt:

(a+b)P = aP + bP.

3. Seien m, n natiirliche Zahlen. Wann ist 2™ — 1 ein Teiler von 2™ — 17

5. Ein public-key-encryption system: das RSA-Verfahren

Zur Verschliisselung ist folgendes Verfahren denkbar: um 0/1-Folgen geheim zu
tibertragen, einigt man sich zuerst mit dem Empfianger iiber eine (zuféllige) 0/1-
Folge Z, die man z. B. durch Miinzwurf oder einen Zufallszahlengenerator be-
stimmt. Um eine Nachricht M zu senden, addiert man zu M bitweise Z, und
sendet M + Z. Der Empfanger dekodiert das zu (M + Z) + Z = M. Ein sol-
ches Verfahren hat aber den Nachteil, dass sich Sender und Empféanger iiber den
Schliissel Z einigen miissen.

Das folgende RSA—Verschliisselungsverfahren benotigt den vorherigen, geheimen
Austausch von Schliisseln nicht. Es wurde von R. Rivest, A. Shamir und L.
Adleman entwickelt (cf. [Rivest et al., 1978]) und funktioniert so:

Jeder, der von anderen verschliisselte Informationen empfangen will, gibt in ei-
nem verdffentlichten Verzeichnis, also in einer Art Telefonbuch, seinen Chiffrier-
schliissel ' (seine Verschliisselungsfunktion F) bekannt, hélt aber seinen Dechif-
frierschliissel D (seine Entschliisselungsfunktion D) geheim. Will A an B eine
Nachricht iibermitteln, so chiffriert er sie mit dem Chiffrierschliissel Ez von B,
den A dem offentlich zugénglichen Verzeichnis entnimmt. B dechiffriert anschlie-
Bend die erhaltene Nachricht mit seinem Dechiffrierschiissel Dpg.
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Es erscheint zunéchst so, als ob durch Ep jedem automatisch auch Dpg, die “in-
verse Funktion” zu Epg, bekannt ist. Rivest, Shamir und Adleman haben aber
eine Klasse von Funktionen gefunden, fiir die man Ep sehr wohl bekannt geben
kann, ohne dabei “automatisch” Dpg zu verraten. Solche Funktionen heiflen auch
“trapdoor-functions”.

Quelle: Pilz G., Lidl R., Applied Abstract Algebra, [Lidl and Pilz, 1998|.

Zusammenfassend suchen wir also eine Verschliisselungsfunktion E (encipher)
und eine Entschliisselungsfunktion D, sodass gilt

1. D(E(M)) =M, M ist die Nachricht (message).
2. E(M) und D(E(M)) kénnen effizient berechnet werden.

3. F kann verdffentlicht werden, ohne dass man daraus D rekonstruieren kann.
4. Manchmal fordert man auch E (D (M)) = M.

Und dazu brauchen wir etwas Zahlentheorie:

SATZ 1.39. Seien p,q Primzahlen, p # q und seien a,s € Z. Dann gilt:

a1 = ¢ (mod p - q).

Beweis:

e 1. Fall: ggT (a,pq) = 1: Wir wissen ja, dass a?! =1 (mod p) gilt (Satz
von Euler), daher gilt auch (a?~)'" V" = 1 (mod p). Somit ist p ein Teiler
von aP~D@=1s _ 1 ynd damit auch von a1 (@Dl _ 4 Ebenso zeigen
wir

q | q®P=D-(a=1s+1 _

Damit gilt insgesamt:

e 2. Fall: ggT (a,pq) = p: Da der ggT (a,q) = 1 ist, gilt mit dem Satz von
Euler ¢! =1 (mod ¢), und somit a/V®=) =1 (mod ¢). Das heifit

q| ala=D-p=1)s _ 1

Wir wissen ja, dass p | a. Daher gilt p- ¢ | (a4 P=D= —1) . q,
e 3. Fall: ggT (a,pq) = q: Beweis genauso wie im 2. Fall.
e /. Fall: ggT (a,pq) = p-q: Dann ist zu zeigen, dass 0 = 0 ( mod pq). O

UBUNGSAUFGABEN 1.40.
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1. Sein=p;-pg----- Pk, wobei die p; lauter verschiedene Primzahlen sind, und sei
s € N. Zeigen Sie, dass fiir alle a € Z gilt:

a1+8'H§:1(pi_1) =a (mod n) .

Versuchen wir nun, D und E zu finden: Seien p, ¢ Primzahlen, und sei k € Z mit
ggT (k,(p—1)-(¢—1)) = 1. Dann definieren wir £ durch
E:Zy — Zy

$l—>$k.

Wir bestimmen ein t € Z, sodass
k-t=1(mod (p—1)-(¢q—1)),

und definieren D durch
D:7Z

pa — Lpq
r — 2
Nun ist D zu F invers, d.h. D (E (z)) = (z
Der Entwerfer des Systems gibt n = p - ¢ und k o6ffentlich bekannt. Die fiir das
Entschliisseln notwendige Zahl ¢ wird geheimgehalten und nicht weitergegeben.
Ein unberechtigter Entschliisseler wird versuchen, aus p - ¢ und k£ das geheime ¢
zu rekonstruieren. Zur Bestimmung des geheimen Decodierschliissels ¢ miifite er
folgende Kongruenz losen:

E-t=1 (mod (p—1)-(¢—1)).

Das erfordert jedoch nach derzeitigem Wissensstand die Kenntnis der Primfak-
torenzerlegung n = p - ¢ von n. Wenn man n aber grof§ genug wahlt (150 - 200
Dezimalstellen), dann kann man n nicht (schnell genug) faktorisieren.

) — pltsp=1)-(¢-1) — 4.

Fassen wir zundchst nochmals zusammen, was jeder der Beteiligten eines RSA-
Kryptosystems zu tun hat:

e Aufgaben fiir den, der das System entwirft (“key source”):
1. Wihle zwei Primzahlen p,q mit p - g > 1030 die ungefihr gleich
grof} sind, und berechne n := pq.
Wiéhle k € Z so, dass ggT (k,(p—1)-(¢g—1)) =
Berechne t € Z, sodass k-t =1 (mod (p—1) - (q —1)).
Information an den Verschliisseler: (n; k).
5. Information an den Entschliisseler: (n t).
e Aufgaben fiir den Verschliisseler beim Verschliisseln der Nachricht M € Z,,.
1. Berechne E (M) := M* (Rechnung in Z,).
2. Sende C' := E (M).
e Aufgaben fiir den Entschliissler beim Entschliisseln des empfangenen Kryp-
togramms C'.

1. D(C)=C" (in Zy,).

=W
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Die wichtigsten Anwendungen des RSA-Verfahrens sind die Ubertragung ge-
heimer Daten und digitale Unterschriften, durch die gesichert wird, dass
eine Nachricht wirklich authentisch ist, also vom angegebenen Absender stammt.

Stellen wir uns vor, der Absender A besitzt den offentlich bekannten Chiffrier-
schliissel £4 und den geheimen Dechiffrierschliissel D 4, und der Empfinger B be-
sitzt die Schliissel Eg und Dpg, die wie oben ausgefiihrt berechnet werden kénnen.
Nun schickt A an B eine Nachricht M in der Form (Eg(D4(M))). A wendet also
auf M zunéchst seinen geheimen Dechiffrierschliissel D4 und dann darauf den
offentlich bekannten Schliissel Eg von B an. Dabei hat die Anwendung von D4
die Funktion einer Unterschrift; denn nur A kennt D 4, und daher kann nur A den
so verschliisselten Text gesandt haben. B dechiffriert die Nachricht anschlieend
durch:
EA(Dp(Ep(Da(M)))) = M.

Die iibermittelte Nachricht Eg(D4(M)) ist hochstens fiir B lesbar, da nur B den
Schliissel Dp kennt und somit nur B den Text D 4 (M) herstellen kann. Da E 4 fiir
B jedoch bekannt ist, kann B jetzt E4(D4(M)) bilden und so die urspriingliche
Nachricht M erhalten.

6. Die Multiplikativitidt der Eulerschen p-Funktion

Wir beweisen nun noch einen wichtigen Satz der elementaren Zahlentheorie.

SATZ 1.41 (Multiplikativitét der p-Funktion). Seien n,m € N, n > 2, m > 2.
Wenn n,m relativ prim sind, dann gilt

p(n-m) =) (m).
Der Beweis der Multiplikativitéit erfordert noch etwas Information iiber Ringe.
SATZ 1.42. Falls Ry und Ry Ringe mit Fins sind, dann ist

(Rl X R27 +R1XR27 T Ri XR2) "R1XRo2> OR1><R27 1R1><R2)

wieder ein Ring mit Eins. Dabei sind die Verkniipfungen auf Ri X Ry definiert

durch
T Frk s1\ . [ T +R St
T R sy ) To + R,y S2
1 ) S1 L 1R S1
T2 Rz S92 ' T2 "Ry S2

(& L —RrR T

T2 —Ry T2

0
ORlXRQ = ( OZI >
2

[

|
Gy
X
&
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1
([ ] 1R1><R2 = ( 121 >
2

Ry x Ry mit diesen Operationen erfiillt auch alle Ring mit Eins-Rechengesetze.

Rechnen wir zum Beispiel in Z, X Zs.
([3]4),([2]4):([2]4)
[4]; BIF [2]5
R, x Ry heiit das direkte Produkt von Ry und R,.

DEFINITION 1.43. R, S seien Ringe mit Eins. Die Abbildung ¢ : R — S heift
Ring mit Eins-Homomorphismus: <
Vri,me € Rt p(r1+r12) =@ (r1) +s (r2),
¢ (—rr)=—s¢(r),
@(ri-rr2) =@ (r1) sp(ra),
¢ (0r) = Os,
¢ (1r) = 1s.

DEFINITION 1.44. Ein Homomorphismus ¢ heif3t:
o Epimorphismus < ¢ ist surjektiv;

e Monomorphismus < ¢ ist injektiv;
e [somorphismus < ¢ ist bijektiv.

Beispiel: Wollen wir uns dies zunéchst an zwei Beispielen veranschaulichen.

e 0 : 7 — Zs, z v+ [z]; ist surjektiv, aber nicht injektiv. Also ist ¢ ein
Epimorphismus.

e Wir untersuchen « : Zs — Z, [z|; — x. Hier ergibt sich folgendes Pro-
blem: « ([3];) = 3, und «([3];) = «([8]5) = 8. — Das Problem ist, dass «
nicht wohldefiniert ist. Man kann das auch so ausdriicken, dass man sagt,
dass die Relation

a={([z];,2) |z € Z}
nicht funktional (d. h. eine Funktion = Graph einer Funktion) ist. Sie ist
nicht funktional, weil ([2];,2) € a und ([2];,7) € a.

DEFINITION 1.45. Sei R ein Ring mit Eins. Dann heifit r € R invertierbar, falls
es ein y, € R gibt, sodass

r-y, =1lgund y, -r = 1pg.
SATZ 1.46. Seien n,m € N mit ggT (n,m) = 1. Dann ist die Abbildung
© i Ly —— Ly X Ly
(@ > (2], [2],,)

ein Ring mit Eins-Isomorphismus.
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Beweis: Wir fithren den Beweis in drei Schritten.

1. ¢ ist wohldefiniert: Zu zeigen ist, dass fiir alle y, 2z € Z mit [y, = [2], ...
die Gleichheiten [y] = [z], und [y], = [z],, gelten. Zu zeigen ist ist also,

dass fiir alle y, z € Z gilt:
m-n|ly—z=mly—zAnl|ly—z).

Das ist aber offensichtlich
2. p ist Homomorphismus: Wir {iberpriifen die Homomorphismuseigenschaft
fiir +. Wir berechnen dazu

@ ([2]nm + W) = 2 ([T + Y],
= ([z+ 9, [*+y],)
= ([],, + W], » [, + [W],n)

3. p ist bijektiv: Da beide Mengen endlich und gleich grof§ sind, reicht es, zu
zeigen, dass ¢ injektiv ist. Wir nehmen also an ¢ ([z],,.) = ¢ ([y],,,,)- Das
heiit ([z],, [z],,) = ([y],,,[yl],,)- Daher gilt n | x —y und m | z —y. Da der
ggT (n,m) = 1ist, gilt: n-m | x —y. Wir erhalten daher [z = [yl
Die Abbildung ¢ ist also injektiv, somit surjektiv und damit bijektiv. [J

Wenn der ggT (n, m) = 1ist, dann ist Z,, X Z,, also isomorph zu Z,,.,,,. Da Isomor-
phismen die Invertierbarkeit erhalten, haben beide Ringe gleich viele invertierbare
Elemente. Daraus konnen wir jetzt die Multiplikativitat der ¢—Funktion, also
Satz 1.41, herleiten.

Beweis von Satz 1.41:

1. Anzahl der invertierbaren Elemente von Z, X Z,,: Wir zeigen, dass (Z) €
Ly X Ly, genau dann invertierbar ist, wenn a invertierbar in Z, und b
invertierbar in 7Z,, ist. Dazu fixieren wir zunéchst (Z) e Z, X 7Z,, und
nehmen an, dass (Z) invertierbar ist; es gibt also (c) € Ly X Loy, sodass

d
(Z) . ((ci) = 1z,xz2,, = ([[11]]’"). Daher ist a in Z,, invertierbar (mit Inversem

¢), ebenso b in Z,, (mit Inversem d).
Nun fixieren wir a € Z,,, b € Z,,, beide invertierbar. Falls a - ¢ = [1],,
und b-d = [1],,, dann ist (5) das Inverse zu (3). In Z, gibt es ¢ (n)
invertierbare Elemente, in Z,, gibt es ¢ (m) invertierbare Elemente, und
somit gibt es in Z,, X Z,, genau ¢ (n) - ¢ (m) invertierbare Elemente.
2. Anzahl der invertierbaren Elemente in Z,.,: Hier gibt es ¢ (n-m) inver-

tierbare Elemente (nach der Definition von ¢).
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Damit ist

p(n-m)=@(n)-¢(m)
fiir n,m € N mit ggT (n,m) = 1 bewiesen. O

(67

Aus der Primfaktorzerlegung von n und aus ¢(p®) = p® — p®~! kann man jetzt

leicht ¢(n) durch
p(n) = o(lp")
= Ile (")
= IIn (1-2)
= I (1-2)
-T2
berechnen. Dazu noch ein Beispiel:
Beispiel: (12)=12- (1—3) - (1—3) =4=2-2=0(3) - ¢ (4).
UBUNGSAUFGABEN 1.47.

1. Fiir das RSA-Verfahren wéihlen wir p = 5,¢ = 11 und k& = 13. Chiffrieren Sie
(01,22,03,08) und dechiffrieren Sie das Ergebnis !

2. Frau Huber sendet Herrn Miiller mit dem RSA-Verfahren die Nachricht
PMOXY. Herr Miiller weifl; dass Frau Huber das RSA-Verfahren mit (n =
35,k = 5) verwendet hat (A=0, Z=25). Entschliisseln Sie die Nachricht!

3. (Mathematica)  Entschliisseln ~ Sie  (verbotenerweise) die  Nachricht
(2,3,5,7,11,13), die mit k = 13 und pq = 1334323339 verschliisselt wurde.

4. (Mathematica) [Lidl and Pilz, 1998, p. 265] In einem RSA-System ist n =
pq = 32954765761773295963 und k£ = 1031. Bestimmen Sie ¢, und entschliisseln
Sie die Nachricht

899150261120482115
(A=0,7=25).
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KAPITEL 2

Gruppen

1. Motivation

Im 19.Jahrhundert suchte man Losungsformeln fiir Gleichungen der Form

T4 apx" o+ ar+ag =0
mit a,, as, ... ,a,—1 € Q. Fiir eine quadratische Gleichung der Form 2% +pz+q =
0 erhalten wir die Losungen durch x5 = —5 £ 4/ (g)2 — q. Gleichungen drit-

ten Grades der Form 23 + az?® + bz + ¢ = 0 kann man mit den Cardano’schen
Losungsformeln 16sen; die ersten Losungsformeln stammen von Tartaglia und
Scipione del Ferro (ca. 1515). Fiir diese Losungsformeln braucht man die kom-
plexen Zahlen, auch wenn alle Losungen reell sind. Luigi Ferrari (ca. 1545) fand
Losungsformeln fiir Gleichungen vom Grad 4. In allen diesen Formeln wird ein
Verfahren angeben, die Losung aus den Koeffizienten durch Verwendung der 4
Grundrechnungsarten und dem Ziehen von Quadratwurzeln und n-ten Wurzeln
(n € N) zu bestimmen. Die Suche nach einer Auflosungsformel fiir Gleichungen
fiinften Grades blieb erfolglos. Gegen Ende des 18. und Anfang des 19. Jahr-
hunderts gelang es Ruffini, Abel und Galois, zu beweisen, dass es Gleichungen 5.
Grades gibt, deren Losungen sich nicht durch die vier Grundrechnungsarten und
Wurzelziehen finden lassen (cf. [Rotman, 1998|). Zum Beweis dieses Resultats
wurden Vertauschungen der Wurzeln eines Polynoms studiert.

Wir werden in diesem Kapitel folgendes Problem losen: Wir wollen die Sei-
tenflichen eines Wiirfels mit zwei Farben (rot und blau) einfirben. Wieviele
Féarbungen gibt es? Dabei sehen wir zwei Farbungen als gleich an, wenn sie
durch Drehen des Wiirfels ineinander iibergefithrt werden kénnen. So gibt es z.
B. nur eine Féarbung, bei der eine Flédche rot ist, und alle anderen Flichen blau
sind.

2. Definition einer Gruppe

Eine Gruppe ist eine algebraische Struktur
(G7 ) Z.u e) )
wobei - eine zweistellige Verkniipfung ist, ¢ einstellig, und e ein Element von G

ist.
st 35
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DEFINITION 2.1. Eine Menge GG zusammen mit den Operationen - : G x G — G,
1 : G — G und einem Element e € G ist genau dann eine Gruppe, wenn fiir alle
x,y, 2 € G folgende Eigenschaften gelten:

L(z-y)-z=m(y-2);
2. e-x=u
3.i(z) -z =e
Beispiel: Sei X eine Menge, und sei
Sx :={f:X — X | f ist bijektiv}.
Fiir fy, fo € Sx definieren wir f; o fy durch
fio fa(x) = fi(fo(z)) fiir alle x € X,

i(f1) als die inverse Funktion zu f;; mit idx bezeichnen wir die identische Funk-
tion auf X. Dann ist (Sx,o,4,idx) eine Gruppe.

In jeder Gruppe gelten folgende Gleichungen.
SATZ 2.2. Sei (G,-,i,e) eine Gruppe. Dann gilt:

1. Firalleze€e G : z-e
2. Fir alle z € G - i(i(2
3. Firalleze G : z-1

Beweis: Wir zeigen zunéchst (1), und wéhlen dazu z € G beliebig, aber fest. Es
gilt

N

(¢

I

(¢
t~

N

(¢
N~—

e e e e N

Il
ISEN)

Nun zeigen wir (2). Wir wihlen z € G beliebig, aber fest, und rechnen:

i(i(2)) = i(i(2)) -
=i(i(2)) - (i(2) - 2)
= (i(i(2)) -i(2)) - 2
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Fiir (3) berechnen wir

UBUNGSAUFGABEN 2.3.

1. Sei (G, -,i,e) eine Gruppe. Zeigen Sie, dass fiir alle a,b € G die Gleichung
a - x = b genau eine Losung hat.

2. Sei (G,-,i,e) eine Gruppe. Benutzen Sie das vorige Ubungsbeispiel, um zu
zeigen, dass i(e) = e, und dass fiir alle xz,y € G gilt:

i(z-y) =i(y)  i(z).

3. * Sei (G,-,i,e) eine Gruppe. Zeigen Sie durch eine Kette von Gleichungen wie
im Beweis von Satz 2.2, dass i(e) = e, und dass fiir alle z,y € G gilt:

i(z-y) =i(y)  i(z).

4. Finden Sie eine Menge H, eine Funktion - von H x H nach H, eine Funktion
¢ von H nach H, und ein Element e € H, sodass alle folgende Eigenschaften
erfiillt sind:

(a) Fir alle z,y,z € H gelten: (z-y)-z=xz-(y-2),e-z =z, z-i(x) =e.
(b) (H,-,i,e) ist keine Gruppe.

5. Zeigen Sie, dass bei einer Gruppe G die Funktion, die das inverse Element
bestimmt, und das neutrale Element der Gruppe, bereits durch die zweistel-
lige Gruppenoperation vollstindig bestimmt sind. D. h., zeigen Sie: Seien
(G,0,i1,e1) und (G, o,ig,e2) zwei Gruppen. (Die beiden Gruppen haben also
die Triagermenge G und die zweistellige Operation o gemeinsam.) Zeigen Sie
il = iQ und €] = €e9g.

Es ist erfreulich, dass man Satz 2.2 automatisch beweisen lassen kann;
die theoretische Grundlage dafiir ist die Methode von Knuth und Bendix
[Knuth and Bendix, 1970], die z. B. in [Buchberger, 1982] beschrieben
wird. Eine Implementation dieses Algorithmus, der “Larch”-prover, liefert bei
Eingabe der Gleichungen

exxr =
i(x)xx = e
(xxy)xz = xx*(y=x2)
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innerhalb weniger Sekunden folgende Konsequenzen aus diesen Gleichungen:

group.1: exr = T
group.2: i(r)xx = e
group.3: rxy*xz = wx(y*2)
group.d:  i(y)* (y*xz2) = =z
group.6: zxe = z2
group.8: i(e) e
group.10: i(i(z)) = =z
group.11: z*1i(2) e
group.12: zx (i(z)xg) = ¢
group.24: ilgxy) = i(y)=i(g)

3. Beispiele fiir Gruppen

In manchen der folgenden Beispiele geben wir eine Gruppe (G, -, 4, e) einfach als
(G,-) an.
3.1. Matrixgruppen.
1. Sei GL (n,p) die Menge aller reguléren n x n-Matrizen iiber Z,.
(GL(n,p),-, ", E™)

ist eine Gruppe.
2. Sei SL(n,p) :={A € GL(n,p) | det A = 1}.

(SL(TL,p)7 ;_17 E(n))
ist eine Gruppe.
3.2. Restklassen von Z mit Multiplikation.

1. Sei n > 2. Dann ist (Z,, ) keine Gruppe.
2. Sein > 2. (Z,\{[0].},-) ist genau dann eine Gruppe, wenn n eine Prim-

zahl ist.
3. Sei n > 2, und sei
Z," = {[z]n |z € Z und ggT (z,n) = 1}.
Dann ist (Z,",-, ', [1],) eine Gruppe mit ¢(n) Elementen.

3.3. Zyklische Gruppen. Eine Gruppe (G,-) heifit zyklisch, wenn es ein
g € G gibt, sodass

G=A{g9"|neNtU{(¢")"|neN}uU{ls}.

1. Sei n € N. (Z,,+) ist eine zyklische Gruppe mit n Elementen.
2. Sein € N. ({z € C|a™ = 1}, ) ist eine zyklische Gruppe mit n Elementen.
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3.4. Symmetriegruppen geometrischer Objekte. Wir zeichnen das
Quadrat mit den Eckpunkten (—1,—1), (1,—1), (1,1), (—=1,1), und betrachten
alle bijektiven linearen Abbildungen von R? nach R?, die das Quadrat auf sich
selbst abbilden (diese Abbildungen bezeichnen wir als Symmetrieabbildungen).

Es kann hochstens 8 solche linearen Abbildungen geben, denn 1 kann auf
hochstens vier Ecken landen, 2 muss zu 1 benachbart bleiben (hochstens zwei
Méoglichkeiten), 3 muss die andere zu 1 benachbarte Stelle einnehmen und ist
also, ebenso wie 4, durch die Lage von 1 und 2 bereits fixiert. Es gibt also
hochstens 4 -2 - 1 -1 Symmetrieabbildungen.

Die Hintereinanderausfithrung zweier Symmetrieabbildungen ist wieder eine Sym-
metrieabbildung. Die identische Abbildung ist eine Symmetrieabbildung, und
zu jeder Symmetrieabbildung d ist die inverse Abbildung wieder eine Symme-
trieabbildung. Die Menge aller Symmetrieabbildungen, mit der Hintereinander-
ausfithrung als zweistelliger Operation, ist eine Gruppe.

UBUNGSAUFGABEN 2.4.

1. Bestimmen Sie die Matrixdarstellung der acht linearen Abbildungen, die das
Quadrat mit den Eckpunkten (—1,-1), (1,—1), (1,1), (—1,1) in sich selbst
iiberfithren.

Wir bezeichnen nun eine Drehung des Quadrats um 90° gegen den Uhrzeigersinn
mit a und eine Spiegelung an der y-Achse mit b. Was konnen wir nun aus a
und b zusammenbauen? Uberlegen wir uns zunéchst einmal die folgenden beiden
Beispiele:

1.b-a=a-b

2. baba = a’bba = a*la = a* = 1.
Wir kénnen die Symmetrieabbildungen also auf zwei Arten darstellen:

1. Als Matrizen;

2. Als Worte in a und b. So ist aaabba eine Symmetrieabbildung. Beim
Rechnen beriicksichtigen wir, dass a* = 1, b> = 1, und ba = a’b gilt.
Damit konnen wir jedes Wort zu einem Wort aus der Menge

{1, a, aa, aaa, b, ab, aab, aaab}

umformen, das die gleiche Symmetrieabbildung darstellt. Daher gibt man
diese Gruppe der Symmetrieoperationen (=Symmetrieabbildungen) des
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Quadrats, die man als Dy (Diedergruppe mit 8 Elementen) bezeichnet,
auch oft so an:

D4:< a,b  |at=10= 1,ba:a3b>.
N s N 7

Erzeuger definierende Relationen

UBUNGSAUFGABEN 2.5.

1. Wir betrachten alle Abbildungen {f : C — C}, die sich als Hintereinander-

ausfithrung der Funktionen z — i -z und  — T schreiben lassen. (Dabei ist
a+ bi:=a—bi).

(a) Wieviele Funktionen lassen sich daraus zusammenbauen?

(b) Was machen diese Funktionen mit den Punkten {—1—4,1—4, 144, —1+4}?

2. Wir betrachten in R? das Sechseck mit den Eckpunkten {(Re(z),Im(z))|z €

C, 25 = 1}. Bestimmen Sie alle Deckabbildungen, die dieses Sechseck auf sich
selbst abbilden.

3. Wir betrachten in R? das Sechseck mit den Eckpunkten {(Re(z),Im(z))|z €

C, 25 = 1}. Wie konnen Sie die Gruppe aller Symmetrieoperationen dieses
Sechseckes durch Worte in a und b angeben? Was sind die “Rechenregeln”?
(Diese Rechenregeln bezeichnet man auch als definierende Relationen.)

. ¥ Als “Wort” betrachten wir eine endliche Folge von Buchstaben aus

{a,b,c,...,z}. Diese Worte verkniipfen wir durch Aneinanderhéngen, also z.B.

afcxgff = afcgff. Fir manche Worte wy,ws gilt wy * we = wo * wy, zum

Beispiel aaa * aa = aa * aaa, oder, komplizierter, avd * avdavd = avdavd * avd.
Beschreiben Sie alle Wortpaare (w1, ws), sodass wy * wy = wg * wy.

3.5. Gruppen, die durch die Gruppentafel gegeben sind. Wir defi-

nieren eine Gruppenoperation auf {0, 1,2,3} durch

+ |10 1 2 3
O |0 1 2 3
1 11 0 3 2
2 |2 3 0 1
3 13 2 10
Eine Gruppentafel sieht also so aus: Ji
9i | 9i © gj

sel

3.6. Permutationsgruppen und die Zyklenschreibweise. Fiir n € N

Spo=A{f:{1,2,... ,n} = {1,2,... ,n}| f ist bijektiv }.

Wir kénnen jedes Element von S3 so anschreiben:

(it st st0)
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Damit konnen wir

schreiben als:

g — 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
5 1 23)'\213)'’\'321)/)'’\132)'’\231)’'\3 12 '
Kiirzer ist die Zyklenschreibweise:

Ss={0,(1 2),(1 3),(23),(123),(1 3 2)}.

Wie die Zyklenschreibweise Permutationen kodiert, geht aus folgendem Beispiel
hervor.

1 2 3 4
321 5

B~ ot

J=(13)(45)=(3 1)(5 4)=(5 4)(3 1)

12345
(23541>:(1235)'

In S3 gibt es x,y, sodass x -y # y - x.
DEFINITION 2.6. Eine Gruppe (G, -, 7!, 1) ist abelsch, wenn fiir alle x,y € G die
Gleichung z -y = y - x gilt.

Die Gruppe Sj3 ist nicht abelsch:
1 2)o(1 3)=(1 3 2 £
1 3)o(1 2)=(1 2 3 '

Wir sehen also: wenn n > 3, dann ist S,, nicht abelsch.

UBUNGSAUFGABEN 2.7.

1. Geben Sie Beispiele fiir Gruppen an, die bis jetzt noch nicht erwdhnt wurden.

2. Sei (@G, ) eine abelsche Gruppe mit n Elementen. Zeigen Sie, dass fiir jedes
g € G gilt: ¢" = 1g. Hinweis: Fir G := (Z,",-) ist das der Satz von Euler.
Bemerkung: Dieser Satz gilt nicht nur fiir abelsche, sondern fir alle Gruppen.

4. Permutationsgruppen und der Satz von Cayley

DEFINITION 2.8. Sei (G,-, 7! 15) eine Gruppe und sei H C G. H heifit
Tragermenge einer Untergruppe von G <&

1.1 € H
2. Vhl,hQEH:hl-hQEHundhfleH.

(H, |axu, ' |, 1¢) ist dann eine Untergruppe von G.

UBUNGSAUFGABEN 2.9.
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1. Sei (G, Tt 1) eine Gruppe und sei H eine nichtleere Teilmenge von G, sodass
fiir alle hy, ho € H auch h1_1 -ho in H liegt. Zeigen Sie, dass H dann Trigermenge
einer Untergruppe von (G, S 1) ist.

2. Sei (G, T 1) eine Gruppe und sei H eine nichtleere Teilmenge von G, sodass
fiir alle hy,he € H auch hy - ho in H liegt. Muss H dann Tragermenge einer
Untergruppe von (G, Tt 1) sein?

3. Sei (G, L 1) eine Gruppe und sei H eine nichtleere Teilmenge von G, so-
dass fiir alle hy € H auch h; ! in H liegt. Muss H dann Trigermenge einer
Untergruppe von (G, L 1) sein?

4. Sei (G, S 1) eine Gruppe, sei H eine nichtleere Teilmenge von G, und sei e
ein Element von H. Wir nehmen an, dass (H, asm, H, e) eine Gruppe ist.
Zeigen Sie e = 1g.

5. Sei (G, L 1) eine Gruppe und sei H eine endliche nichtleere Teilmenge von
G, sodass fiir alle hy, hs € H auch hy - hy in H liegt. Muss H dann Trigermenge
einer Untergruppe von (G, L 1) sein?

Wir bestimmen die Trégermengen von Untergruppen der Gruppe S; und erhalten

W=
~=
— .
o
—~

D.
6

Die Tragermengen der Untergruppen kann man durch C ordnen, und wir erhalten
folgendes Hasse-Diagramm.

UBUNGSAUFGABEN 2.10.

1. Welche der folgenden Mengen sind Trigermengen von Untergruppen der Gruppe
Sn? (n>2).
(a) A= {f €S, |f(1) =1}
(b) B={fe5.]72) > f(}:
(c)*C={feSy|Vke{l,2,... ,n}: f(k)=k- f(1) (mod n)}.
Berechnen Sie die Anzahl der Elemente von A, B, und C'!

DEFINITION 2.11. Seien (G,-,7%,1), (H,®, % /1g) Gruppen. Eine Abbildung
¢ : G — H heifit Gruppenhomomorphismus :<

L o(g1-92) = ¢ (91) O (g2) fiir alle g1, g2 € G,
2.0 (97") = (e ()",
3. (1) = 1y.

Beispiele:
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Sei G := (R*,) und sei H := (R, +). Dann ist ¢ : R — R*, 2 — In(z) ein
Homomorphismus.

Die Abbildung
p: 4 — Ly
z = [z],

ist ein Homomorphismus von (Z, +) nach (Z,, +).

DEFINITION 2.12. Homomorphismen, die

ingektiv sind, heilen Monomorphismen

surjektiv sind, heiflen Epimorphismen

bijektiv sind, heiflen Isomorphismen

Homomorphismen von G — G heiflen Endomorphismen.

Bijektive Endomorphismen heiflen Automorphismen.

Beispiel: Seien H und K die Untergruppen von S3 mit den Tragermengen

H = {(),(1,2,3), (13,2)}, K := {(), (1,2)}.

Dann ist H isomorph zur Gruppe (Zs, +), und K isomorph zur Gruppe (Zs, +).

UBUNGSAUFGABEN 2.13.

1.

Wir haben einen Gruppenhomomorphismus als eine Abbildung ¢ : G — H
definiert, die folgende drei Bedingungen erfiillt:

(a) v(g1 G 92) = ¢(91) 1 p(g2) filr alle g1, g2 € G;

(b) plarg") = (p(91))g fiir alle g1 € G;

(c) v(lg) = 1n.
Seien G und H Gruppen, und sei ¥ eine Abbildung, die die erste Bedingung

Y(g1 -G g2) = ¥(g1) B Y(g2) fiir alle g1,90 € G

erfiillt. Zeigen Sie, dass 1 dann ein Gruppenhomomorphismus ist, das heifit,
zeigen Sie, dass ¢ auch die anderen beiden Bedinungen erfiillt. Hinweis: Starten
Sie mit der dritten Bedingung!

. Finden Sie alle Gruppenendomorphismen von (Z,, +)! Wieviele davon sind Au-

tomorphismen?

. Die Ordnung eines Gruppenelements g ist das kleinste n € N, sodass ¢g" = 1.

Sei ¢ ein Gruppenhomomorphismus. Seien G und H endliche Gruppen, und sei
¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Zeigen Sie, dass fiir jedes g € G die
Ordnung von ¢ ein Vielfaches der Ordnung von ¢(g) ist.

. Finden Sie das kleinste m € N, sodass die Gruppe (Zs3p, +) in die symmetrische

Gruppe S,,, einbettbar ist!

. Finden Sie eine 4-elementige Untergruppe der Sy, die nicht isomorph zur Z, ist.
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Seien G und H Gruppen, sei h ein Homomorphismus von G nach H. Sei A
Triagermenge einer Untergruppe von G. Zeigen Sie, dass h(A) Triagermenge
einer Untergruppe von H ist.

Seien G und H Gruppen, sei h ein Homomorphismus von G nach H. Sei
B Trigermenge einer Untergruppe von H. Zeigen Sie, dass h™}(B) = {x €
G | h(z) € B} Triagermenge einer Untergruppe von G ist.

. Zeigen Sie, dass ein Homomorphismus, der die Eigenschaft

firallex € G: h(z) =1y =z = 1¢g

erfiillt, injektiv ist.

. Seien n,m € N. Finden Sie alle Homomorphismen von (Z,,, +) nach (Z,, +).
. Zeigen Sie, dass die Abbildung f : G — G, g +— ¢~ ! genau dann ein Homomor-

phismus ist, wenn G abelsch ist.
Sei G die Gruppe ((Zz2)"™,*) mit der Verkniipfung

(5131,1'2,... 7xn)*(y17y27"' 7Z/n) = (xl@yl,l'Q@yQ,... 7$n@yn)7

wobei @ die Addition modulo 2 ist. Sei X eine Menge mit n Elementen, und sei
P(X) die Potenzmenge von X. Zeigen Sie:

H := (P(X), A) ist eine Gruppe. (Finden Sie das Inverse zu Y C X,

und das Einselement.)
Geben Sie einen Gruppenisomorphismus von H nach G an!

DEFINITION 2.14. Die Gruppe A heifit einbettbar in G (geschrieben als A — G),
wenn es einen Monomorphismus von A nach G gibt.

Da das Bild ¢ (A) = {¢ (a) | a € A} Trégermenge einer Untergruppe von G ist
(¢ sei der Monomorphismus von A nach G), ist A dann sogar isomorph zu einer
Untergruppe von G.

Also gilt: einbettbar in ... < isomorph zu einer Untergruppe von ....
Beispiel:
1. Ist S3 einbettbar in Sy 7 Wir betrachten folgende Abbildung:

2.

@ S5 — 5
fo— e,
wobei ¢(f) definiert ist durch
e(f) = {1,2,3,4} — {1,2,3,4}

f(x) fallsz <3
v {4 falls = = 4.

Die Abbildung ¢ ist ein Monomorphismus; S5 ist also einbettbar in Sj.
Ist (Z4,+) in Sy einbettbar? Da

fid,(1 23 4),(13)(24),(1432)}

Trégermenge einer Untergruppe von Sy ist, die isomorph zur Gruppe
(Z4, +) iSt, gllt (Z4, +) — 54.
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Der Satz von Cayley sagt, dass jede Gruppe in irgendeine Gruppe Sx einbett-
bar ist; anders gesagt: jede Gruppe ist isomorph zu irgendeiner Untergruppe
irgendeiner Sx.

SATZ 2.15 (Satz von Cayley). Sei G = (G,-,7',1) eine Gruppe. Dann gilt: G
ist einbettbar in (Sg, 0,1, idg).

Eine n-elementige Gruppe ist also isomorph zu einer Untergruppe der S,,.

Beweis: Sel

d: G— Sq
gr—®(g)"
wobei
(g): G—-G
T g- T

Wir zeigen nun einige Eigenschaften von &:

1. Fiir alle g € G ist ®(g) eine bijektive Abbildung von G nach G. Wir
fixieren g € G, und zeigen als erstes, dass ® (g) injektiv ist. Dazu fixieren
wir 2,y € G so, dass ®(g)(x) = ®(g)(y). Es gilt dann g -z = ¢ - y, daher
auch g1 - (g-x) = ¢!+ (g-y), und somit x = . Um zu zeigen, dass ®(g)
surjektiv ist, fixieren wir y € G und suchen ein z mit ®(g)(z) = y. Wir
finden dieses z als z := ¢~ - v.

2. & ist injektiv. Seien g,h € G. Wir nehmen an, dass ® (g) = ¢ (h) gilt.
Dann gilt auch ® (¢) (1) = ® (k) (1), also g - 1 = h - 1. Daher gilt g = h.

3. ® ist Homomorphismus. Dazu ist zu zeigen:
Vg, he G:P(g-h)=P(g)oP(h)
Wir fixieren g, h € G und zeigen:
(4.1) Vo € G O(g-h)(x) = (®(g)0 ®(h)) ().

Wir fixieren # € G und berechnen beide Seiten von (4.1). Die linke Seite
erhalten wir durch

®(g-h)(x)=1(g9-h)- =
Die rechte Seite:

(@ (g) 0 ® () (z) =  (g) (@ (h) (x))
= (g) (h-x)
=g-(h-x).
Daher ist ® ein Monomorphismus. O

Beispiel: Wir betten (Zs, +) in die Gruppe S{jg],,[1]s,2]s} €in.
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[0]3 = o, wo(r) =[0]s+z, wo=([0]3)([1]3)([2]3) = ()
[z =01, () =1z +z, @1 = ([0]3]1
2]s = @2, wa(r) =23 +2, @2=(

5. Satze von Lagrange und Fermat

SATZ 2.16. Sei H eine Tragermenge einer Untergruppe von (G,-). Wir definie-
ren auf G eine Relation durch

r~gyrtoyeH.
Dann ist ~y eine Aquivalenzrelation. Auferdem gilt:

l.e~gyexecy-H={y-h|heH};

2. Die Aquivalenzklasse von y beziiglich ~y ist die Menge vy - H

3. Alle Aquivalenzklassen haben gleich Kardinalitit, und die Kardinalitit ei-
ner solchen Klasse ist |H|.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass ~p eine Aquivalenzrelation ist.

o ~y st reflexiv: Wir fixieren © € G. Zu zeigen ist © ~y x. Das gilt, falls
x~!.x in H liegt. Da H Trigermenge einer Untergruppe von (G, -) ist, gilt
le d.

o ~y ist symmetrisch: Wir fixieren z,y € G mit x ~p y. Zu zeigen ist y ~p
r,alsoy -z € H. Dax~!' -y e Hund H Trigermenge einer Untergruppe
ist, liegt auch (z7 - )~" in H. Daher gilt auch y*- (1) =y~ L.z € H.

o ~y ist transitiv: Wir fixieren x,y, 2z € G, sodass x ~y y und y ~g z. Zu
zeigenist x ~y z. Daz™ 'y € Hundy~ 'z € H, gilt auchz~ty-y~t-z € H,
und daher z7!- 2z € H.

Nun zeigen wir die drei angegebenen Eigenschaften von ~pg:

1. “=7: Seix ~py. Zuzeigenist x € y-H. Dax ~g y, gilt x71-y € H. Es
gibt also h € H mit 27! -y = h. Dann gilt 27! = h -y~ !, und damit auch
x=y-h!. Somit gilt x € y-H. “<”: Sei h € H so, dass x = y - h. Dann
ist y~!- 2 = h, somit gilt y ~x z, und, da ~y symmetrisch ist, gilt auch

2. Sei y € GG. Wir suchen die Menge

Wy~ ={r€G | z ~ny}

Wegen Eigenschaft (1) ist diese Menge gegeben durch {x € G | © ~y y} =
y - H. Die Menge [y]. schreibt man oft auch als y/ ~.
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3. Fiir alle y € G ist die Abbildung

bijektiv.

Die letzte Eigenschaft sagt, dass alle Aquivalenzklassen der Relation ~p gleich
viele Elemente haben. Das ergibt folgende Konsequenz:

SATZ 2.17 (Satz von Lagrange). Sei H Tragermenge einer Untergruppe von
(G, ), wobei G endlich ist. Dann gilt: |H| teilt |G|.

Die Anzahl der Elemente von G heifit auch die Ordnung von G. Der Satz von
Lagrange sagt also, dass die Ordnung einer Untergruppe ein Teiler der Ordnung
der Gruppe ist.

DEFINITION 2.18. Sei GG eine Gruppe und g € G. Die kleinste Untergruppe
von (G, die g enthélt, heifit die von g erzeugte Untergruppe. Wir kiirzen die
Trégermenge der von g erzeugten Untergruppe mit (g) ab.

Wie kann (g) aussehen?

1. Fall: Es gibt n € N mit g" = 1: Dann gilt (g) = {¢*,¢% ... ,9™ =1},
wobei m das kleinste m € N mit ¢ = 1 ist. Die Gruppe ((g),-) ist dann
isomorph zu (Z,,,+).

2. Fall:  Es gibt kein n € N mit ¢ = 1: Dann gilt (g9) =
{....97%9 4 15,9,9%...}. Die Gruppe ((g9),-) ist dann isomorph zu
(Z,+).

Eine Gruppe G die ein g € G besitzt, sodass (g) = G, heiit zyklisch. Jede
zyklische Gruppe ist isomorph zu einem (Z,,, +) (m € N), oder zu (Z, +).

DEFINITION 2.19. Sei (G,-) eine Gruppe, und sei g ein Element von G. Mit
ord (g) (Ordnung von g) bezeichnen wir das kleinste m € N, sodass ¢ = 1g,
falls es ein solches m gibt; sonst schreiben wir ord g = oo.

Beispiel: Wir berechnen die Ordnung zweier Elemente der Gruppe (Zs\ {0}, ).
Es gilt ord ([2]5) = [(9)] = {2,4,3,1}| =4, und ord ([4]5) = |{4, 1}| = 2.

SATZ 2.20 (Satz von Fermat). Sei (G, -) eine endliche Gruppe und sei g € G.
Dann gilt:

1. ord (g) teilt |G|;
2. ¢l =1g.

Beweis: Die Gruppe ((g),-) hat ord(g) Elemente. Nach dem Satz von La-
grange teilt also ord (g) die Zahl |G|. Die zweite Eigenschaft zeigen wir so:
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Aus der Definition von ord(g) erhalten wir ¢°4@) = 15. Daher gilt auch
<]

gl = (gord ) oato = 1.

Der Satz von Fermat liefert auch ein Ergebnis aus der Zahlentheorie. Fiir Z) :=

{[]n | € Z und ggT(xz,n) = 1} hat die Gruppe (Z,-) genau ¢(n) Elemente.

Fiir jedes Element a dieser Gruppe gilt daher a?™ = [1],,.

Fiir jede Permutation 7 € S, gilt: 7™ = id. Das hat Konsequenzen in der
Kryptologie: Eine Verschliisselungsabbildung £ ist oft eine Permutation einer
endlichen Menge; es gibt also ein n € N, sodass E"(z) = z. Kennt man also
E(z) und die Funktion E, so iteriert man die Anwendung von E so lange, bis
man E™"(x) = E(z) erhdlt. Dann ist E"(x) der gesuchte Klartext (repeated
encryption).

6. Die Abzihltheorie von Pdlya

Wir I6sen folgendes Problem: Auf wieviele Arten kann man die Ecken eines
Quadrats mit drei Farben farben? Dabei sehen wir zwei Farbungen als gleich
an, wenn man sie durch Drehungen oder Spiegelungen des Quadrats ineinander
iiberfithren kann.

DEFINITION 2.21 (Gruppenoperation). Sei (G,-) eine Gruppe und X eine
Menge. Eine Verkniipfung * : G x X — X heifit Gruppenoperation, falls gilt:

1. Firalleé € X @ 1g %€ =¢;
2. firalle g,h,e Gund £ € X : g+ (hx&) = (g-h)*&.

Diese Gruppenoperationen geben uns eine Moglichkeit, ein mathematisches Mo-
dell fiir das Féarbeproblem zu finden. Eine Farbung ist eine Funktion von der
Menge der Ecken {1,2,3,4} in die Menge der Farben {r,b,g}. Die Menge aller
Féarbungen X ergibt sich also als:

X = {f :{1,2,3,4} — {r,b,g}}.
Jede Symmetrieoperation des Quadrats ist eine Permutation der vier KEck-

punkte. Alle Symmetrieoperationen erhalten wir aus folgendem Dialog mit GAP
[GAP, 1999]. Diese Symmetriegruppe nennen wir Dj.

gap> D4 := Group ((1,2,3,4), (1,2)(3,4));

Group([ (1,2,3,4), (1,2)(3,4) 1)

gap> AsList (D4);

[ O, (2,4, (1,2)(8,4), (1,2,3,4), (1,3), (1,3)(2,4), (1,4,3,2), (1,4)(2,3) 1]
gap>

Zwei Farbungen «, (8 sind gleich, wenn es ein g aus der ”Symmetriegruppe” gibt,

sodass fiir alle Eckpunkte z € {1,2, 3,4} gilt:

Blg(2)) = a(2).
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Wir definieren nun eine Gruppenoperation von D, auf der Menge X der
Féarbungen:
*x 1 GxX — X
(9.0) — gxa,

wobei

gxa @ {1,2,3,4} — {1,2,3,4}

2 — algT(2)

(Die néherliegende Definition g*a(z) := a(g(z)) ergibt keine Gruppenoperation.)

DEFINITION 2.22. Sei GG eine Gruppe, X eine Menge und * eine Gruppenopera-
tion von G auf X. Wir bezeichnen ¢ und n in X als G-dquivalent, falls es ein
g € G gibt, sodass £ = g *n. Wir schreiben dafiir £ =g 7.

Es gilt also
Exgn:edgeG:gx&=n.

SATZ 2.23. Sei G eine Gruppe, X eine Menge und * eine Gruppenoperation von
G auf X. Dann gilt:

1. =q ist eine A'quivalenz(elation.
2. Fiir ein & € X ist die Aquivalenzklasse £/ ~qg= {n € X | n =g &} gegeben
durch

neX|n=cét={9+&|geG}.

G*& = {gx& | g € G} heifit “Bahn” oder “Orbit” von £ unter der Operation von
G. Wenn wir also die nichtdquivalenten Farbungen des Quadrats zéhlen wollen,
dann miissen wir die Anzahl der Bahnen der Gruppenoperation von D, auf der
Menge der Farbungen X berechnen. Diese Anzahl der Bahnen erhalten wir aus
folgendem Satz:

SATZ 2.24 (Frobenius-Burnside-Lemma). Sei G eine Gruppe, sei X eine Menge,
und sei x eine Gruppenoperation von G auf X. Sein die Anzahl der Bahnen von
G auf X. Dann gilt:

n= g L IFix (o).

geG

wobei Fix (g) = {6 € X | gx& =&}

Bevor wir diesen Satz beweisen, wenden wir ihn auf das Abzéahlproblem an. Wir
berechnen also Fix (g) fiir alle Elemente ¢ € G. Wir tun das zum Beispiel fiir
g = (1,4,3,2). Eine Farbung « liegt in Fix (g), falls fiir alle z € {1,2, 3,4} gilt:
a(z) = a(g(z)). Damit gilt: a(1) = a(4), a(4) = a(3), a(3) = a(2), a(2) = a(1).
Also liegen in Fix (g) alle Farbungen, die alle 4 Eckpunkte gleich fiarben. Das
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sind, bei drei Farben, genau drei Stiick. Fiir ¢ = (1,2)(3,4) liegen genau jene
Féarbungen in Fix (¢), die a(1) = a(2) und «(3) = a(4) erfiillen. Das sind 3-3 =9
Stiick. Fiir g = (1, 3) werden genau die Féarbungen von g fixiert, bei denen 1 und 3
gleich gefiarbt werden. Das sind 27 Farbungen. Der Satz von Burnside-Frobenius
ergibt also fiir die Anzahl n der Farbungen

1
:§(34+33+32+31+33+32+31+32).

Es gibt also 21 verschiedene Farbungen.

Beispiel: Wir farben ein Sechseck mit den Farben rot und blau so, dass drei
Ecken rot und drei Ecken blau sind. Zwei Farbungen des Sechsecks seien
gleich, wenn sie durch Drehung ineinander iibergefithrt werden kénnen. Wie-
viele Farbungen gibt es 7

Die Menge X aller Farbungen ist gegeben durch

X={¢ | ¢:{12 9 {r})] =

({})] =3}
Auf dieser Menge X operiert die Gruppe G (Untergruppe der Sg) durch

gre(2) =9 (g7 (2))

Wir suchen die Anzahl der Bahnen der Gruppe GG auf X. Nach dem Frobenius-
Burnside-Lemma erhalten wir fiir diese Anzahl n = ﬁ >_gec IFix(g)| mit

Fix(g9) ={p € X [ g* ¢ = ¢}.

Welche Permutationen auf {1,2,...,6} liegen in der “Drehgruppe des Sechs-
ecks”? Wir finden die Drehungen:

G ={(),(123456), (135) (246) , (14) (25) (36) , (153) (264) , (165432)} .

Wir erhalten die Tabelle:

3

) 6)

Die Anzahl der Bahnen ergibt sich als n = ¢ - (20 +2-2) = 4.

Wieviele verschiedene Farbungen eines Sechsecks gibt es, wenn wir zwei
Farbungen als gleich betrachten, wenn sie durch Spiegelungen und Drehungen
des Sechsecks ineinander iibergehen? Wieder sollen drei Eckpunkte rot und drei
blau sein. Wir erhalten folgende Tabelle:

x ()
X (123456)

x (135) (246)
x (14) (25) (3
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0 (5) =20
(26) (35) (1) (4) 4
(13) (46) (2) (5) 4
(15) (24) (3) (6) 4
4% { (12)(36) (45) |0
2 x { (123456) 0
2 x { (135)(246) |2

Wir bekommen nun fiir die Anzahl n der Bahnen n = % (204124 4) = 3.

Beweis des Satzes von Frobenius-Burnside: Wir zéhlen die Elemente der Menge
I auf zwei Arten, wobei

Fi={(9,8 g€ G,{e X gx§=¢F
Wir erhalten

[Fl=Y H{¢eX:gx&=¢} =) [Fix(g)

geG geqG

und

F|=) {geG:g«e=¢}.

feX

Die Menge {g | g *& = &} heifit Stabilisator von . Wir schreiben dafiir auch
stabg(£) = Ge. Wir zeigen zunéichst, dass fiir alle £ € X gilt:

Gl
|stabg &|

Die Abbildung ¢ : G — G &, g — gx¢ ist surjektiv. Auerdem gilt ¢ (¢g) = ¢ (h),
falls gx& = hx€. Das gilt genau dann, wenn g~ !-h € stabgé. Nunist S := stabgé
eine Untergruppe von G. Die Gleichheit ¢ (¢g) = ¢ (h) gilt also genau dann, wenn
g1 -h e S. Jedes Element in G * £ hat also genau |S| Urbilder unter ¢, und es
gilt:

(6.1) |IG+&l={g*€&|ge G} = GroBe des Orbits von & =

1S]-1G x €] = |-

Wir bekommen also:

d HgeGigxe=¢=> |stabsg]

gexX 139,
-
22Ja g
Wir wéhlen nun Repréasentanten fiir die Orbits. Wir wahlen also &1, &, ... , &, so,

dass Gx&NG*E =0, und Gx&E UG *&U--- UG *E, = X. Alle Elemente n
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in G x & erfiillen G xn = G x&. Wir verwenden diese Eigenschaft, und rechnen:

|G zn: Gl
= |G * €| o |G * &,
=n-|G|.

Die Anzahl der Elemente von F' ist also n - |G|. Wir erhalten also:

S [Fix(g)| = |G| .

geG

UBUNGSAUFGABEN 2.25.

1. Wir farben die Ecken eines regelméfigen Fiinfecks mit den Farben rot, blau, und
gelb.

(a) Wieviele Moglichkeiten gibt es, die Ecken zu firben, wenn wir zwei
Féarbungen als gleich ansehen, wenn sie durch eine Drehung des Fiinfecks
ineinander iibergefiihrt werden kénnen?

(b) Wieviele Moglichkeiten gibt es, die Ecken zu firben, wenn wir zwei

Féarbungen als gleich ansehen, wenn sie durch Drehungen und eine Spie-

gelungen des Fiinfecks ineinander iibergefiihrt werden kénnen. (Hinweis:

es gibt jetzt 10 Symmetrieoperationen.)

2. Wir farben Fliachen eines Wiirfels.

(a) Wieviele verschiedene Fiarbungen gibt es, wenn wir zwei Farben nehmen

und zwei Farbungen als gleich betrachten, wenn sie durch eine Symme-

trieoperation des Wiirfels ineinander iibergefithrt werden koénnen. Dabei

operiert auf den Fliachen {1,2,3,4,5,6} des Wiirfels die Untergruppe der

Sg, die von (4,2,3,5),(1,2,6,5),(3,1,4,6) erzeugt wird. Thre Elemente

entnehmen Sie dem folgenden Dialog mit GAP (steht fiir Groups - Algo-

rithms -Programming, ein in Aachen und St. Andrews entwickeltes, im

wesentlichen frei verfiighares Gruppentheoriesystem [GAP, 1999)]):

gap> G := Group ((4,2,3,5), (1,2,6,5), (3,1,4,6));

Group([ (2,3,5,4), (1,2,6,5), (1,4,6,3) 1)

gap> Size (G);

24

gap> AsList (G);

[ O, (2,3,5,4), (2,4,5,3), (2,5)(3,4), (1,2)(3,4)(5,6), (1,2,3)(4,6,5),
(1,2,4)(3,6,5), (1,2,6,5), (1,3,2)(4,5,6), (1,3,6,4), (1,3)(2,5)(4,6),
(1,3,5)(2,6,4), (1,4,2)(3,5,6), (1,4,6,3), (1,4)(2,5)(3,6),
(1,4,5)(2,6,3),

(1,5,6,2), (1,5,4)(2,3,6), (1,5,3)(2,4,6), (1,5)(2,6)(3,4), (1,6)(3,4),
(1,6)(2,3)(4,5), (1,6)(2,4)(3,5), (1,6)(2,5) ]

(b) Wieviele verschiedene Férbungen gibt es mit 3, wieviele mit n Farben?
3. Auf wieviele verschiedene Arten konnen Sie die Ecken eines Quadrats mit drei
Farben firben, wenn jede Farbe wirklich vorkommen soll? Dabei sind zwei
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Féarbungen gleich, wenn sie durch eine Symmetrieoperation des Quadrats inein-

ander iibergefiithrt werden kénnen.

gap> G := Group ((1,2,3,4), (1,2) (3,4));’

Group([ (1,2,3,4), (1,2)(3,4) 1)

gap> Size (G);

8

gap> AsList (G);

[ O, 2,4, 1,2@G,4, (1,2,3,4), (1,3), (1,3(2,4, (1,4,3,2), (1,4)(2,3) ]

4. Auf wieviele verschiedene Arten konnen Sie die Ecken eines Quadrats mit drei
Farben farben, wenn zwei Farbungen dann als gleich angesehen werden, wenn
sie durch Vertauschung der Farben ineinander {ibergefiihrt werden kénnen? Das
Quadrat diirfen wir dabei nicht bewegen. Auflerdem miissen bei einer Farbung
nicht alle 3 Farben vorkommen. Hinweis: Sie brauchen eine neue Gruppenope-
ration. Es operiert jetzt die S3 auf den Farbungen. Aber wie?
gap> G := Group ((1,2), (1,2,3));

Group([ (1,2), (1,2,3) 1)
gap> AsList (G);
[ O, (2,3, (1,2), (1,2,3), (1,3,2), (1,3) ]

7. Kongruenzrelationen auf Gruppen

DEFINITION 2.26. Sei (G, o) eine Gruppe, und sei ~ eine Relation auf G. Diese
Relation ~ ist kompatibel mit o, wenn fiir alle g1, g2, h1, ho € G mit g1 ~ go und
hi ~ hs auch

giohy ~gaohy

gilt. Eine Aquivalenzrelation auf G, die kompatibel mit o ist, heiit Kongruenz-
relation auf (G, o).

Beispiel: Auf der Gruppe (Z, +) ist die Relation ~, die durch
r~y e bteilt v —y
definiert ist, eine Kongruenzrelation.
UBUNGSAUFGABEN 2.27.
1. Sei (G, o) eine Gruppe, und sei ~ eine Kongruenzrelation auf (G,o). Seien

a,b € G so, dass a ~ b. Zeigen Sie a=! ~ b1,

Sei (G, o) eine Gruppe und sei ~ eine Kongruenzrelation Auf der Menge G/
aller Klassen modulo ~ definieren wir folgende Verkniipfung ©.

g1/~ ©® ga/~ :=(g10g2) /~ fir alle g1,92 € G.
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Wir miissen nachweisen, dass ©® wohldefiniert ist. Dazu ist zu zeigen, dass g ~ ¢’
und h ~ h' impliziert, dass g o h ~ ¢’ o h' gilt. Das gilt, weil ~ eine Kongruenz-
relation ist.

Wir beschreiben jetzt alle Kongruenzrelationen auf einer Gruppe.

SATZ 2.28. Sei (G,o0) eine Gruppe, und sei ~ eine Relation auf G. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

1. Die Relation ~ st eine Kongruenzrelation auf G.

2. Es gibt eine Untergruppe (N, o) von (G, 0), sodass gilt:
(a) Ve GVne N : glonoge N (Normalteilereigenschaft)
(b) Vo,y e G : s~y axtoye N

Wenn N die Triagermenge einer Untergruppe von (G, o) ist, die die Eigenschaft
firalle g€ G,neN : g lonoge N
erfiillt, dann heifit N Normalteiler von (G, o).
Beispiele:
e Sei G = (Z,+), N ={5-z|z€Z}. Dann ist N ein Normalteiler von
(2, +).
e Sei (G, -) abelsch. Dann ist jede Tragermenge einer Untergruppe ein Nor-

malteiler von G.
e In S5 sind folgende Untergruppen Normalteiler:

Es gilt (132) o (12) o (123) = (13), daher ist die Menge {(), (12)} kein
Normalteiler.

Beweis von Satz 2.28: Wir zeigen zunéchst die Implikation (1) = (2):

Wir fixieren eine Kongruenzrelation ~ auf G. Wir behaupten, dass
N:={zreGlz~I1g}

ein Normalteiler ist, und dass die Bedingung

(7.1) r~yeszloyeN

erfiillt ist. Zunéchst zeigen wir, dass N Trigermenge einer Untergruppe von
(G, 0) ist. Wir fixieren z,y € N und zeigen z~' € N. Wir wissen, dass z ~ 1g
gilt. Da ~ eine Kongruenzrelation ist, gilt auch 27! oz ~ 27! 0 15. Daher gilt
lg ~ 2! und somit auch 7! € N. Nun zeigen wir, dass auch z oy € N liegt.
Wir wissen © ~ 1g und y ~ 1g; also gilt x oy ~ 15 0 1¢ = 1¢, und daher liegt
royin N.

Um zu zeigen, dass N ein Normalteiler von (G, o) ist, fixieren wir ¢ € G und
n € N und zeigen g-'onog € N. Das Element g=! on o g liegt in N, falls
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g lonog~ 1g gilt. Wir wissen, dass n ~ 15 gilt. Daher gilt g~ on ~ g~
g tonogn~lg.

I und

Nun zeigen wir, dass die Eigenschaft (7.1) ebenfalls erfiillt ist: wir zeigen zuerst
die Implikation “=". Wir fixieren x,y € G mit  ~ y. Dann gilt auch 7' oz ~
x~toy, und somit liegt z 'oy in N. Fiir “<” fixieren wir z,y € G mit = 'oy € N.
Es gilt dann 27! oy ~ 1, und daher auch z oz toy ~ x 0 1, und somit y ~ x.

Jetzt zeigen wir die Implikation: (2) = (1): Sei N ein Normalteiler von G und
~ definiert durch

1

r~y&sS o oye N

Wir miissen zeigen, dass ~ eine Kongruenzrelation ist. Dazu fixieren wir
T1,%2,Y1,Y2 € G mit x; ~ xo und y; ~ yo. 7Zu zeigen ist xy o y; ~ To 0 Yo,
d.h.,
-1

(T10y1)  oxaoys €N,

also
-1 -1 N

Y, Oy O0To0Yy € IV.

Wir haben ein n € N, sodass 2] ' o x5 = n. Dann ergibt sich

yrloait ooy =y lonoy,
=y lonoyoy oy
Der letzte Ausdruck liegt in N.

Wenn (G,o0) eine Gruppe und N ein Normalteiler von (G,o) ist, dann ist
~y:={(x,y) € G x G|z7' oy € N} eine Kongruenzrelation von (G, o). Die
Faktorgruppe (G/~y, ®) schreibt man auch einfach als G/N. Die Gruppe G/N
heifit Faktorgruppe von G' modulo N.

SATZ 2.29. Seien (G,-) und (H,-) Gruppen und sei ¢ : G — H ein Homomor-
phismus. Dann ist ker p = {z | ¢ () = 1y} ein Normalteiler von G. Auflerdem
gilt fiir alle z,y € G, dass x~' -y genau dann in ker o liegt, falls o(x) = p(y).

Fiir einen Gruppenhomomorphismus ¢ von (G, -) nach (H, ) bezeichnen wir mit
im ¢ die Menge {¢(g)|g € G}. Die Menge im ¢ ist dann Trigermenge einer
Untergruppe von (H,-), und es gilt folgender Satz:

SATZ 2.30. Seien (G,-) und (H,-) Gruppen und sei ¢ : G — H ein Homomor-
phismus. Dann ist die Gruppe (im @, -) isomorph zur Faktorgruppe G/ ker .

SaTz 2.31 (Satz von Sylow). Sei p eine Primzahl, sei a € N, und sei m € N so,
dass ggT (p,m) = 1. Sei G eine Gruppe mit p* - m Elementen. Dann hat G eine
Untergruppe mit p* Elementen.

Beispiel: Jede 12-elementige Gruppe hat eine Untergruppe mit 4 Elementen.
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