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KAPITEL 1

Endliche Körper

1. Definition endlicher Körper

DEFINITION 1.1. Ein Ring mit EinsR = (R,+,-, ×,0,1) ist einKörper, wenn

(1) |R| ³ 2,
(2) für allex, yÎ Rgilt x × y = y × x,
(3) für allex Î R � {0} gibt es einy Î Rmit x × y = 1.

ÜBUNGSAUFGABEN1.2.

(1) Zeigen Sie, dass es in einem Körper für jedesx höchstens einy mit x × y = 1 geben
kann.

(2) Zeigen Sie, dass das Produkt zweier Elemente in einem Körper nur dann 0 ist, wenn
einer der Faktoren gleich 0 ist.

In einem Körper hat jedes Elementa ¹ 0 genau ein multiplikativ inverses Element;
wir bezeichnen es mita-1. Für jede Primzahlp ist der RingZp ein Körper.

2. Körper aus irreduziblen Polynomen

Sei f ein Polynom inK[x]. Füra, bÎ K[x] definieren wir

a º b (mod f ) ,

falls f |a- b. Wir definieren

[a] f := {a+ q × f ||| q Î K[x]}.

Jede Restklasse modulof enthält genau ein Polynom, dessen Grad kleiner als deg( f )
ist.

SATZ 1.3. SeiK ein Körper, sei fÎ K[x]mit deg( f ) ³ 1, und sei aÎ K[x]. Dann gibt
es genau ein bÎ K[x], sodassdeg(b) < deg( f ) und[a] f = [b] f .

Beweis:Wir zeigen als erstes, dass es so einb gibt: Durch Division erhalten wirq und
r in K[x], sodass

a = q × f + r und deg(r) < deg( f ).
Wir setzenb := r. Es gilt [a] f = [a - q × f ] f = [r] f = [b] f . Nun zeigen wir, dass es
höchstens ein solchesb geben kann. Seienb1, b2 Î K[x] so, dass[b1] f = [b2] f und
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deg(b1) < deg( f ), deg(b2) < deg( f ). Dann gilt f |b2- b1. Dab2- b1 kleineren Grad als
f hat, giltb2 - b1 = 0.à

Wir kürzen den Restr der Division vona durch f mit

a mod f

ab. Es gilt alsoa º b (mod f ) genau dann, wenna mod f = b mod f .

Wenn f ein Polynom inZp[x] vom Gradn ist, gibt es genaupn Restklassen modulo
f . Um zu bestimmen, ob zwei Polynome zur gleichen Restklasse modulof gehören,
kann man ihren Rest bei der Division durchf bestimmen. Die folgende Mathematica-
Funktionen berechnen Quotient und Rest einer Division inZp[x].

Deg [f_, var_] := Length [ CoefficientList [ f, var ] ] - 1;
(* Berechnet den Grad des Polynoms f in der Variablen var *)

Lcf [f_, var_] := CoefficientList [f, var] [[Deg[f,var] + 1]];
(* Liefert den fuehrenden Koeffizienten von f

in der Variablen var *)

PolynomialQuotientP [f_,g_,var_,p_] :=
(* Liefert das q, sodass es r mit deg r < deg g gibt, sodass

f = q*g + r. Alle Rechnungen in Z_p [x]. *)
Module[{lf, lg, f1, g1,q},

f1 = PolynomialMod[f,p];
g1 = PolynomialMod[g,p];
If [Deg[g1, var] > Deg[f1, var],

0,
lf = Lcf [f1, var];
lg = Lcf [g1, var];
q = lf * PowerMod[lg, -1, p] * var^(Deg[f1,var]-Deg[g1,var]);
(* compute return value *)
q + PolynomialQuotientP [

PolynomialMod [f1 - q * g1, p],
g1,
var,
p]

]];

PolynomialRemainderP [f_,g_,var_,p_] :=
(* Liefert den Rest bei der Division von f durch g *)

PolynomialMod [f - g * PolynomialQuotientP [f,g,var,p], p];
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SeiK[x]/ f definiert durch

K[x]/ f := {[a] f ||| a Î K[x]}.

Auf K[x]/ f definieren wir+,-, × durch

[a] f + [b] f := [a+ b] f
[a] f - [b] f := [a- b] f
[a] f × [b] f := [a × b] f .

SATZ 1.4. SeiK ein Körper, und sei fÎ K[x]. Dann istIK[x]/ f ,+,-, ×, [0] f , [1] f M ein
Ring mit Eins.

SATZ 1.5. SeiK ein Körper, und sei fÎ K[x] irreduzibel überK. Dann istK[x]/ f
ein Körper.

K[x]/ f wieder ein kommutativer Ring mit 1. Es bleibt zu zeigen, dass jedesh Î
K[x]/ f mit h ¹ [0] f invertierbar ist. Seih¢ Î K[x] so, dassh = [h¢] f . Da f irreduzibel
ist, undh¢ kein Vielfaches vonf ist, gilt ggT(h¢, f ) = 1. Es gibt alsou, v Î K[x],
sodassu × h¢ + v × f = 1. Es gilt also[u] f × [h

¢
] f = [u × h

¢
] f = [1- v × f ] f = [1] f . à

WennK ein endlicher Körper mitq Elementen ist, undf ein überK irreduzibles
Polynom vom Gradn, dann istK[x]/ f ein Körper mitqn Elementen. Wenn wir al-
so irreduzible Polynome überZp finden, können wir daraus größere endliche Kör-
per konstruieren. In [Lidl and Niederreiter, 1983, p.142, 3.27] finden wir eine untere
Schranke für die Anzahl der irreduziblen Polynome über einem endlichen Körper.

SATZ 1.6. SeiK ein endlicher Körper mit q Elementen. Von den qn normierten Poly-
nomen vom Grad n überK sind zumindest12nqn Polynome irreduzibel.

Der folgende Satz liefert einen Test, ob ein Polynom irreduzibel über einem endlichen
Körper mitq Elementen ist.

SATZ 1.7. SeiK ein Körper mit q Elementen, sei nÎ N und sei fÎ K[x]mit deg( f ) =
n. Äquivalent sind:

(1) Für alle i Î {1,2,¼, dn2t} gilt:

ggT( f , xqi
- x) = 1.

(2) f ist irreduzibel überK.

3. Eigenschaften endlicher Körper

Für n Î N kürzen wir 1+ 1+µ + 1«¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬­¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬®
n mal

mit n * 1 ab.
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DEFINITION 1.8. SeiK ein Körper und seiN die Menge, die durch

N = {n Î N ||| n * 1 = 0}

definiert ist. WennN leer ist, dann definieren wir dieCharakteristikvonK als 0, wenn
N nicht leer ist, dann definieren wir dieCharakteristikvonK als das kleinste Element
in N.

Für einen endlichen Körper ist die Charakteristik also das kleinstea Î Nmit a*1 = 0.
Die Charakteristik vonZp ist p.

SATZ 1.9. SeiK ein endlicher Körper. Dann ist seine Charakteristik eine Primzahl.

Beweis:DaK endlich ist, gibt esa, bÎ Nmit a > b unda*1 = b*1, also(a-b)*1 = 0.
Wir zeigen nun, dass

min{n Î N ||| n * 1 = 0}

eine Primzahl ist. Seip dieses Minimum. Wenn esc, d < p gibt, sodasscd = p, dann
gilt (c * 1) × (d * 1) = 0, also entwederc * 1 = 0 oderd * 1 = 0. Das widerspricht der
Minimalität von p. Also ist p eine Primzahl.à

SATZ 1.10. SeiK ein endlicher Körper mit q Elementen, und sei p die Charakteristik
vonK. Dann gibt es ein nÎ N, sodass q= pn.

SATZ 1.11. SeiE ein Körper der Charakteristik p mit q= pm Elementen. Dann gilt
für alle x, yÎ E:

(1) (x+ y)p = xp
+ yp.

(2) xq
= x.

Beweis:(1): Nach dem binomischen Lehrsatz gilt

(x+ y)p = xp
+

p-1

â

i=1

I

p
i M * xiyp-i

+ yp.

Da I p
i M für alle i Î {1,2,¼, p-1} Vielfache vonp sind, gilt(x+ y)p = xp

+ yp. (2): Wir
verwenden den Satz von Fermat für die Gruppe(E*, ×) und erhalten, dass allex ¹ 0 die
Gleichungxq-1

= 1 erfüllen.à

ÜBUNGSAUFGABEN1.12.

(1) SeiK ein Körper der Charakteristikp, seim Î N, und seienx, y Î K. Zeigen Sie:
(x+ y)p

m
= xpm

+ ypm
.

(2) SeiK ein Körper, und seif Î K[x]. SeienΑ1,Α2,¼,Αk Î K paarweise verschiedene
Nullstellen vonf . Zeigen Sie, dassÕ(x- Αi) ein Teiler vonf in K[x] ist.

(3) Zeigen Sie, dass ein Polynom inK[x] vom Grad£ n, dasn + 1 verschiedene Null-
stellen hat, automatisch das Nullpolynom sein muss.
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DEFINITION 1.13. SeiK ein endlicher Körper mitq Elementen. Ein ElementΑ Î K
ist einprimitives ElementvonK, wenn

K = {0} Ç {1,Α,Α2,Α3,¼,Αq-2
}.

Ein Element ist also genau dann primitiv, wenn jedes von Null verschiedene Körper-
element eine Potenz vonΑ ist.

DEFINITION 1.14. SeiK ein endlicher Körper, und seiΑ Î K � {0}. Die Ordnungvon
Α in K ist gegeben durch

ord(Α) := min{k Î N ||| Αk
= 1}.

LEMMA 1.15. SeiK ein endlicher Körper mit q Elementen, und seiΑ Î K � {0}, und
sei mÎ N so, dassΑm

= 1. Dann gilt:

(1) Die Ordnung vonΑ ist ein Teiler von m.
(2) Die Ordnung vonΑ ist ein Teiler von q- 1.

Für n Î N ist j(n) die Anzahl der zun teilerfremden Elemente in{1,2,¼, n- 1}.

SATZ 1.16. SeiK ein endlicher Körper mit q Elementen. Dann gibt es genauj(q- 1)
primitive Elemente inK.

Beweis: Wir zeigen zunächst, dassK zumindest ein primitives ElementΑ besitzt. Sei
h := q - 1. Fürh = 1 undq = 2 ist 1 ein primitives Element. Wir nehmen also nun
h ³ 2 an. Wir bilden die Primfaktorzerlegung vonh und finden alsoN Î N, Primzahlen
p1, p2,¼, pN undr1, r2,¼, rN Î N sodass

h =
N

ä

m=1

pm
rm.

Wir werden nun für jedesi Î {1,2,¼, N} ein Elementai und ein Elementbi Î K � {0}

wählen: Es gilth
pi

< h. Da das Polynomx
h
pi -1 höchstenshpi

Nullstellen hat, gibt es ein

Elementai Î K � {0}, sodassai

h
pi ¹ 1. Wir setzen

bi := ai

h
pi

ri .

Es gilt dann

(3.1) bi
pi

ri
= 1.

Sei nunk die Ordnung vonbi, also das kleinsten Î N, sodass(bi)
n
= 1. Aus Glei-

chung (3.1) folgt, dass
k|pi

r i .

Folglich gibt es einsi Î {0,1,¼, ri}, sodassk = pi
si . Wir zeigen nun

(3.2) si = r i.
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Nehmen wir ansi £ r i - 1. Dann gilt

bi
pi

ri-1
= 1,

also
ai

h
pi = 1.

Das widerspricht der Wahl vonai; dieser Widerspruch beweist (3.2). Die Ordnung von
bi ist alsopi

r i . Wir bilden nun

c =
N

ä

i=1

bi.

Klarerweise giltch
= 1. Wir zeigen nun, dassc wirklich Ordnungh hat. Wennc

kleinere Ordnung hätte, dann gibt es einj Î {1,¼, N}, sodassc
h
pj = 1. Daher gilt

(3.3)
N

ä

i=1

bi

h
pj = 1.

Falls i ¹ j, so gilt pi
r i |

h
p j

. Wegen (3.1) sind also Faktoren in (3.3) miti ¹ j gleich 1.

Wir erhalten also
bj

h
pj = 1.

Dabj wegen (3.2) die Ordnungpj
r j hat, gilt pj

r j |
h
p j

. Daher giltpj
r j+1
|h, was im Wider-

spruch zur Primfaktorzerlegung vonh steht. Das Elementc hat also wirklich Ordnung
h, und ist somit ein primitives Element vonK.

Man kann dann zeigen, dass die primitiven Elemente vonK genau die Elemente in
{ci
||| i Î {1,2,¼, q- 1} und ggT(i, q - 1) = 1} sind.à

SATZ 1.17. Sei nÎ N, n ³ 6. Dann gilt j(n) ³ n
6 log(log(n)) . (Dabei nehmen wir den

Logarithmus zur Basis e.)

SATZ 1.18. SeiK ein Körper mit q Elementen, und seiΑ Î K. Dann istΑ genau dann
primitiv, wenn für jede Primzahl p, die q- 1 teilt, folgendes gilt:

Α
q-1

p ¹ 1.

SATZ 1.19. Sei p eine Primzahl, sei mÎ N, und sei q= pm. Sei f ein normiertes, über
Zp irreduzibles Polynom inZp[x] vom Grad m. Dann ist jeder Körper mit q Elementen
zuZp[x]/ f isomorph.
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