Unterlagen zu
endlichen Korpern

Erhard Aichinger

Linz, im November 2005 Alle Rechte vorbehalten






KAPITEL 1

Endliche Kdrper

1. Definition endlicher Korper

DEFINITION 1.1. Ein Ring mit EinR = (R,+,—,-,0,1) ist einKdrper, wenn

(1) IR = 2,
(2) furallex,ye Rqilt x-y=y-Xx,
(3) furallex e R\ {0} gibteseinye Rmitx-y = 1.

UBUNGSAUFGABEN1.2.

(1) Zeigen Sie, dass es in einem Korper fir jedéschstens eig mit X -y = 1 geben
kann.

(2) Zeigen Sie, dass das Produkt zweier Elemente in einem Korper nur dann 0 ist, wenn
einer der Faktoren gleich O ist.

In einem Korper hat jedes Elemeat+ O genau ein multiplikativ inverses Element;
wir bezeichnen es mi*. Fir jede Primzahp ist der RingZ , ein Korper.

2. Korper aus irreduziblen Polynomen

Seif ein Polynom irK[x]. Fura, b e K[x] definieren wir
a=b (modf),
falls fla— b. Wir definieren
[a]; :=f{a+q- f]qgeKI[X]}.
Jede Restklasse modufcenthalt genau ein Polynom, dessen Grad kleiner aléfgleg
ist.

SATz 1.3. SeiK ein Korper, sei fe K[x] mitdeg f) > 1, und sei ac K[x]. Dann gibt
es genau ein k& K[x], sodasslegb) < deg f) und[a]; = [b];.

Beweis:Wir zeigen als erstes, dass es solegibt: Durch Division erhalten wig und
r in K[x], sodass
a=(-f+rund degr) < deqf).
Wir setzenb := r. Es gilt[a]; = [a—q- f]; = [r]; = [b];. Nun zeigen wir, dass es
hochstens ein solchdsgeben kann. Seieb,, b, € K[x] so, dasgb,]; = [b,]; und
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4 1. ENDLICHE KORPER

degb,) < degf), dedb,) < ded f). Dann giltf|b, — b,. Dab, — b, kleineren Grad als
f hat, giltb, —b, =0.m

Wir kiirzen den Rest der Division vona durch f mit
amod f

ab. Es gilt alsa = b (mod f) genau dann, wenamod f = b mod f.

Wenn f ein Polynom inZ [x] vom Gradn ist, gibt es genay" Restklassen modulo
f. Um zu bestimmen, ob zwei Polynome zur gleichen Restklasse mddygthéren,
kann man ihren Rest bei der Division durtlbestimmen. Die folgende Mathematica-
Funktionen berechnen Quotient und Rest einer DivisioZirj[x].

Deg [f_, var_] := Length [ CoefficientList [ f, var ] ] - 1,
(* Berechnet den Grad des Polynoms f in der Variablen var *)

Lcf [f_, var_] := CoefficientList [f, var] [[Deg[f,var] + 1]];
(* Liefert den fuehrenden Koeffizienten von f
in der Variablen var *)

PolynomialQuotientP [f_,g_,var_,p ] :=
(* Liefert das g, sodass es r mit deg r < deg g gibt, sodass
f = g*g + r. Alle Rechnungen in Z_p [x]. *)
Module[{lf, Ig, f1, gl,q},
f1 = PolynomialModIf,p];
gl = PolynomialMod[g,p];
If [Deg[gl, var] > Deglfl, var],
0,
If Lef [f1, var];
lg Lcf [gl, var];
g = If * PowerMod[lg, -1, p] * var’(Deg[fl,var]-Deg[gl,var]);
(* compute return value *)
g + PolynomialQuotientP [
PolynomialMod [f1 - q * g1, p],
g1,
var,
p]

11;

PolynomialRemainderP [f_,g_,var_,p_] =
(* Liefert den Rest bei der Division von f durch g *)
PolynomialMod [f - g * PolynomialQuotientP [f,g,var,p], pI;
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SeiK[x]/ f definiert durch
KIXI/ f :={[al; | a € K[X]}.
Auf K[x]/ f definieren wir+, —, - durch

[al]; + [bl;
[al; — [bl
[a]f : [b]f

SATZ 1.4. SeiK ein Korper, und sei & K[x]. Dann ist(K[x]/ f, +, -, -, [0], [1];) ein
Ring mit Eins.

[a+ b];
[a—Db];
[a- b];.

SaTz 1.5. SeiK ein Korper, und sei fe K[x] irreduzibel GberK. Dann istK|[x]/ f
ein Korper.

K[x]/ f wieder ein kommutativer Ring mit 1. Es bleibt zu zeigen, dass jédes
K[x]/ f mit h = [0]; invertierbar ist. Seft” € K[x] so, das$ = ['];. Da f irreduzibel
ist, undh’ kein Vielfaches vonf ist, gilt ggT(h', f) = 1. Es gibt alsau, v € K]x],
sodassi-h +v- f =1.Esgiltalsqu]; - [0]; =[u-N]; =[1-Vv-f], =[1];. =

Wenn K ein endlicher Korper mitg Elementen ist, und ein UberK irreduzibles
Polynom vom Grad, dann istK[x]/f ein Korper mitg" Elementen. Wenn wir al-
so irreduzible Polynome Ubef ; finden, kdnnen wir daraus grof3ere endliche Kor-
per konstruieren. Inlidl and Niederreiter, 1983, p.142, 3.27] finden wir eine untere
Schranke fur die Anzahl der irreduziblen Polynome tber einem endlichen Korper.

SaTz 1.6. SeiK ein endlicher Kdrper mit g Elementen. Von démgrmierten Poly-
nomen vom Grad n Gib& sind zuminde%q” Polynome irreduzibel.

Der folgende Satz liefert einen Test, ob ein Polynom irreduzibel Gber einem endlichen
Korper mitq Elementen ist.

SaTz 1.7. SeiK ein Korper mit g Elementen, seieaN und sei fe K[x] mitdeg f) =
n. Aquivalent sind:

(1) Faralleie {1,2,...,[ 5]} qilt:
ggT(f,xd —=x) = 1.
(2) fistirreduzibel GberK.

3. Eigenschaften endlicher Korper

Fiurne Nkirzenwir 1+ 1+ --- + 1 mitn= 1 ab.

nmal
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DEFINITION 1.8. SelK ein Korper und seN die Menge, die durch
N={nheN|nx1=0}

definiert ist. WenrN leer ist, dann definieren wir diéharakteristikvon K als 0, wenn
N nicht leer ist, dann definieren wir di¢harakteristikvon K als das kleinste Element
in N.

Fur einen endlichen Kdrper ist die Charakteristik also das kleast® mitax1 = 0.
Die Charakteristik voizZ  ist p.

SATz 1.9. SeiK ein endlicher Korper. Dann ist seine Charakteristik eine Primzahl.

BeweisDaK endlichist, gibtes,be Nmita > bundax1 = bx1, also(a-b)=1 = 0.
Wir zeigen nun, dass

minfneN | nx1=0}

eine Primzahl ist. Sgb dieses Minimum. Wenn es d < pgibt, sodased = p, dann
gilt (cx1)-(d 1) =0, also entwedet = 1 = 0 oderd = 1 = 0. Das widerspricht der
Minimalitat von p. Also ist p eine Primzahim

SATz 1.10. SeiK ein endlicher Kérper mit g Elementen, und sei p die Charakteristik
vonK. Dann gibt es ein re N, sodass ¢ p".

SaTz 1.11. SeiE ein Korper der Charakteristik p mit ¢ p™ Elementen. Dann gilt
fur alle x,ye E:

(1) X+y)P=xP+yP.
(2) X4 = x.

Beweis:(1): Nach dem binomischen Lehrsatz gilt

p-1
(X+y)P=xP+ Z (P) = XyP +yP.

i=1

Da(?)firallei € {1,2, ..., p— 1} Vielfache vonp sind, gilt(x+ y)P = X+ yP. (2): Wir
verwenden den Satz von Fermat fur die Grugdpe -) und erhalten, dass alle+ 0 die
Gleichungxd! = 1 erfiillen.m

UBUNGSAUFGABEN1.12.

(1) SeiK ein Korper der Charakteristig, seim € N, und seierx,y € K. Zeigen Sie:
X+ y)P" =xP" 4y

(2) SeiK ein Korper, und sef € K[X]. Seiemyy, a,, ..., ) € K paarweise verschiedene
Nullstellen vonf. Zeigen Sie, dasH(x — «;) ein Teiler vonf in K[x] ist.

(3) Zeigen Sie, dass ein PolynomIx] vom Grad< n, dash + 1 verschiedene Null-
stellen hat, automatisch das Nullpolynom sein muss.
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DEFINITION 1.13. SeiK ein endlicher Kérper mig Elementen. Ein Element € K
ist einprimitives Elementon K, wenn

K ={0}U{1,¢a,a?a3...,a%2).
Ein Element ist also genau dann primitiv, wenn jedes von Null verschiedene Korper-
element eine Potenz venist.

DEFINITION 1.14. SelK ein endlicher Kérper, und sei e K\ {0}. Die Ordnungvon
a in K ist gegeben durch

ord@) := minfk e N | ¥ = 1).

LEMMA 1.15. SeiK ein endlicher Koérper mit g Elementen, und ae& K\ {0}, und
sei me N so, dassr™ = 1. Dann gilt:

(1) Die Ordnung vorw ist ein Teiler von m.
(2) Die Ordnung vonw ist ein Teiler von ¢ 1.
Furn e Nist¢(n) die Anzahl der zun teilerfremden Elemente if1, 2,...,n— 1}.

SATZ 1.16. SeiK ein endlicher Kdrper mit g Elementen. Dann gibt es gepay+— 1)
primitive Elemente ifK.

Beweis Wir zeigen zunachst, da3€ zumindest ein primitives Elementbesitzt. Sei
h:=q-1. Firh = 1 undq = 2 ist 1 ein primitives Element. Wir nehmen also nun
h > 2 an. Wir bilden die Primfaktorzerlegung vbrund finden alstN € N, Primzahlen
P1s Py ...y Py uNdry, 1y, ..., ry € N sodass

N
h= l_l P ™.
m=1
Wir werden nun flr jedese {1, 2, ..., N} ein Element, und ein Elemenb, € K\ {0}
h
wahlen: Es giltg < h. Da das Polynom® — 1 héchsten% Nullstellen hat, gibt es ein

Elements, € K\ {0}, sodasaipni + 1. Wir setzen

h
b :=an".

Es gilt dann

(3.1) bP" = 1.

Sei nunk die Ordnung vorb,, also das kleinsta € N, sodasgb,)" = 1. Aus Glei-
chung (3.1) folgt, dass

Kip".
Folglich gibt es eirs € {0, 1, ..., r;}, sodask = p,5. Wir zeigen nun

(3.2) S =t
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Nehmen wir arg, < r; — 1. Dann gilt

also .
af =1
Das widerspricht der Wahl vos; dieser Widerspruch beweist (3.2). Die Ordnung von
b, ist alsop."i. Wir bilden nun
N
c= l_[ b;.
i=1

|
Klarerweise giltc" = 1. Wir zeigen nun, dass wirklich Ordnungh hat. Wennc
h

kleinere Ordnung hétte, dann gibt es ¢ia {1, ..., N}, sodas€” = 1. Daher gilt

N h
(3.3) [ |07 =1

i=1
Fallsi # J, so gilt piri|§_ Wegen (3.1) sind also Faktoren in (3.3) mi¢ j gleich 1.

J

Wir erhalten also )

b,” =1
Dab; wegen (3.2) die Ordnung;" hat, gilt pjf1|§_ Daher giltp,"""|h, was im Wider-
spruch zur Primfaktorzerlegung vorsteht. Das Elememthat also wirklich Ordnung
h, und ist somit ein primitives Element vds.

rj+1

Man kann dann zeigen, dass die primitiven Elemente Kogenau die Elemente in
{clie{l,2,...,g-1}undggT(i,qg—1) = 1} sind.m

SATz 1.17.Seine N, n = 6. Dann gilt p(n) = m. (Dabei nehmen wir den
Logarithmus zur Basis e.)

SaTz 1.18. SeiK ein Korper mit g Elementen, und seie K. Dann ista genau dann
primitiv, wenn fir jede Primzahl p, die-g 1 teilt, folgendes gilt:

aq;pl + 1
SATz 1.19. Sei p eine Primzahl, sei mN, und sei g= p™. Sei f ein normiertes, Uber
Z ,irreduzibles Polynom i# [x] vom Grad m. Dann ist jeder Kérper mit g Elementen
zuZp[x]/f isomorph.
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