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KAPITEL 1

Elementare Zahlentheorie

Wir kürzen die Menge der ganzen Zahlen mitZ und die Menge{1, 2, 3,¼} der natür-
lichen Zahlen mitN ab.

1. Primfaktorzerlegung

DEFINITION 1.1 (Primzahl). Eine Zahlp Î N ist genau dann einePrimzahl, wenn
p > 1, und für allea, bÎ Nmit p = a × b gilt, dassa = 1 oderb = 1.

DEFINITION 1.2 (Teilbarkeit). Seienx, yÎ Z. Die Zahlx teilt y genau dann, wenn es
ein zÎ Z gibt, sodassy = z × x ist.

Wir schreiben dann auchx | y, und die Zahly ist einVielfachesvon x.

DEFINITION 1.3 (Ideal). Eine TeilmengeI vonZ ist ein Ideal vonZ, wenn

(1) I ¹ Æ.
(2) Für allei, j Î I liegt auchi - j in I .
(3) Für allezÎ Z und allei Î I liegt auchz × i in I .

BEISPIELE 1.4.

(1) Die Menge{z × 2 | zÎ Z} ist ein Ideal vonZ.
(2) Die Menge{z × 5 | zÎ Z} ist ein Ideal vonZ.
(3) Die Menge{0} ist ein Ideal vonZ.
(4) N ist kein Ideal vonZ.

SATZ 1.5. Sei I ein Ideal vonZ. Dann gibt es ein aÎ I, sodass

(1.1) I = {z × a | zÎ Z} .

Beweis:Sei I ein Ideal vonZ. Wir wollen eina Î I finden, sodass (1.1) erfüllt ist.

ê 1. Fall: I enthält kein Element ungleich0: Dann gilt I = {0}, und wir wählen
a = 0.
ê 2. Fall: I enthält ein Element ungleich0: Dann gibt es auch einb Î I mit

b > 0. Wir definierena durch

a := min{bÎ I | b > 0} .

1
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Nun zeigen wir, dassa das gewünschte Element ist, d.h., wir zeigen:

(1.2) I = {z × a | zÎ Z} .

“�”: Sei x ein Element aus der Menge auf rechten Seite von (1.2). Dann
gibt es einzÎ Z, sodassx = z×a. Nun liegta in I , da wir jaa als ein Element
von I ausgewählt haben. Wegen der Idealeigenschaft (3) aus Definition 1.3
liegt auchz × a in I . Somit liegtx = z × a auch in der linken Seite von (1.2).

“Í”: Wir fixieren c Î I und zeigen, dassc ein Vielfaches vona ist. Durch
Division erhalten wirq Î Z, r Î {0, 1,¼, a- 1}, sodass

c = q × a+ r.

Daher istr = c- q × a. Nun liegtc in I ; ebenso liegta Î I . Daher liegen auch
q × a undc- q × a in I . Somit folgt, dass auchr Î I liegt. Wegenr < a folgt
aus der Minimalität vona, dassr = 0 ist. Daher istc ein Vielfaches vona. à

Wir schreiben für{a × z | zÎ Z} aucha × Z oder(a) und bezeichnen es alsdas von a
erzeugte Ideal. Für ein IdealI heißt jedesb Î Z mit I = b × Z aucherzeugendes
Elementvon I .

SATZ 1.6 (Fundamentallemma).Sei p eine Primzahl, und seien a, bÎ Z. Falls p ein
Produkt a× b teilt, so teilt p einen der beiden Faktoren a oder b.

Beweis:Wir definierenI durchI := {x Î Z : p teilt a × x} . Wir zeigen zunächst, dass
I ein Ideal ist. Die Idealeigenschaften (2) und (3) aus Definition (1.3) folgen daraus,
dass für allex1, x2 Î I undu, vÎ Z auchu × x1 + v × x2 in I liegt. Das gilt, weilp, falls
esa × x1 unda × x2 teilt, aucha × (u × x1 + v × x2) teilt. Wegen 0Î I ist I nicht die leere
Menge.

Das IdealI besitzt ein erzeugendes Elementc. Da wegenp Î I das IdealI nicht gleich
{0} ist, können wirc > 0 wählen. Wir erhalten alsoI = (c).

Nun liegtp aber inI . Daher gibt es einzÎ Z, sodassp = z × c. Da p undc in N liegen,
ist diesesz positiv. Dap prim ist, istz= 1 oderc = 1.

ê 1. Fall: z = 1: Dann gilt p = c. Da laut Voraussetzungp die Zahla × b teilt,
gilt bÎ I . Das heißtbÎ (c). Also istb Vielfaches vonc = p; p teilt alsob.
ê 2. Fall: c = 1: Dann liegt 1 inI . Aus der Definition vonI erhalten wir

p | a × 1.

Somit teilt p die Zahla. à

SATZ 1.7 (Existenz und Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung). Sei Xpi | i Î N\ =
(2, 3, 5, 7, 11,¼) die Folge aller Primzahlen, und sei nÎ N. Dann gibt es genau eine
FunktionΑ : N ® N0 mit folgenden Eigenschaften:

(1) {i Î N | Α(i) > 0} ist endlich.
(2) n = ÕiÎN p

Α(i)
i .
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Beweis:Wir zeigen zunächst durch Induktion nachn, dass es ein solchesΑ gibt. Für
n = 1 setzen wirΑ(i) := 0 für alle i Î N. Für n > 1 seiq der kleinste Teiler von
n mit q > 1. Die Zahlq ist eine Primzahl; es gibt alsoj Î N mit q = p j . Nach
Induktionsvoraussetzung gibt esΒ : N ® N0 mit

n
q
= ä

iÎN

p
Β(i)
i ,

also giltn = p
Β( j)+1
j × ÕiÎN�{ j} p

Β(i)
i .

Nun zeigen wir die Eindeutigkeit. SeienΑ,Β : N ® N0 so, dass{i Î N | Α(i) > 0} und
{i Î N | Β(i) > 0} beide endlich sind und

ä
iÎN

p
Α(i)
i =ä

iÎN

p
Β(i)
i .

Wir zeigen, dass für allej Î N gilt: Α( j) = Β( j). Sei dazuj Î N. Wir nehmen an
Α( j) > Β( j). Dann gilt

p
Α( j)-Β( j)
j ä

iÎN�{ j}
p
Α(i)
i = ä

iÎN�{ j}
p
Β(i)
i .

Nach Satz 1.6 teiltp j also einp
Β(i)
i mit i ¹ j. Im Fall Β(i) = 0 widerspricht dasp j > 1,

im Fall Β(i) > 0 gilt p j | pi. Da pi eine Primzahl ist, gilt dannpi = p j , im Widerspruch
zu i ¹ j. à

ÜBUNGSAUFGABEN 1.8.

(1) [RU87, p. 28] Seipn die n-te Primzahl, d. h.p1 = 2, p2 = 3, usw. Zeigen Sie

pn £ 2(2
n-1).

Hinweis: Euklids Beweis, dass es unendlich viele Primzahlen gibt ([Euk91, Buch IX, Satz 20], 270 v.Chr.) beruht
auf folgender Überlegung: Seienq1, q2,¼, qn Primzahlen. Dann ist der kleinste positive Teiler vonq1 × q2µqn + 1
eine Primzahl, die von allenqi verschieden ist.

(2) Seipn dien-te Primzahl, d. h.p1 = 2, p2 = 3, usw. Zeigen Sie, auch, ohne die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung
zu verwenden, dass folgendes gilt: Wenn

a = Õ pi
Αi

b = Õ pi
Βi ,

wobeiΑi ,Βi Î N0, und fast alleΑi ,Βi = 0 sind, dann gilta | b genau dann, wenn für allei Î N gilt, dassΑi £ Βi ist.
(Zeigen Sie, dass diese Aussage für alle Primfaktorzerlegungen vona undb gilt. Folgt daraus die Eindeutigkeit der
Primfaktorzerlegung?)

(3) Welche Zahlenq Î N erfüllen folgende Eigenschaft?
Für allea, bÎ Zmit q | a × b gilt q | a oder es gibt einn Î N, sodassq | bn.

(4) Zeigen Sie, dass der Durchschnitt beliebig vieler Ideale vonZ wieder ein Ideal vonZ ist.

2. Der größte gemeinsame Teiler

In diesem Abschnitt werden wir eine Methode vorstellen, dengrößten unter allen ge-
meinsamen Teilern zweier Zahlen zu finden: denEuklidischen ggT-Algorithmus.
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DEFINITION 1.9 (Größter gemeinsamer Teiler). Für zwei Zahlena, bÎ Z (nicht beide
0) ist ggT(a, b) die größte ZahlzÎ Nmit z | a undz | b.

Erstaunlicherweise lässt sich der ggT zweier Zahlen immer als Linearkombination die-
ser Zahlen schreiben.

SATZ 1.10. Seien a, bÎ Z (nicht beide 0). Dann gilt:

(1) Es gibt u, vÎ Z, sodassggT(a, b) = u × a+ v × b.
(2) Der ggT ist nicht nur der größte der gemeinsamen Teiler, er ist auch Vielfa-

ches jedes gemeinsamen Teilers.

Die zweite Bedingung bedeutet, dass für allet Î Zmit t | a undt | b automatisch auch
t | ggT(a, b) erfüllt ist.

Beweis von Satz 1.10:Sei I definiert durch

I = {ua+ vb| u, vÎ Z} .

I ist ein Ideal vonZ. Seic ein positives erzeugendes Element vonI . Wegena Î I gilt,
dassa Vielfaches vonc ist. Ebenso giltc | b.

Wir zeigen nun, dassc nicht nur ein gemeinsamer Teiler vona undb ist, sondern dass
c auch ein Vielfaches jedes weiteren gemeinsamen Teilers ist. Sei alsot Î N eine Zahl,
die a und b teilt. Es gilt: a Î (t) und b Î (t). Falls a und b in (t) liegen, muss aber
jedes Element ausI in (t) liegen. Das gilt, weil(t) die Idealeigenschaften (2) und (3)
von Definition 1.3 erfüllt. Es gilt also

I Í (t) .

Insbesondere liegt dannc in (t). Daher giltt | c.

Die Zahlc wird also von jedem weiteren gemeinsamen Teiler vona undb geteilt, und
ist somit der größte gemeinsame Teiler.à

SATZ 1.11. Seien a, b, cÎ Z, sodassggT(a, b) = 1. Falls a | b × c, dann gilt auch a| c.

Beweis:Es gibtu, vÎ Z, sodass

1 = u × a+ v × b.

Weil a | uac, und da wegena | bcaucha | vbcgilt, gilt auch

a | (ua+ vb)c;

also aucha | c. à

ÜBUNGSAUFGABEN 1.12.

(1) Seiena, b, xÎ N undu, vÎ Z so, dass
x = ua+ vb.

Zeigen Sie: Wennx sowohla als auchb teilt, so giltx = ggT(a, b).
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(2) Seiena, bÎ N, y Î Z so, dassa | y, b | y, ggT(a, b) = 1. Zeigen Sie (ohne Primfaktorzerlegung):a × b | y.
(3) Seiena, bÎ Z (nicht beide 0), und seik Î N. Zeigen Sie: ggT(ka, kb) = kggT(a, b). Gelingt es Ihnen, ggT(ka, kb) |

ggT(a, b) auch ohne Verwendung der Primfaktorenzerlegung zu zeigen?
(4) Seiena, cÎ Z, b, d Î N. Zeigen Sie: Wenn die Brücheab und c

d gekürzt, und die Nennerb undd teilerfremd sind,
so ist auch der Bruchad+bc

bd gekürzt.
(5) Sein Î N, und seiena1, a2,¼, an in N. Wir definierenG1, G2 undG3 durch:

(a) G1(a1) := a1, G1(a1, a2,¼, an) = ggT(G1(a1, a2,¼, an-1), an).
(b) G2(a1, a2,¼, an) := max{zÎ N : z | ai für alle i Î {1, 2,¼, n}}.
(c) G3 := min{zÎ N : es gibtΛ1,Λ2,¼,Λn Î Z, sodassz= Ún

i=1 Λiai }.
Zeigen Sie, dassG1, G2 undG3 gleich sind.

(6) Seipn dien-te Primzahl, d. h.p1 = 2, p2 = 3, usw. Zeigen Sie, auch, ohne die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung
zu verwenden, dass folgendes gilt: Wenn

a = Õ pi
Αi

b = Õ pi
Βi ,

wobeiΑi ,Βi Î N0, und fast alleΑi ,Βi = 0 sind, dann gilt

ggT(a, b) =ä pi
min(Αi ,Βi ).

Es ist einfach, aus den Primfaktorzerlegungen vona und b den ggT vona und b zu
bestimmen. Es kann aber sehr rechenaufwendig sein, die Primfaktorzerlegung einer
Zahl zu bestimmen. Schneller kann man den ggT mit demEuklidischen Algorithmus
berechnen, der ohne die Primfaktorzerlegungen auskommt.

SATZ 1.13. Seien a, bÎ Z, nicht beide 0 und sei zÎ Z. Dann gilt:

ggT(a, b) = ggT(a+ z × b, b) .

So gilt zum Beispiel ggT(25, 15) = ggT(40, 15).

Beweis:Wir zeigen, dass nicht nur der ggT, sondern sogar die Mengen der gemeinsa-
men Teiler der beiden Zahlenpaare gleich sind. Wir zeigen also

{t : t | a undt | b} = {t : t | a+ zbundt | b} .

“Í”: Falls t sowohla als auchb teilt, dann aucha+zbundb. “�”: Falls t sowohla+zb,
als auchb teilt, dann aucha+ zb- zbundb, also aucha undb.à

Das nützen wir jetzt möglichst geschickt aus, um ggT(147, 33) zu berechnen:

ggT(147, 33) = ggT(147- 4 × 33, 33)

= ggT(15, 33)

= ggT(15, 33- 2 × 15)

= ggT(15, 3)

= ggT(0, 3)

= 3.

Günstig ist es also,zso zu wählen, dassa+ zbder Rest vona bei der Division durchb
wird.
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Mit Hilfe des erweiterten Euklidischen Algorithmus findet man nicht nur den ggT von
a undb, sondern auchu, vÎ Z, sodass gilt:

ggT (a, b) = u × a+ v × b.

BEISPIEL 1.14. Berechnen wir nochmals ggT(147, 33), und schreiben dies so:

147 33
147 1 0 (147= 1 × 147+ 0 × 33)
33 0 1 (33= 0 × 147+ 1 × 33)
15 1 -4 (15= 1 × 146- 4 × 33)
3 -2 9 (3 = -2 × 147+ 9 × 33)
0

ÜBUNGSAUFGABEN 1.15.

(1) Bestimmen Sie füra undb jeweils ggT(a, b), und zwei ganze Zahlenu, vÎ Z, sodass

ggT(a, b) = u × a+ v × b.

(a) a = 254,b = 120.
(b) a = 71,b = 79.
(c) a = 610,b = 987.

3. Das kleinste gemeinsame Vielfache

Sind a, b Î Z, so nennt man jede Zahlc Î Z, die vona und b geteilt wird, ein
gemeinsames Vielfaches vona undb. Unter allen gemeinsamen Vielfachen zeichnen
wir das kleinste aus.

DEFINITION 1.16. Es seiena, bÎ Z � {0}. Dann ist kgV(a, b) definiert durch

kgV (a, b) = min {v Î N : a | v undb | v} .

Die Menge aller positiven gemeinsamen Vielfachen ist ja füra, bÎ Z � {0} nicht leer,
da sie|a × b| enthält.

SATZ 1.17. Seien a, bÎ Z� {0}, und sei sÎ Z so, dass a| s und b | s. Dann gilt:
kgV (a, b) | s. Jedes gemeinsame Vielfache ist also ein Vielfaches deskgV.

Beweis:Wir betrachten(a) = {a × z | zÎ Z} und (b) = {b × z | zÎ Z}. Der Durchschnitt
zweier Ideale ist wieder ein Ideal, und da(a) und(b) Ideale sind, ist(a) È (b) auch ein
Ideal. Es gibt alsoc Î Z, sodass

(c) = (a) È (b) .

Wegenc Î (a) ist c ein Vielfaches vona, und ebenso ein Vielfaches vonb. Sei nuns
ein weiteres gemeinsames Vielfaches vona undb. Das in (a)È (b) liegt, liegtsauch in
(c), und ist somit Vielfaches vonc. Also ist c daskleinstegemeinsame Vielfache und
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teilt jedes gemeinsame Vielfache vona undb. à

Zwischen ggT und kgV kann man folgenden Zusammenhang herstellen:

SATZ 1.18. Seien a, bÎ N. Dann giltggT(a, b) × kgV (a, b) = a × b.

Beweis:Wir verwenden die Primfaktorzerlegung vona = Õ p
Νi
i , undb = Õ p

Σi
i . Aus

dem Fundamentallemma (Satz 1.6) (bzw. Übung 1.12 (6)) kann man herleiten, dass
dann gelten muss:

ggT(a, b) = Õ p
min(Νi ,Σi)
i

kgV (a, b) = Õ p
max(Νi ,Σi)
i .

Daraus folgt:

ggT(a, b) × kgV (a, b) = ä p
Imin(Νi ,Σi)+max(Νi ,Σi)M
i

= ä p
(Νi+Σi)
i

= a × b.

à

ÜBUNGSAUFGABEN 1.19.

(1) Zeigen Sie ohne Verwendung der Primfaktorzerlegung, dass für allea, bÎ N gilt:

kgV(a, b) × ggT(a, b) = a × b.

Hinweis:Zeigen Sie dazuab | ggT(a, b) × kgV(a, b) und kgV(a, b) | ab
ggT(a,b) .

(2) Seiena, b, cÎ N. Zeigen Sie:
(a) ggT(ggT(a, b), c) = ggT(a,ggT(b, c)).
(b) kgV(kgV(a, b), c) = kgV(a,kgV(b, c)).
(c) ggT(kgV(a, b), c) = kgV(ggT(a, c), ggT(b, c)).
(d) kgV(ggT(a, b), c) = ggT(kgV(a, c), kgV(b, c)).

(3) Sein Î N, und seiena1, a2,¼, an in N. Wir definierenK1 undK2 durch:
(a) K1(a1) := a1, K1(a1, a2,¼, an) = kgV(K1(a1, a2,¼, an-1), an).
(b) K2(a1, a2,¼, an) := min{zÎ N : ai | z für alle i Î {1, 2,¼, n}}.

Zeigen Sie, dassK1 undK2 gleich sind.
(4) Sein Î N, und seiena1, a2,¼, an in N. Wir definierenK2 durch

K2(a1, a2,¼, an) := min{zÎ N : ai | z für alle i Î {1,2,¼, n}}.

Zeigen Sie, dass alle ganzen Zahlen, die Vielfaches eines jedenai sind, auch ein Vielfaches vonK2(a1, a2,¼, an)

sind.
(5) Seipn dien-te Primzahl, d. h.p1 = 2, p2 = 3, usw. Zeigen Sie, auch ohne die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung

zu verwenden, dass folgendes gilt: Wenn

a = Õ pi
Αi

b = Õ pi
Βi ,

wobeiΑi ,Βi Î N0, und fast alleΑi ,Βi = 0 sind, dann gilt

kgV(a, b) =ä pi
max(Αi ,Βi ).
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4. Lösen von Kongruenzen

DEFINITION 1.20. Sein Î Z. Dann definieren wir eine Relationºn aufZ durch

a ºn b :Û n | a- b für a, bÎ Z.

Für a ºn b schreiben wir aucha º b (modn) und sagen: “a ist kongruentb modulo
n.”

SATZ 1.21. Seien a, cÎ Z (nicht beide= 0), und sei bÎ Z. Dann sind die folgenden
Bedingungen äquivalent:

(1) Die Kongruenz axº b (modc) ist lösbar, d. h., es gibt yÎ Z sodass c| a×y-b.
(2) ggT(a, c) teilt b.

Beweis:(1)Þ (2): Seix eine Lösung, d.h.c | ax- b. Fallsc die Zahlax- b teilt, dann
gilt erst recht

ggT(a, c) | ax- b.

ggT(a, c) teilt a, also gilt ggT(a, c) | b.

(2)Þ (1): Aufgrund der Voraussetzungen existiert einzÎ Z, sodass

ggT(a, c) × z= b.

Aus dem erweiterten Euklidischen Algorithmus bekommen wiru, vÎ Z mit

ggT (a, c) = u × a+ v × c.

Es gilt dann

(ua+ vc) × z= b,

also

a × uz+ c × vz= b,

und somit

a × (uz) º b (modc) .

Also istx := uzLösung vonaxº b(modc). à

SATZ 1.22. Seien a, cÎ Z (nicht beide= 0), und sei bÎ Z. Sei x0 eine Lösung von

(1.3) axº b (mod c) .

Dann ist die Lösungsmenge von(1.3)gegeben durch:

L = ;x0 + k ×
c

ggT (a, c)
| k Î Z? .
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Beweis:“�”: Wir setzen zunächstx0 + k c
ggT(a,c) ein und erhalten

a Jx0 + k c
ggT(a,c)N = ax0 + ak c

ggT(a,c)

ºc b+ ak c
ggT(a,c)

= b+ ck a
ggT(a,c)

ºc b.

Daher istx0 + k c
ggT(a,c) wirklich eine Lösung.

“Í”: Sei x1 Lösung vonaxº b (modc) . Zu zeigen ist: c
ggT(a,c) | Ix1 - x0M. Dax1 undx0

Lösungen sind, giltax1 º b (modc) undax0 º b (modc). Daher gilt

a Ix1 - x0M º 0 (modc) ,

oder, äquivalent dazu,
c | a Ix1 - x0M .

Daher gilt auch
c

ggT(a, c)
|

a
ggT(a, c)

× Ix1 - x0M .
Da

ggTK c
ggT(a, c)

,
a

ggT(a, c)
O = 1,

gilt
c

ggT(a, c)
| Ix1 - x0M .

à

KOROLLAR 1.23. Seien a, cÎ Z (nicht beide= 0), sei bÎ Z, sodassggT(a, c) | b, und
sei x0 eine Lösung von a xº b (modc) ist. Dann ist die Kongruenz a xº b (modc)

äquivalent zu xº x0 Jmod c
ggT(a,c)N’

ÜBUNGSAUFGABEN 1.24.

(1) Lösen Sie die Gleichung

207x º 18 (mod 1989)

in Z !
(2) Bestimmen Sie für allea, cÎ N, bÎ Z, wieviele Lösungen in{0,1,¼, c- 1} die Gleichunga × x º b (modc) hat.

Wir betrachten nun Systeme von zwei Kongruenzen, also Systeme der Form

x º a1 Imodm1M
x º a2 Imodm2M ,

wobeim1, m2 Î N unda1, a2 Î Z.
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BEISPIELE 1.25. Das System

x º 1 (mod 2)
x º 0 (mod 4)

kann nicht lösbar sein, denn eine Lösungx Î Z müsste sowohl gerade als auch unge-
rade sein. Das System

x º 1 (mod 2)
x º 2 (mod 5)

hingegen hat zum Beispiel die Lösungx = 7.

SATZ 1.26. Seien a1, a2 Î Z, m1, m2 Î N. Das System

x º a1 Imod m1M
x º a2 Imod m2M

ist genau dann lösbar, wennggTIm1, m2M | (a1 - a2).

Beweis:“Þ”: Wir nehmen an, dassx Lösung ist. Dann gilt:m1 | Ix- a1M und m2 |

Ix- a2M . Daher gilt auch ggTIm1, m2M | Ix- a1M und ggT(m1, m2) | (x- a2), und somit

ggTIm1, m2M | Ix- a2M - Ix- a1M = Ia1 - a2M .
“Ü” Es gibtu, vÎ Z, sodass

u ×m1 + v ×m2 = ggT Im1, m2M
k × u ×m1 + k × v ×m2 = a1 - a2

a2 + k × v ×m2 = a1 - k × u ×m1«¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬­¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬®
=x

daher istx := a1 - kum1 Lösung des Systems. 2

Der Beweis liefert auch gleich ein Lösungsverfahren.

Beispiel:Wir lösen:
x º 2 (mod 15)
x º 8 (mod 21)

Da ggT(15, 21) = 3 und 3 | (2- 8) ist das System lösbar. Wir berechnen jetzt diesen
ggT undKofaktoren(d.h. Koeffizienten für eine Linearkombination von 15 und 21, die
den ggT ergibt).

21 15
21 1 0
15 0 1
6 1 -1
3 -2 3
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und erhalten daraus 3= 3 × 15- 2 × 21.

3 × 15- 2 × 21 = 3
(-6) × 15+ 4 × 21 = 2- 8

8+ 4 × 21«¬¬¬¬¬¬¬­¬¬¬¬¬¬¬®
=92

= 2+ 6 × 15«¬¬¬¬¬¬¬­¬¬¬¬¬¬¬®
=92

Daher erhalten wir eine Lösung:x = 92.

Der folgende Satz gibt an, wie wir aus einer Lösung der Kongruenz alle Lösungen
erhalten.

SATZ 1.27. Sei x0 eine Lösung von

x º a1 Imodm1M
x º a2 Imodm2M .

Dann gilt für die Lösungmenge L

L = 9x0 + k × kgV Im1, m2M | k Î Z= .
Beweis:“�”: Wir setzen

x0 + k × kgV Im1, m2M
in die erste Kongruenz ein und erhalten

Ix0 + k × kgV Im1, m2MM º a1 Imodm1M .
Das gleiche gilt für die zweite Kongruenz.

“Í”: Wir fixieren x1 Î L. Um zu zeigen, dassx1 Î 9x0 + k × kgV Im1, m2M | k Î Z= ,
zeigen wir, dassx1 - x0 ein Vielfaches von kgVIm1, m2M ist. Wir wissen ja, dass

x º a1 Imodm1M
x º a2 Imodm2M

Daher giltIx1 - x0M º 0 Imodm1M und somitm1 | Ix1 - x0M. Ebenso zeigt man, dass
m2 | Ix1 - x0M gilt.

Da das kgV jedes gemeinsame Vielfache teilt, gilt kgVIm1, m2M | Ix1 - x0M. à
ÜBUNGSAUFGABEN 1.28.

(1) Lösen Sie folgendes System von Kongruenzen!

x º 22 (mod 26)
x º 26 (mod 37)

(2) Seienm1, m2 Î N. Wieviele Lösungen in{0, 1,¼, m1 ×m2 - 1} hat das System

x º a1 Imodm1M
x º a2 Imodm2M?
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Die folgenden Sätze zeigen uns, wie man das Lösen von Systemen aus mehr als zwei
Kongruenzen auf das Lösen von Systemen aus zwei Kongruenzenzurückführen kann.
Der erste Satz zeigt, dass man ein System von Kongruenzen durch eine einzige Kon-
gruenz ersetzen kann – vorausgesetzt, man kennt zumindesteineLösung des Systems.

SATZ 1.29. Seien rÎ N, m1, m2,¼, mr Î N und a1, a2,¼, ar Î Z. Falls das System

(1.4)

x º a1 Imodm1M
x º a2 Imodm2M

¶

x º ar ImodmrM
eine Lösung x0 hat, dann ist(1.4)äquivalent zu

x º x0 Imod kgV(m1, m2,¼, mr)M .
Beweisskizze: Fallsx0 eine Lösung ist, dann ist auch jedes

x0 + k × kgV(m1, m2,¼, mr)

eine Lösung. Andererseits haben zwei verschiedene Lösungen die gleichen Reste mo-
dulo jedemmi, ihre Differenz ist daher ein gemeinsames Vielfaches dermi und somit
ein Vielfaches des kgV.à

Wir schreiben:

kgV Im1, m2M =: m1 Þm2

ggT Im1, m2M =: m1 ßm2.

Es gilt dann:

PROPOSITION1.30. Seien a, b, cÎ N. Dann gilt:

(1) aß (aÞ b) = a,
(2) aÞ (aß b) = a,
(3) (aß b) ß c = aß (bß c),
(4) (aÞ b) Þ c = aÞ (bÞ c),
(5) aß (bÞ c) = (aß b) Þ (aß c),
(6) aÞ (bß c) = (aÞ b) ß (aÞ c).

Der folgende Satz sagt, wann ein System von Kongruenzen lösbar ist.

SATZ 1.31 (Chinesischer Restsatz).Seien rÎ N, a1,¼, ar Î Z,
m1,¼, mr Î Z � {0}. Dann sind folgende drei Aussagen äquivalent.

(1) Es gibt xÎ Z, sodass

x º a1 Imodm1M
x º a2 Imodm2M

¶

x º ar Imodmr M .
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(2) Für alle i, j Î {1, 2,¼, r} ist das System

x º ai ImodmiM
x º a j ImodmjM

lösbar.
(3) Für alle i, j Î {1, 2,¼, r} gilt

ggTImi, mjM | ai - a j .

Beweis:“(1) Þ (2)” ist offensichtlich. “(2)Û (3)” gilt wegen Satz 1.26.

“(3) Þ (1)”: Wir zeigen durch Induktion nachr, dass jedes System ausr Kongruenzen,
für das die Bedingung (3) erfüllt ist, lösbar ist. Ein Systemaus zwei Kongruenzen ist
wegen Satz 1.26 lösbar. Um ein System vonr (mit r ³ 3) Kongruenzen zu lösen,
bestimmen wir zuerst nach Induktionsvoraussetzung einy sodass

y º a2 Imodm2M ,¼, yº ar ImodmrM .
Wegen Satz 1.29 istx º a1 Imodm1M ,¼, xº ar Imodmr M äquivalent zu

(1.5)
x º a1 Imodm1M
x º y Imodm2 Þ¼ Þmr M .

Jetzt müssen wir zeigen, dass (1.5) lösbar ist. Das gilt nachSatz 1.26 genau dann, wenn

(1.6) m1 ß Im2 Þ¼ ÞmrM | y- a1.

Es giltaß (bÞ c) = (aß b) Þ (aß c). Daher ist (1.6) äquivalent zu

Im1 ßm2M Þ Im1 ßm3M Þ¼ Þ Im1 ßmr M | y- a1.

Wir zeigen dazu, dass füri > 1 gilt:

(1.7) (m1 ßmi) | (y- a1).

Wir wissen aber

y- a1 ºmi
ai - a1 º(mißm1)

0.

Das beweist, dass für allei > 1 gilt (mi ß m1) | (y - a1). Nun ist jedes gemeinsame
Vielfache eine Vielfaches des kleinsten gemeinsamen Vielfachen, und somit gilt (1.6).
à

BEISPIEL 1.32. Wir lösen folgendes System

(1.8)
x º 2 (mod 15)
x º 8 (mod 21)
x º 7 (mod 55)
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Wir kennen bereits die Lösungen vonx º 2 (mod 15), x º 8 (mod 21). Das Sy-
stem (1.8) ist daher äquivalent zu

x º 92 (mod 105)
x º 7 (mod 55) .

Wir berechnen ggT(55, 105) und die Kofaktoren nach dem Euklidschen Algorithmus
und erhalten

105 55
105 1 0
55 0 1
50 1 -1
5 -1 2
0

und daher

(-1) × 105+ 2 × 55 = 5

(-17) × 105+ 34 × 55 = 92- 7

7+ 34 × 55 = 92+ 17 × 105.

Daraus erhalten wir also, dass 1877 die Lösung ist, also geben wir die Lösungsmenge
folgendermaßen an:

L = {x Î Z | x º 1877 (mod 1155)}
= {x Î Z | x º 722 (mod 1155)}.

ÜBUNGSAUFGABEN 1.33.

(1) Finden Sie alle Lösungen inZ von

x º 26 (mod 56)
x º 82 (mod 84)

x º 124 (mod 126) .

(2) Finden Sie alle Lösungen inZ von

x º 3 (mod 4)
x º 8 (mod 9)

x º 1 (mod 25) .

(3) Seiena, b, cÎ Z. Bestimmen Sie für allea, b, cÎ Z, ob die Gleichung

a × x+ b × y = c

in Z ´Z lösbar ist, und bestimmen Sie alle Lösungen.
(4) Bestimmen Sie eine Lösung inZ3 von

12x+ 15y+ 20z= 1.

(5) Bestimmen Sie alle Lösungen inZ3 von

12x+ 15y+ 20z= 1.
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(6) Sei T eine endliche Teilmenge vonZ. Eine Funktion f : T ® Z heißt kompatibelgenau dann, wenn für alle
x1, x2 Î T mit x1 ¹ x2 der Quotient f (x1)- f (x2)

x1-x2
ganzzahlig ist.

Sei f eine beliebige kompatible Funktion auf einer endlichen TeilmengeT vonZ, und seiz Î Z � T. Zeigen
Sie: Es gibt eine kompatible Funktiong : T Ç {z} ® Z, sodassg(t) = f (t) für alle t Î T.

Hinweis: Die Funktiong heißtkompatible Erweiterungvon f auf T Ç {z}. Sie müssen nur ein passendesg(z)
finden. Stellen Sie dazu ein System von Kongruenzen auf, von dem g(z) Lösung sein muss, und zeigen Sie, dass
dieses System lösbar ist.

(7) Eine Funktionf : Z ® Z heißtkompatibelgenau dann, wenn für allex1, x2 Î Zmit x1 ¹ x2 der Quotientf (x1)- f (x2)
x1-x2

ganzzahlig ist. Zeigen Sie, dass folgende Funktionen kompatibel sind:
(a) f (x) = xn für n Î N,
(b) f (x) = x×(x-1)

2 .

(8) Eine Funktionf : Z ® Z heißtkompatibelgenau dann, wenn für allex1, x2 Î Zmit x1 ¹ x2 der Quotientf (x1)- f (x2)
x1-x2

ganzzahlig ist. Zeigen Sie, dass die Menge der kompatiblen Funktionen vonZ überabzählbar ist.





KAPITEL 2

Teilbarkeit in Integritätsbereichen

1. Kommutative Ringe mit Eins

DEFINITION 2.1. Eine AlgebraXR,+,-, ×, 0, 1\ ist ein kommutativer Ring mit Eins,
wenn+, × binäre Operationen aufR sind,- eine unäre Operation aufR ist, und 0, 1
Elemente ausR sind, sodass für allex, y, zÎ R die folgenden Eigenschaften erfüllt
sind:

(1) x+ 0 = x
(2) x+ (-x) = 0
(3) (x+ y) + z= x+ (y+ z)
(4) x+ y = y+ x
(5) (x × y) × z= x × (y × z)
(6) x × y = y × x
(7) x × 1 = x
(8) x × (y+ z) = x × y+ x × z.

SATZ 2.2. SeiXR,+,-, ×, 0, 1\ ein kommutativer Ring mit1, und seien x, yÎ R. Dann
gilt

(1) -(-(x)) = x
(2) x × 0 = 0.
(3) -(x × y) = (-x) × y = x × (-y).

Beweis:(1): -(-x) = -(-x) + 0 = 0 + (-(-x)) = (x + (-x)) + (-(-x)) = x + ((-x) +
(-(-x)) = x+0 = x. (2): x×0 = x×0+0 = x×0+(x×0+(-x×0)) = (x×0+x×0)+(-x×0) =
x × (0+ 0) + (-x × 0) = x × 0+ (-x × 0) = 0. (3): Wir verwenden jetzt außer den bei der
Definition von kommutativen Ringen verwendeten Gleichungen auch die Folgerungen,
dass für allez Î R auch(-z) + z = 0 und 0+ z = z gilt. -(x × y) = -(x × y) + x × 0 =
-(x×y)+x×(y+(-y)) = -(x×y)+(x×y+x×(-y)) = (-(x×y)+x×y)+x×(-y) = 0+x×(-y) = x×(-y).
Mithilfe des Kommutativgesetzes folgt nun auch(-x) × y = -(x × y). à

2. Ideale

DEFINITION 2.3. SeiR ein kommutativer Ring mit Eins. Eine nichtleere TeilmengeI
von R ist ein Ideal von R, wenn für aller Î R und i, j Î I auchr × i Î I und i + j Î I
gilt.

17
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Aus dieser Definition sieht man, dass der Durchschnitt von Idealen vonR wieder ein
Ideal vonR ist.

DEFINITION 2.4. SeiR ein kommutativer Ring mit Eins, und seiA eine Teilmenge
vonR. Dann ist dasvon A erzeugte IdealXA\R definiert durch

XA\R :=è{I | I Ideal vonR undA Í I }.

SATZ 2.5. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei AÍ R. Dann gilt

XA\R = {
n

â
i=1

r iai | n Î N0, a1,¼, an Î A, r1,¼, rn Î R}.

Beweis:SeiJ := {Ún
i=1 r iai | n Î N0, a1,¼, an Î A, r1,¼, rn Î R}. Da 0Î J, und daJ

abgeschlossen unter+ und unter Multipkation mit Elementen vonR ist, istJ ein Ideal
von R. Außerdem gilt offensichtlichA Í J. J ist also ein Ideal vonR mit A Í J. Aus
der Definition vonXA\R als Durchschnitt aller solchen Ideale sieht man alsoXA\R Í J.

Um die InklusionJ Í XA\R zu zeigen, wählen wir ein Elementj Î J. Es gibt also
n Î N0, a1,¼, an Î A und r1,¼, rn Î R, sodassj = Ún

i=1 r iai. Aus der Definition von
XA\R sehen wir, dassA Í XA\R gilt. Damit liegt jedesai in XA\R. Da XA\R ein Ideal von
R ist, liegt also auch jeder Summandr iai in XA\R, und schließlich auch die Summej. à

DEFINITION 2.6. SeiR ein kommutativer Ring mit Eins, und seiI ein Ideal vonR.
Das IdealI ist einHauptidealvon R, wenn es eina Î R gibt, sodassI = X{a}\R. Wir
schreiben fürX{a}\R = Raauch kürzer(a).

ÜBUNGSAUFGABEN 2.7.

(1) (Erzeugen von Idealen) Bestimmen Sie jeweils, ob das vonder MengeSerzeugte IdealXS\ des RingsR gleich dem
ganzen RingR ist!

(a) R= Z, S= {105, 70, 42, 30}.
(b) R= Z ´ Z, S= {(4, 3), (6, 5)}.
(c) R= Z101, S= {[75]101}.

(2) (Erzeugen von Idealen) Bestimmen Sie jeweils, ob das vonder MengeSerzeugte IdealXS\ des RingsR[x, y] gleich
dem ganzen RingR[x, y] ist!

(a) S= {xy, x3y+ 1}.
(b) S= {x2y, xy2 + 1}.
(c) S= {xy+ x,1+ y2}.

(3) (Zornsches Lemma) SeiR ein kommutativer Ring mit Eins. Ein Ideal vonR ist maximal, wenn es ein maximales
Element in

{I | I ist Ideal vonRund I ¹ R}

ist. Zeigen Sie, dass jedes vonR verschiedene Ideal in einem maximalen Ideal vonR enthalten ist! Wo verwenden
Sie, dassRein Einselement hat?

3. Integritätsbereiche

Ein kommutativer Ring mit EinsR ist ein Integritätsbereich, wenn er zumindest zwei
Elemente hat und für allea, bmit a ¹ 0 undb ¹ 0 auchab¹ 0 gilt.
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DEFINITION 2.8. SeiRein kommutativer Ring mit Eins, und seiena, bÎ R. Dann gilt
a | b, wenn es einr Î R gibt, sodassb = ra.

DEFINITION 2.9. SeiR ein kommutativer Ring mit Eins.

ê Ein Elementu Î R ist invertierbar, wenn es einv Î R mit uv= 1 gibt.
ê Ein Elementp Î R ist prim, wenn es nicht invertierbar ist, und für allea, bÎ

R mit p | abgilt: p | a oderp | b.
ê Ein Elementr Î R ist irreduzibel, wenn es nicht invertierbar ist, und für alle

s, tÎ R mit r = st gilt: s ist invertierbar odert ist invertierbar.
ê Zwei Elementea, b Î R sindassoziiert, wenn es ein invertierbares Element

u Î Rgibt, sodassau= b. Wir schreiben danna ~ b odera ~R b.

LEMMA 2.10. Sei R ein Integritätsbereich, und sei p ein primes Element von R mit
p ¹ 0. Dann ist p irreduzibel.

Beweis:Sei p prim, p ¹ 0, und seiens, t Î R so, dassp = st. Dann gilt p | st. Da
p prim ist, gilt p | s oder p | t. Im Fall p | s gibt es eins1 Î R, sodassps1 = s.
Durch Multiplikation dieser Gleichung mitt erhalten wirps1t = st = p. Also gilt
p(s1t - 1) = 0. Wegenp ¹ 0 ist alsot invertierbar. Im Fallp | t erhalten wir analog,
dasss invertierbar ist.à

ÜBUNGSAUFGABEN 2.11.

(1) (Invertierbare Elemente) SeiRein kommutativer Ring mit Eins. Zeigen Sie:
(a) Das Produkt invertierbarer Elemente ist wieder invertierbar.
(b) Jeder Teiler eines invertierbaren Elements ist invertierbar.
(c) Ein Elementr Î R ist genau dann invertierbar, wenn das vonr erzeugte Ideal(r) gleichR ist.

(2) (Integritätsbereiche) Zeigen Sie, dass jeder endlicheIntegritätsbereich ein Körper ist. (Hinweis: Betrachten Sie für
r ¹ 0 die Abbildungx# r × x.)

(3) (Prime Elemente) SeiR ein Integritätsbereich. Ein IdealI von R ist prim, wenn I ¹ R und für allea, b Î R gilt:
a × bÎ I Þ (a Î I oderbÎ I ). Zeigen Sie:

(a) Ein Elementr ist genau dann prim, wenn das Hauptideal(r) prim ist.
(b) Wennr prim undu invertierbar ist, so ist auchr × u prim.

(4) (Einfache Ringe) Ein RingR ist einfach, wenn er keine Ideale außer{0} und R hat. Zeigen Sie, dass die beiden
folgenden Behauptungen äquivalent sind:

(a) R ist ein einfacher kommutativer Ring mit Eins, und|R| ³ 2.
(b) R ist ein Körper.

(5) (Irreduzible Elemente) SeiRein Integritätsbereich, und seir Î Rmit r ¹ 0.
(a) Zeigen Sie, dass folgende Bedingungen äquivalent sind.

(i) r ist irreduzibel.
(ii) Das Ideal(r) ist ein maximales Element in der Menge aller Hauptideale vonR, die ungleichRsind.

(b) Zeigen Sie: Wennr irreduzibel ist, ist auch jedes zur assoziierte Element irreduzibel.

4. Euklidische Integritätsbereiche

DEFINITION 2.12. SeiR ein Integritätsbereich. Der IntegritätsbereichR ist einEukli-
discher Bereich, wenn es eine Funktion∆ : R � {0} ® N0 gibt, sodass folgendes gilt.

(1) Für allea, bÎ R � {0} gilt ∆(a) £ ∆(a b).
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(2) Für allea, bÎ R mit b ¹ 0 gibt esq, r Î R, sodass
(a) a = b q+ r, und
(b) r = 0 oder∆(r) < ∆(b).

SATZ 2.13. Der RingZ ist ein Euklidischer Bereich.

Beweis:Die Funktion∆(z) := |z| für zÎ Z � {0} leistet das Gewünschte.à

SATZ 2.14. Sei K ein Körper, und sei K[t] der Polynomring über K. Dann ist K[t] ein
Euklidischer Bereich.

Beweis:Wir setzen∆( f ) := deg( f ). à

DEFINITION 2.15. SeiZ[i] die Teilmenge der komplexen Zahlen, die durch

Z[i] := {a+ b i | a, bÎ Z}

definiert ist. Als Operationen verwenden wir die Addition und Multiplikation der kom-
plexen Zahlen. Dann nennen wirZ[i] denRing der Gaußschen ganzen Zahlen.

SATZ 2.16.Z[i] ist ein Euklidischer Bereich.

Beweis:Als Unterring des KörpersC ist Z[i] ein Integritätsbereich. Wir definieren
nun ∆(x + y i) := x2 + y2 für alle x, y Î Z. Dann gilt∆(z1 × z2) = ∆(z1) × ∆(z2) für alle
z1, z2 Î Z[i], und somit ist Eigenschaft (1) von Definition 2.12 erfüllt.

Seien nunb, a Î Z[i] mit a ¹ 0, und seienu¢, v¢ Î Q so, dassb = a × (u¢ + v¢ i). Wir
wählen nunu, vÎ Z, sodass|u- u¢| £ 1

2 und |v- v¢| £ 1
2. Sei nun

q := u+ v i undr := b- q a.

Dann gilt

∆(r) = ∆((u¢ + v¢ i) × a- (u+ v i) × a) = ∆(a × ((u¢ - u) + (v¢ - v) i))

= ∆(a) × ∆((u¢ - u) + (v¢ - v) i) = ∆(a) × ((u¢ - u)2 + (v¢ - v)2) £ ∆(a) ×
1
2

.

Daa ¹ 0, gilt ∆(a) = aa ¹ 0, und somit gilt∆(r) < ∆(a). à

DEFINITION 2.17. Ein IntegritätsbereichR ist einHauptidealbereich, wenn es für je-
des IdealI vonR ein a Î R gibt, sodassI = (a).

SATZ 2.18. Jeder Euklidische Bereich ist ein Hauptidealbereich.

Beweis:Sei R ein Euklidischer Bereich, und seiI ein Ideal vonR. WennI = {0}, so
gilt I = (0). WennI ¹ 0, so wählen wir eina Î I � {0}, für das∆(a) minimal ist. Sei
nunb Î I , und seienq, r Î R so, dassb = q a+ r und (r = 0 oder∆(r) < ∆(a)). Da
r = b- q a Î I , kann∆(r) < ∆(a) wegen der Minimalität von∆(a) nicht gelten. Also
gilt r = 0 undb = q aÎ (a). Somit gilt I = (a). à

BEISPIEL 2.19. Der PolynomringQ[x, y] ist kein Hauptidealbereich.
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Beweis:Sei I := {p Î Q[x, y] | p(0, 0) = 0}. Dann gilt x Î I und y Î I . Wenn I
ein Hauptideal ist, so gibt esf Î I mit f | x und f | y. Also gilt degy( f ) = 0 und
degx( f ) = 0, und somit istf ein konstantes Polynom. Daf Î I , gilt f (0, 0) = 0, und
somit f = 0. Das ist ein Widerspruch zuf | x. Somit istI kein Hauptideal.à

5. Faktorielle Integritätsbereiche

DEFINITION 2.20. SeiR ein Integritätsbereich.R ist faktoriell, wenn folgendes gilt:

(1) Für aller Î R�{0}, die nicht invertierbar sind, gibt es einsÎ N und irreduzible
f1,¼, fs Î R, sodass

r = f1µ fs.

(2) Für allem, nÎ N und für alle irreduziblenf1,¼, fm, g1,¼, gn Î Rmit

f1µ fm = g1µgn

gilt m = n, und es gibt eine bijektive AbbildungΠ : {1,¼, m} ® {1,¼, n},
sodass für allei Î {1,¼, m} gilt: fi ~R gΠ(i).

LEMMA 2.21. Sei R ein Hauptidealbereich, und sei pÎ R ein irreduzibles Element
von R. Dann ist p prim.

Beweis:Seiena, b Î R so, dassp | a × b. SeiJ := {s p+ t a | s, t Î R} das von{p, a}
erzeugte Ideal vonR. Da J ein Hauptideal ist, gibt esc Î J mit (c) = J. Dann gilt
c | p und c | a. Sei d Î R so, dassc d = p. Da p irreduzibel ist, istc invertierbar
oderd invertierbar. Wennc invertierbar ist, so gilt 1Î J. Also gibt ess¢, t¢ Î R mit
s¢p+ t ¢a = 1. Dann gilts¢pb+ t ¢ab= b, und somitp | b. Wennd invertierbar ist, so gilt
wegenc | a auchp = c d | a d. Dad invertierbar ist, gilta d | a, und somitp | a. à

SATZ 2.22. Jeder Hauptidealbereich ist faktoriell.

Beweis:SeiG die Menge allerr Î R� {0}, die nicht invertierbar sind und sich nicht als
Produkt endlich vieler irreduzibler Elemente schreiben lassen. Wir nehmen anG ¹ Æ.
Sei

A := {(r) | r Î G}

Wir betrachten zunächst den Fall, dass die geordnete Menge(A,Í) ein maximales
Element hat. SeiA ein solches maximales Element, und seia Î G so, dass(a) = A.
Da a nicht irreduzibel und nicht invertierbar ist, gibt es nichtinvertierbare Elemente
b, cÎ R mit b c = a. Nun gilt (a) Í (c). Wenn(a) = (c), so gibt esd Î R mit d a = c.
Dann gilt a = b c = b d a, alsoa(1 - bd) = 0. Da R ein Intergritätsbereich ist, gilt
a = 0 oderbd = 1. Wenna = 0, so giltA Ï A, ein Widerspruch. Wennbd = 1, so ist
b invertierbar, ebenfalls ein Widerspruch. Also gilt(a) ¹ (c). Wegen der Maximalität
von (a) gilt (c) Ï A. Also gilt c Ï G. Dac nicht invertierbar ist, lässt sichc als Produkt
endlich vieler irreduzibler Elemente schreiben. Da(a) ( (b), erhält man genauso, dass
sichb als Produkt endlich vieler irreduzibler Elemente schreiben lässt. Somit ist auch
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a ein Produkt endlich vieler irreduzibler Elemente, im Widerspruch zua Î G. Der
Fall, dass(A,Í) ein maximales Element hat, kann also nicht eintreten.

Wir betrachten nun den Fall, dass(A,Í) kein maximales Element hat. Dann gibt es
eine Folge(ai)iÎN ausG, sodass(a1) ( (a2) ( (a3)µ. Wir bilden nun die Menge
A := ÇiÎN(ai). Die MengeA ist ein Ideal des RingsR. DaR ein Hauptidealbereich ist,
gibt es einb Î A mit (b) = A. Wegenb Î A gibt es einj Î N, sodassb Î (a j). Dann
gilt auch(b) Í (a j), und somit(a j+1) Í (b) Í (a j), im Widerspruch zu(a j) ( (a j+1).
Daher kann auch der Fall, dass(A,Í) kein maximales Element hat, nicht eintreten.

Insgesamt gilt alsoG = Æ; somit lässt sich jedes nicht invertierbare Element vonR�{0}
als Produkt endlich vieler irreduzibler Elemente schreiben.

Wir zeigen nun die Eindeutigkeit der Zerlegung, indem wir die Eigenschaft (2) aus
Definition 2.20 durch Induktion nachm zeigen. Wennm = 1, so gilt f1 | g1µgn.
Wegen Lemma 2.21 gibt es dann einj Î {1,¼, n}, sodassf1 | g j . Da g j irreduzibel

ist, gibt es ein invertierbares Elementu Î R mit g j = u f1. Somit gilt f1 = u f1

n

ä
i=1
i¹ j

gi,

also 1= u ×
n

ä
i=1
i¹ j

gi. Damit ist jedesgi mit i ¹ j invertierbar, und folglich giltn = 1 und

j = 1.

Sei nunm > 1. Wegenf1 | g1µgn und Lemma 2.21 gibt es daher einj Î {1,¼, n},
sodassf1 | g j . Da g j irreduzibel ist, gibt es ein invertierbaresu Î R mit u f1 = g j .
Außerdem giltn > 1, denn fallsn = 1, so gilt f1 f2 | g1, im Widerspruch dazu dassg1
irreduzibel ist. Es gilt also

f2 × f3µ fm = (ug1)g2g3µg j-1 × g j+1µgn.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine bijektive AbbildungΣ : {2,¼, m} ®
{1,¼, n} � { j}, sodassfi ~ gΣ(i) für alle i Î {2,¼, m}. Somit leistetΠ := Σ Ç {(1, j)} das
Gewünchte.à

ÜBUNGSAUFGABEN 2.23.
SeiRein Integritätsbereich, und seiI Í R. I ist einevollständige Auswahl irreduzibler Elemente, wenn allei Î I irreduzibel sind
und es für jedes irreduziblef Î R genau eini Î I mit f ~R i gibt. Seia Î R � {0}. Eine FunktionΑ : I ® N0 ist eineZerlegung
von a, wenn

(1) {i Î I | Α(i) ¹ 0} ist endlich.
(2) a ~R ÕiÎI iΑ(i).

Dabei definieren wir für allei Î I , dassi0 := 1 ist. Ebenso ist ein ProduktÕiÎÆ immer gleich 1.

(1) Zeigen Sie: SeiR ein faktorieller Integritätsbereich und seiI eine vollständige Auswahl irreduzibler Elemente von
R. Seiena, bÎ R � {0}, seiΑ eine Zerlegung vona bezüglichI undΒ eine Zerlegung vonb bezüglichI . Dann sind
äquivalent:

(a) a | b.
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(b) Für allei Î I gilt Α(i) £ Β(i).
(2) SeiR ein faktorieller Integritätsbereich und seiI eine vollständige Auswahl irreduzibler Elemente vonR. Sei f Î

R � {0}. Dann gibt es genau eine ZerlegungΑ : I ® N0 von f .

6. Eine Anwendung in der Zahlentheorie

Wir brauchen zunächst folgende Beobachtung:

LEMMA 2.24. Sei p eine ungerade Primzahl. Dann gilt:

(1) Für jedes xÎ {1,¼, p-1} gibt es ein yÎ {1,¼, p-1}mit x× y º 1 (mod p).
(2) Für jedes xÎ Z gilt: wenn x2 º 1 (mod p), so gilt x º 1 (mod p) oder

x º -1 (mod p).
(3) (p- 1)! º -1 (mod p) und( p-1

2 !)2 º (-1)
p-3
2 (mod p).

Beweis:(1) Da ggT(x, p) = 1, gibt esu, v Î Z mit ux+ vp = 1. Somit gilt füry :=
umodp, dassy xº 1 (mod p). (2) Wennp | x2 - 1 = (x+ 1)(x- 1), so gilt wegen des
Fundamentallemmas (Satz 1.6)p | x+ 1 oderp | x- 1. (3) Für jedesx Î {2,¼, p- 2}
gibt es einy Î {2,¼, p - 2} mit x y º 1 (mod p). Diesesy erfüllt y ¹ x. Somit

gilt Õ
p-2
i=2 i º 1 (mod p), also(p - 1)! º -1 (mod p). Für i Î {1,¼, p-1

2 } gilt -i º
p- i (mod p), also gilt

- 1 ºp (p- 1)! =

p-1
2

ä
i=1

i ×

p-1
2

ä
i=1

(p- i)

ºp (
p- 1

2
!) × (-1)

p-1
2 × (

p- 1
2

!) = (
p- 1

2
!)2 × (-1)

p-1
2 .

à

Wir beweisen nun den folgenden Satz:

SATZ 2.25. Sei p eine Primzahl mit pº 1 (mod 4). Dann gibt es a, bÎ N, sodass
a2 + b2 = p.

Beweis:Seix := p-1
2 !. Wegen Lemma 2.24 gilt dann

(2.1) x2 º -1 (mod p) .

Im Ring Z[i] gilt natürlich ebenfallsp | (1 + x2), also p | (1 + x i) × (1 - x i). Da
jedes Vielfache vonp im RingZ[i] einen durchp teilbaren Realteil hat, gilt inZ[i]
weder p | (1 + x i) noch p | (1 - x i). Im Ring Z[i] ist p also nicht prim. Wegen
Satz 2.16 und Satz 2.18 istZ[i] ein Hauptidealbereich. Somit ist wegen Lemma 2.21
jedes irreduzible Element vonZ[i] prim. Also ist p in Z[i] nicht irreduzibel. Es gibt
folglich a, b, c, dÎ Z, sodassp = (a+b i)(c+d i), unda+b i undc+d i nicht invertierbar
sind. SeiN(u+ v i) := u2 + v2 für alleu, vÎ Z. Dann gilt

p2 = N(p) = N((a+ b i)(c+ d i)) = N(a+ b i) × N(c+ d i) = (a2 + b2)(c2 + d2).
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Alle ElementezÎ Z[i]mit N(z) = 1 sind invertierbar. Somit mussa2 + b2 = p gelten.
Die Zahlena¢ := |a| undb¢ := |b| leisten also das Gewünschte.à
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