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KAPITEL 1

Elementare Zahlentheorie

Wir kiirzen die Menge der ganzen Zahlen @iund die Mengél, 2, 3, ...} der natir-
lichen Zahlen miiN ab.

1. Primfaktorzerlegung
DEFINITION 1.1 (Primzahl). Eine Zahp € N ist genau dann einBrimzah| wenn
p > 1, und fir allea, be N mit p=a- bgilt, dassa = 1 oderb = 1.
DEFINITION 1.2 (Teilbarkeit). Seiem,y e Z. Die Zahlx teilt ygenau dann, wenn es
einz e Z gibt, sodasy = z- xist.

Wir schreiben dann auch| y, und die Zahly ist einVielfaches/on x.

DEFINITION 1.3 (Ideal). Eine Teilmengkevon Z ist einldealvonZ, wenn

1) 1 # Q.
(2) Fur allei, j eI liegtauchi — jin|.
(3) Furalleze Z und allei € 1 liegtauchz-iinl.

BEISPIELE 1.4.

(1) Die Menge{z- 2|z € 7} ist ein Ideal vorZ.
(2) Die Menge{z- 5|z € 7} ist ein Ideal vorZ.
(3) Die Menge{0} ist ein Ideal vor?.

(4) Nist kein Ideal vor?.

SATz 1.5. Seil ein Ideal vorZ. Dann gibt es ein & |, sodass
(1.2) | ={z-alze Z}.

Beweis:Seil ein Ideal vonZ. Wir wollen eina € | finden, sodass (1.1) erfillt ist.

« 1. Fall: | enthalt kein Element ungleidh Dann giltl = {0}, und wir wahlen
a=_0.

« 2. Fall: | enthalt ein Element ungleict: Dann gibt es auch eibh € | mit
b > 0. Wir definierena durch

a:=min{bel|b>0}.
1
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Nun zeigen wir, dasa das gewlnschte Element ist, d.h., wir zeigen:
(1.2) | ={z-alze Z}.

“D": Sei x ein Element aus der Menge auf rechten Seite von (1.2). Dann
gibtes eirz € Z, sodasx = z-a. Nun liegtain I, da wir jaa als ein Element
von | ausgewéhlt haben. Wegen der Idealeigenschaft (3) aus mefidi.3
liegt auchz- ain |. Somit liegtx = z- aauch in der linken Seite von (1.2).

“C”: Wir fixieren ¢ € | und zeigen, dassein Vielfaches vora ist. Durch
Division erhalten wige Z,r € {0, 1, ..., a— 1}, sodass

c=q-a+r.

Daheristr = c—q-a. Nun liegtcin I; ebenso liega € |. Daher liegen auch
g-aundc-q-ainl. Somit folgt, dass auche | liegt. Wegerr < a folgt
aus der Minimalitat vom, dass = 0 ist. Daher ist ein Vielfaches vora. m

Wir schreiben flifa- z|ze Z} aucha - Z oder(a) und bezeichnen es atlas von a
erzeugte ldealFur ein Ideall heildt jedesh € Z mit | = b- Z aucherzeugendes
Elementvonl.

SaTz 1.6 (Fundamentallemmajpei p eine Primzahl, und seien aghZ. Falls p ein
Produkt a- b teilt, so teilt p einen der beiden Faktoren a oder b.

Beweis:Wir definierenl durchl := {xe Z : pteilta-x}. Wir zeigen zunachst, dass
| ein Ideal ist. Die Idealeigenschaften (2) und (3) aus Dédini{1.3) folgen daraus,
dass fur allex;, X, € | undu,ve Z auchu- x, + v- X, in | liegt. Das gilt, weilp, falls
esa- X, unda- x, teilt, aucha- (u- x, + v- x,) teilt. Wegen Oe | ist| nicht die leere
Menge.

Das Ideal besitzt ein erzeugendes Elemenba wegerp € | das Ideal nicht gleich
{0} ist, kbnnen wirc > 0 wahlen. Wir erhalten also= (c).

Nun liegtp aber inl. Daher gibt es eiz € Z, sodas$ = z- c. DapundcinN liegen,
ist diesex positiv. Dap primist, istz= 1 oderc = 1.

« 1. Fall: z = 1: Dann giltp = c. Da laut Voraussetzung die Zahla - b teilt,
gilt b € I. Das heil3b € (c). Also istb Vielfaches vorc = p; pteilt alsob.
« 2. Fall: ¢ = 1: Dann liegt 1 inl. Aus der Definition vor erhalten wir

pla-1.
Somit teiltp die Zahla. m

SaTz 1.7 (Existenz und Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegunggi(p,|i € N) =
(2,3,5,7,11, ...) die Folge aller Primzahlen, und seia N. Dann gibt es genau eine
Funktiona : N - N, mit folgenden Eigenschaften:

(1) {i e N|a(i) > 0} ist endlich.

a(1)

(2) n= HiGN pl
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Beweis:Wir zeigen zunachst durch Induktion naghdass es ein solchesgibt. Fur

n = 1 setzen wira(i) := O fur allei € N. Firn > 1 seiq der kleinste Teiler von
nmitq > 1. Die Zahlq ist eine Primzahl; es gibt alsp € N mit g = p,. Nach

Induktionsvoraussetzung gibt s N - Ny mit

n B0
g~ 11
ieN
also giltn = g - ienyj) p
Nun zeigen wir die Eindeutigkeit. Seiengs : N - N; so, dassi € N|«(i) > 0} und
{i e N|B(i) > 0} beide endlich sind und
a(i) B
l—[ pi = l—[ pi .
ieN ieN
Wir zeigen, dass fir allg € N qgilt: a(j) = B(j). Sei dazuj € N. Wir nehmen an

a()) > B()). Dann gilt
a())-B() a(i) B
i []e =0
ieM(j) ieM(j)

Nach Satz 1.6 teilp; also einp’ig(i) miti # j. Im Fall 3(i) = 0 widerspricht dap; > 1,
im Fall (i) > 0 gilt p; | p,. Dap, eine Primzahl ist, gilt danp; = p;, im Widerspruch
zui#j.m

UBUNGSAUFGABEN 1.8.

(1) [RU87, p. 28] Seip,, die n-te Primzahl, d. hp; = 2, p, = 3, usw. Zeigen Sie

p, < 2@,
Hinweis: Euklids Beweis, dass es unendlich viele Primzahlen giaKP1, Buch IX, Satz 20], 270 v.Chr.) beruht
auf folgender Uberlegung: SeieR, d,, ..., g, Primzahlen. Dann ist der kleinste positive Teiler wgn d,---q, + 1
eine Primzahl, die von allegy verschieden ist.

(2) Seip, dien-te Primzanhl, d. hp, = 2, p, = 3, usw. Zeigen Sie, auch, ohne die Eindeutigkeit der Pritofakrlegung
zu verwenden, dass folgendes gilt: Wenn

a
b

I p%
I piﬁi,

wobeia;, B; € Ny, und fast alley;, 8, = 0 sind, dann gila| b genau dann, wenn fiir alles N gilt, dassa; < g; ist.
(Zeigen Sie, dass diese Aussage fir alle Primfaktorzemtpeyu vona und b gilt. Folgt daraus die Eindeutigkeit der
Primfaktorzerlegung?)
(3) Welche Zahlem € N erfullen folgende Eigenschaft?
Fur allea,be Z mitq| a- bgilt q| aoder es gibt eim € N, sodasg | b".
(4) Zeigen Sie, dass der Durchschnitt beliebig vieler lel@anzZ wieder ein Ideal voiZ ist.

2. Der grof3te gemeinsame Teiler

In diesem Abschnitt werden wir eine Methode vorstellen, gi€ifd3ten unter allen ge-
meinsamen Teilern zweier Zahlen zu finden: &eiklidischen ggT-Algorithmus
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DEFINITION 1.9 (Grol3ter gemeinsamer Teiler). Fur zwei Zatdebe Z (nicht beide
0) ist ggT(a, b) die grofdte Zaht € N mit z| aundz| b.

Erstaunlicherweise lasst sich der ggT zweier Zahlen imisdrinearkombination die-
ser Zahlen schreiben.

SaTz 1.10. Seien a, ke Z (nicht beide 0). Dann gilt:

(1) Es gibtu,ve Z, sodasggT(a,b) =u-a+v-b.
(2) Der ggT ist nicht nur der gré3te der gemeinsamen Teiler, eaush Vielfa-
ches jedes gemeinsamen Teilers.

Die zweite Bedingung bedeutet, dass fur aéeZ mitt | aundt | bautomatisch auch
t 1 ggT(a, b erfullt ist.

Beweis von Satz 1.1&eil definiert durch
| = {ua+vblu,ve Z}.

| ist ein Ideal vorZ. Seic ein positives erzeugendes Element Voi/egena € | gilt,
dassa Vielfaches vorc ist. Ebenso gilt | b.

Wir zeigen nun, dassnicht nur ein gemeinsamer Teiler varundb ist, sondern dass
cauch ein Vielfaches jedes weiteren gemeinsamen TeileSasalsd € N eine Zahl,
die a undb teilt. Es gilt:a € (t) undb € (t). Fallsa undb in (t) liegen, muss aber
jedes Element auisin (t) liegen. Das gilt, weilt) die Idealeigenschaften (2) und (3)
von Definition 1.3 erfillt. Es gilt also

| C ().
Insbesondere liegt darin (t). Daher giltt | c.

Die Zahlc wird also von jedem weiteren gemeinsamen Teiler aamdb geteilt, und
ist somit der grof3te gemeinsame Teilwr.

SaTz 1.11. Seien a, b, & Z, sodasggT(a,b) = 1. Fallsa| b- ¢, dann gilt auch 4 c.

Beweis:Es gibtu, ve Z, sodass
l=u-a+v-h.
Weil a| uag und da wegear | bcaucha | vbcgilt, gilt auch
al (ua+ vbyc;
alsoaucha|c. m
UBUNGSAUFGABEN 1.12.

(1) Seiena,b,xe Nundu,ve Z so, dass
X = ua+ vb.

Zeigen Sie: Wenm sowohla als auctb teilt, so giltx = ggT(a, b).
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(2) Seiena,beN,ye Z so,dasaly, bly, ggT(a,b = 1. Zeigen Sie (ohne Primfaktorzerlegung):b|y.
(3) Seiena,be Z (nicht beide 0), und séi € N. Zeigen Sie: ggika, kb = kggT(a, b). Gelingt es Ihnen, ggka, kb |
ggT(a, b auch ohne Verwendung der Primfaktorenzerlegung zu zeigen?
(4) Seiena,ce Z,b,d e N. Zeigen Sie: Wenn die BriJch% undg gekdurzt, und die Nenndrundd teilerfremd sind,
so ist auch der BrucREE gekiirzt.
(5) SeineN, und seieray, &, ..., &, in N. Wir definierenG,, G, undG; durch:
(@) Gy(&y) := 2y, Gy(ay, 8, .. &) = 9GT(Gy(8y, By, -, Bn_1)s &n)-
(b) Gy(ay,ay,...,ay) :=maxzeN : z| g firallei € {1,2,...,n}}.
(€) G3:=minzeN : esgibtly,A,,...,A, € Z, sodasg = Tty 4;a).
Zeigen Sie, das§,, G, undG; gleich sind.
(6) Seip, dien-te Primzanhl, d. hp, = 2, p, = 3, usw. Zeigen Sie, auch, ohne die Eindeutigkeit der Pritofakrlegung
zu verwenden, dass folgendes gilt: Wenn

a
b

I p%
I piﬁi,

wobeia;,8; € Ny, und fast alley;, 8; = 0 sind, dann gilt

ggT(a,b = n pimi”(”i 8

Es ist einfach, aus den Primfaktorzerlegungen samdb den ggT vona und b zu
bestimmen. Es kann aber sehr rechenaufwendig sein, didaRtorzerlegung einer
Zahl zu bestimmen. Schneller kann man den ggT mit &klidischen Algorithmus
berechnen, der ohne die Primfaktorzerlegungen auskommit.

SATz 1.13. Seien a, ke Z, nicht beide 0 und seiz Z. Dann gilt:
ggT(a,b=ggT(@a+z-b,b.

So gilt zum Beispiel gg125, 15) = ggT (40, 15).
Beweis:Wir zeigen, dass nicht nur der ggT, sondern sogar die Mengegaemeinsa-
men Teiler der beiden Zahlenpaare gleich sind. Wir zeigso al

{t :tlaundt|b}=1{t : t|a+zbundt|b}.

“c" Fallst sowohla als auch teilt, dann aucla+ zbundb. “2"; Fallst sowohla+ zh,
als auchb teilt, dann auchka + zb— zbundb, also aucta undb.m

Das nitzen wir jetzt moglichst geschickt aus, um @gi7, 33) zu berechnen:
ggT(147,33) = ggT(147— 4-33,33)
=0ggT (15,33
=0ggT(1533-2-15
=09T(153)
=ggT(0,3)
=3.

Gunstig ist es als@ so zu wahlen, dass+ zbder Rest vora bei der Division durchb
wird.
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Mit Hilfe des erweiterten Euklidischen Algorithmus findeamnicht nur den ggT von
aundb, sondern auch, ve Z, sodass gilt:

ggT(a,b=u-a+v-h.
BEISPIEL 1.14. Berechnen wir nochmals gd®7, 33), und schreiben dies so:

147 33

147 1 0 (147=1-147+0-33
33| 0 1 (33=0-147+1-33
15| 1 -4 (15=1-146-4-33

3] -2 9 (3=-2-147+9-33

0

UBUNGSAUFGABEN 1.15.

(1) Bestimmen Sie fua undb jeweils ggTa, b), und zwei ganze Zahlem, v e Z, sodass
ggT(@a,b=u-a+v-b.

(a) a=254,b=120.
(b) a=71,b=79.
(c) a=610,b=0987.

3. Das kleinste gemeinsame Vielfache

Sinda,b € Z, so nennt man jede Zakl € Z, die vona und b geteilt wird, ein
gemeinsames Vielfaches varundb. Unter allen gemeinsamen Vielfachen zeichnen
wir das kleinste aus.

DEFINITION 1.16. Es seien,be 7\ {0}. Dann ist kg\a, b) definiert durch
kgV(a,b=min{veN : alvundb]v}.

Die Menge aller positiven gemeinsamen Vielfachen ist jaafive Z \ {0} nicht leer,

da si€la- bl enthalt.

SATz 1.17. Seien a,be Z\{0}, und sei se Z so, dass d s und b| s. Dann gilt:

kgV (a, b | s. Jedes gemeinsame Vielfache ist also ein Vielfachdeyles

Beweis:Wir betrachtena) = {a-z|ze Z} und(b) = {b- z| ze Z}. Der Durchschnitt
zweier Ideale ist wieder ein Ideal, und @ und(b) Ideale sind, ista) N (b) auch ein
Ideal. Es gibt als@ € Z, sodass

©=@nNMh.

Wegenc € (a) ist ¢ ein Vielfaches vora, und ebenso ein Vielfaches vénSei nuns
ein weiteres gemeinsames Vielfaches samdb. Dasin (a) N (b) liegt, liegtsauch in
(), und ist somit Vielfaches voa. Also istc daskleinstegemeinsame Vielfache und
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teilt jedes gemeinsame Vielfache vanindb. m

Zwischen ggT und kgV kann man folgenden Zusammenhang Herste

SaTz 1.18. Seien a, ke N. Dann giltggT(a, b - kgV (a,b) = a- b.

Beweis:Wir verwenden die Primfaktorzerlegung var= T[] pivi, undb =[] pir' Aus

dem Fundamentallemma (Satz 1.6) (bzw. Ubung 1.12 (6)) kazm nerleiten, dass

dann gelten muss:

min(v;,c;)

ggT(a,b = TIpi

ma)(yivoT)

kgV(a,b = TIpi :

Daraus folgt:

(min(vi 07)+max(v; 'Cri))
[

pi

1—[ pi(vi +07)

a-b.

ggT(a, b - kgV (a, b

|
UBUNGSAUFGABEN 1.19.

(1) Zeigen Sie ohne Verwendung der Primfaktorzerlegungs fizr allea, be N gilt:
kgV(a,b -ggT(@a,b =a-b.

Hinweis: Zeigen Sie dazab| ggT(a, b - kgV(a, b und kg\Ma, b) |
(2) Seiena, b, ce N. Zeigen Sie:
(a) ggTggT(a, b, c) = ggT(a ggTib, o).
(b) kgV(kgV(a,b),c) = kgV(a,kgV(b, 0).
(c) ggTtkgV(a, b, c) = kgV(ggT(a, ©), ggTib, o).
(d) kgV(ggTia, b, 0) = ggTkgV(a, 0, kgV(b, 0).
(3) Sein e N, und seieray, &, ..., &, in N. Wir definierenK; undK, durch:
(@) Ky(ay) =2y, Ky(@g,8p, ..., 8) = kgV(K1(8y, 8y, ..., 8y_1)s &n)-
(b) Ky@g,ay,...,a,) :=minfzeN : g | zfurallei € {1,2,...,n}}.
Zeigen Sie, dask; undK, gleich sind.
(4) SeineN, und seieray, &, ..., &, in N. Wir definierenK, durch

ab
ggT@b -

Ko(@y, 8y, ...,8)) :=minfzeN : g | zfurallei € {1,2,...,n}}.

Zeigen Sie, dass alle ganzen Zahlen, die Vielfaches eides @& sind, auch ein Vielfaches vat,(a;, &, ..., a,)
sind.

(5) Seip, dien-te Primzahl, d. hp; = 2, p, = 3, usw. Zeigen Sie, auch ohne die Eindeutigkeit der Prirofaktlegung
zu verwenden, dass folgendes gilt: Wenn

a
b

IT py
I1 pr”i,

wobeia;,8; € Ny, und fast alley;, 8; = 0 sind, dann gilt

kgV(a, b= H B maxa; ;)
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4. L6sen von Kongruenzen

DEFINITION 1.20. Sen € Z. Dann definieren wir eine Relatiag, aufZ durch
a=s ,b:enla-bfira,be Z.

Fira =, b schreiben wir aucla = b (modn) und sagen: 4 ist kongruento modulo
n.”

SATZ 1.21. Seien a, &= Z (nicht beide= 0), und sei be Z. Dann sind die folgenden
Bedingungen aquivalent:

(1) Die Kongruenz ax b (modc)istlésbar, d. h., es gibtg Z sodass ¢ a-y-b.
(2) ggT(a, 0 teilt b.

Beweis:(1) = (2): Seix eine Losung, d.hc | ax— b. Fallsc die Zahlax — b teilt, dann
gilt erst recht

ggT(a, 0| ax-h.
ggT(a, o teilt a, also gilt ggT(a, o | b.
(2) = (1): Aufgrund der Voraussetzungen existiert eia Z, sodass

ggT(@,0-z=h.
Aus dem erweiterten Euklidischen Algorithmus bekommenuyire Z mit

ggT(a,00=u-a+Vv-C.

Es gilt dann

(ua+ve)-z=Dhb,
also

a-uz+c-vz=b,
und somit

a-(ug =b (modc).
Also istx := uzLAdsung vonax = b(modc). m
SATZz 1.22. Seien a, &= Z (nicht beide= 0), und sei be Z. Sei x eine Lésung von
(1.3) ax=b (modo.

Dann ist die Losungsmenge v(ih3)gegeben durch:

C
L:{X0+kW|kEZ}
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Beweis:* 2" Wir setzen zunachst, + k75 ein und erhalten
C —
a(XO + kggT(a,c)) - aXO + akggT(a 0
=, b+akyas
= b+ ckerag
EC
Daher istx, + kgz7iag Wirklich eine Losung.

“C": Seix, Lésung vorax = b (modc) . Zu zeigen istig | (X — ). Dax, undx,
Losungen sind, gilax, = b (modc) undax, = b (modc) Daher gilt

a(x, — %) =0 (modc),

oder, aquivalent dazu,

cla(x, —X)-.
Daher gilt auch
C | a -(X B Xo)
99T(@, 0 ggT@o ‘' '
Da
C a
T , =
99 (ggT(a, 0 ggT(, c))
gilt
C
99T @0 | (%= %)
|

KOROLLAR 1.23. Seien a, &= Z (nicht beide= 0), seibe 7, sodasggT(a, o | b, und
sei % eine Losung von ax b (modc) ist. Dann ist die Kongruenz ax b (modc)

aquivalent zu » X, (mod ALY c))

UBUNGSAUFGABEN 1.24.

(1) Losen Sie die Gleichung
207x = 18 (mod 1989

inz!
(2) Bestimmen Sie fur alla,ce N, b € Z, wieviele Lésungen ir0, 1, ..., c — 1} die Gleichunga- x = b (modc) hat.

Wir betrachten nun Systeme von zwei Kongruenzen, also Systker Form

x=a, (modm,)
x=a, (modm,),
wobeim;, m, e Nunda,, a, € Z.
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BEISPIELE 1.25. Das System
x=1 (mod2
x=0 (mod 4
kann nicht I6sbar sein, denn eine Losung Z musste sowohl gerade als auch unge-
rade sein. Das System
Xx=1 (mod?2
Xx=2 (modH
hingegen hat zum Beispiel die Lo6surg 7.
SATZ 1.26. Seien g a, € Z, m;, m, € N. Das System
Xx=a, (modm
X=a, (modm,
ist genau dann losbar, wergyT(m,, m,) | (&, — a,).

Beweis:“=": Wir nehmen an, dass Losung ist. Dann giltm, | (x—a,) undm, |
(x - a,). Daher gilt auch gg{m,, m,) | (x— a,) und ggTm;, m,) | (X — &), und somit
99T (my, my) | (x - ay) — (x - ay) = (a, — ay).

“<” Es gibtu,ve Z, sodass
u-m+v-m, = ggT(m,m)
k-um+k-v-m, = a —-a,
a+k-vm, = a-k-um

R ——

daher isix := a, — kum LOsung des Systems. O

Der Beweis liefert auch gleich ein Lésungsverfahren.

Beispiel: Wir l6sen:

X =2 (mod 15

X =8 (mod 2)
Da ggT(15,21) = 3 und 3| (2 - 8) ist das System losbar. Wir berechnen jetzt diesen
ggT undKofaktoren(d.h. Koeffizienten fir eine Linearkombination von 15 und @&#
den ggT ergibt).
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und erhalten daraus33-15-2-21.

3-15-2-21 = 3
(-6)-15+4-21 = 2-8
8+4.21 = 2+6-15
=92 =92

Daher erhalten wir eine Losung= 92.

Der folgende Satz gibt an, wie wir aus einer Lésung der Koagzualle Lésungen
erhalten.

SATZz 1.27. Sei % eine Losung von
x=a, (modm,)

x=a, (modm,).
Dann gilt fur die Losungmenge L

L = {% +k-kgV(m, m,) ke Z]}.

Beweis:* D" Wir setzen
Xo + K- kgV (my, m,)
in die erste Kongruenz ein und erhalten
(% +k-kgV(m, m)) =a, (modm,).
Das gleiche qilt fur die zweite Kongruenz.
“c” Wir fixieren x, € L. Um zu zeigen, dass, € {x,+k-kgV(m, m) [k e Z},
zeigen wir, dasg, — X, ein Vielfaches von kg\m,, m,) ist. Wir wissen ja, dass

X=a
X=a,

modm,
modm,

Daher gilt(x, — %) = 0 (modm,) und somitm, | (x, — X,). Ebenso zeigt man, dass
m, | (X, — %) gilt.
Da das kgV jedes gemeinsame Vielfache teilt, gilt Koy, m,) | (x, — X,). m

UBUNGSAUFGABEN 1.28.

(1) Losen Sie folgendes System von Kongruenzen!

x =22 (mod 26
X =26 (mod 37

(2) Seienm;, m, € N. Wieviele Losungen if0,1,...,m; - m, — 1} hat das System

x=a, (modmy)
x=a, (modm,)?
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Die folgenden Satze zeigen uns, wie man das Losen von Syst@asemehr als zwei
Kongruenzen auf das Losen von Systemen aus zwei Kongruenréckfihren kann.
Der erste Satz zeigt, dass man ein System von Kongruenzeh dine einzige Kon-
gruenz ersetzen kann — vorausgesetzt, man kennt zumeidekbsung des Systems.

SATZ 1.29.Seienre N, m;,m,,....m eNund g, a,, ..., a € Z. Falls das System

x=a, (mod ml;
(1.4) x=a, (modm,
X=a ('mod m)

eine Losung xhat, dann ist(1.4) aquivalent zu
X =%, (mod kg\Mm,, m,, ..., m)).
Beweisskizzd-allsx, eine Losung ist, dann ist auch jedes
X+ k-kgvVim,m, ...,m)
eine Losung. Andererseits haben zwei verschiedene Losutggleichen Reste mo-

dulo jedemm,, ihre Differenz ist daher ein gemeinsames Vielfacheshgemd somit
ein Vielfaches des kg\Vm

Wir schreiben:

m, Vm,
m, A m,.

kgVv (ml’ mz)
ggT (my, my)

Es gilt dann:
PROPOSITION1.30. Seien a, b, & N. Dann gilt:

(1) aAN(@vb=a,

(2) avV(@Ab)=a,

3) @AbyAc=aA(bAo),

4) avbVvc=aV(bVo,

(5) aA(bVc)=(aAb)V(aAc),

(6) aV(bAc)=(@VvbA@Veo).
Der folgende Satz sagt, wann ein System von Kongruenzean@sth
SATz 1.31 (Chinesischer Restsat8eienre N, a,, ..., 8, € Z,
m,...,m € Z\{0}. Dann sind folgende drei Aussagen aquivalent.

(1) Es gibt xe Z, sodass

X=a,

XEa2

modm,
modm,

X=a (r'nodmr).
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(2) Furallei, je{1,2,...,r}istdas System
x=a (modm)

x=a (mod mj)

|6sbar.
(3) Furallei, je{1,2,...,r}qilt

ggT(m,m) |3 - a;.

Beweis: (1) = (2)” ist offensichtlich. “(2)< (3)” gilt wegen Satz 1.26.

“(3) = (1)": Wir zeigen durch Induktion nach dass jedes System aukongruenzen,
fur das die Bedingung (3) erflillt ist, I6sbar ist. Ein Systeus zwei Kongruenzen ist
wegen Satz 1.26 Idsbar. Um ein System vofmit r > 3) Kongruenzen zu l6sen,
bestimmen wir zuerst nach Induktionsvoraussetzung sodass

y=a, (modm,),....,y=a, (modm).
Wegen Satz 1.29 ist= a, (modm,),...,x=a, (modm,)aquivalent zu

x=a, (modm,)

(1.5) x=y (modm,V...vVm).

Jetzt missen wir zeigen, dass (1.5) l6sbar ist. Das gilt Bath1.26 genau dann, wenn
(1.6) mAMV...Vvm)ly-a,.
EsgiltaA (bVc)=(aAb)V(aAc). Daherist (1.6) aquivalent zu
(M AM)V(mAM)V...V(imAm) | y-a,.
Wir zeigen dazu, dass fiie 1 gilt:
(1.7) (mAmM) [ (y-ay.
Wir wissen aber

y-a =m qG-a =(mam,) 0.

Das beweist, dass fir alle> 1 gilt (m Amy) | (y— a)). Nun ist jedes gemeinsame
Vielfache eine Vielfaches des kleinsten gemeinsamenadgakn, und somit gilt (1.6).
[

BEIsPIEL 1.32. Wir I6sen folgendes System

2 (mod 15
8 (mod 21
7 (mod 55

(1.8)

X X X
e
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Wir kennen bereits die Lésungen van= 2 (mod 15, x = 8 (mod 2J). Das Sy-
stem (1.8) ist daher aquivalent zu

X =92 (mod 105
Xx=7 (mod55.

Wir berechnen gg{b5, 105 und die Kofaktoren nach dem Euklidschen Algorithmus
und erhalten

105 55
105 1 O
551 0 1
50 1 -1
5| -1 2
0

und daher

(-1)-105+2-55 = 5
(-17)-105+34.55 = 92-7
7+34.55 = 92+17-105

Daraus erhalten wir also, dass 1877 die Lésung ist, alsog&belie Lésungsmenge
folgendermal3en an:

L = {xeZ]|x=1877 (mod 1155}
{xe Z|x=722 (mod 1155}.

UBUNGSAUFGABEN 1.33.

(1) Finden Sie alle Lésungen i von

X =26 (mod 59
x =82 (mod 89
x =124 (mod 126.

(2) Finden Sie alle L6sungen i von
x=3 (mod 9
Xx=8 (mod 9
x=1 (mod 25.

(3) Seiena, b, ce Z. Bestimmen Sie fiir alla, b, ce Z, ob die Gleichung
a-x+b-y=c

in Z x Z l6sbar ist, und bestimmen Sie alle Losungen.
(4) Bestimmen Sie eine Losung #® von

12x+ 15y + 20z = 1.
(5) Bestimmen Sie alle Lésungen#? von

12x+ 15y + 20z = 1.
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(6) SeiT eine endliche Teilmenge vo#. Eine Funktionf : T — Z hei3tkompatibelgenau dann, wenn fiir alle
X1, % € T mit x; # X, der Quotientf(xi)%;z(xz) ganzzahlig ist.

Sei f eine beliebige kompatible Funktion auf einer endlicherinfengeT von Z, und seiz € Z \ T. Zeigen
Sie: Es gibt eine kompatible Funktign T U {z} » Z, sodassgyt) = f(t) furallet € T.

Hinweis: Die Funktiong heiftkompatible Erweiterungon f auf T U {z}. Sie miissen nur ein passend¢sn
finden. Stellen Sie dazu ein System von Kongruenzen auf, eamgiz) Lésung sein muss, und zeigen Sie, dass
dieses System Iosbar ist.

(7) Eine Funktionf : Z - Z heiRtkompatibelgenau dann, wenn fiir allg, X, € Z mit x; # x, der Quotient%
ganzzahlig ist. Zeigen Sie, dass folgende Funktionen kabeglaind:
(@ f=x"fuirneN,
(b) foo =&,
(8) Eine Funktionf : Z — Z heitkompatibelgenau dann, wenn fir allg, X, € Z mitx; # X, der Quotient%
ganzzahlig ist. Zeigen Sie, dass die Menge der kompatiblekttonen vorZ tberabzéhlbar ist.






KAPITEL 2

Teilbarkeit in Integritatsbereichen

1. Kommutative Ringe mit Eins

DEFINITION 2.1. Eine Algebr&R,+, —,-, 0, 1) ist ein kommutativer Ring mit Eins
wenn+, - bindre Operationen alR sind, — eine unare Operation al ist, und Q1
Elemente auR sind, sodass fiur allg,y, z € R die folgenden Eigenschaften erfillt
sind:

(1) x+0=x

2) x+(=x) =0

B) X+y)+z=x+(Y+2

(4) X+y=y+X

(B) X-y)-z=X%x-(y-2

(6) x-y=y-x

(7) x-1=x

B) X-(y+2=X-y+X-2
SaTz 2.2. Sei(R,+, —,-,0,1) ein kommutativer Ring mit, und seien x, = R. Dann
gilt

(1) —(=(x) =X

(2) x-0=0.

() —(X-y) = (=X) -y =X (=Y).

Beweis:(1): =(-X) = =(-X) + 0 = 0+ (—=(=X)) = X+ (=X)) + (—=(=X)) = X+ ((-X) +
(=(=X) =X+0=X%.(2):x:0=%x-0+0 = X- 0+ (X-0+ (—=x-0)) = X-0+x-0)+(—x-0) =
X-(0+0)+(—x-0)=x-0+(-=x-0) = 0. (3): Wir verwenden jetzt aul3er den bei der
Definition von kommutativen Ringen verwendeten Gleichumgech die Folgerungen,
dassfir allz € Rauch(-2+z=0und 0+ z=zgilt. —=(X-y) = =(X-y) +Xx-0 =
—(XY)HX(YH(=Y)) = —(XY)HEYHX(=Y)) = (XY +XY)+X(=Y) = 0+x:(=Y) = X(-Y).
Mithilfe des Kommutativgesetzes folgt nun auetx) -y = —(x-y). m

2. ldeale

DEFINITION 2.3. SeiR ein kommutativer Ring mit Eins. Eine nichtleere Teilmemge
vonRist einldeal von R, wenn fur aller € Rundi, j € | auchr -i e l undi + j € |

gilt.
17
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Aus dieser Definition sieht man, dass der Durchschnitt veialkeh vorR wieder ein
Ideal vonR ist.

DEFINITION 2.4. SeiR ein kommutativer Ring mit Eins, und séi eine Teilmenge
vonR. Dann ist davon A erzeugte lded), definiert durch

(A)g = ﬂ{l |1 Ideal vonRundA ¢ 1}.

SATZ 2.5. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und set R. Dann gilt
n

Pe=1) raIneN,a,...a,cArn, . ..r Rl

i=1

Beweis:SeiJ := {} rialneNya,...,a, € Ar,....r, e Rl. Da0e J, und daJ
abgeschlossen unterund unter Multipkation mit Elementen vdiist, istJ ein Ideal
von R. Aul3erdem gilt offensichtlicih c J. J ist also ein Ideal voiR mit A ¢ J. Aus
der Definition vorA)y als Durchschnitt aller solchen Ideale sieht man &g c J.

Um die Inklusiond c (A), zu zeigen, wahlen wir ein Elemente J. Es gibt also
neNya,...,a € Aundr,,....r, € R sodasg = }!, r,a. Aus der Definition von
(A)g sehen wir, dash c (A), gilt. Damit liegt jedesa, in (A)g. Da(A), ein Ideal von
Rist, liegt also auch jeder Summangé, in (A)g, und schlie3lich auch die Sumnmes

DEFINITION 2.6. SeiR ein kommutativer Ring mit Eins, und skiein ldeal vonR.
Das Ideall ist einHauptidealvon R, wenn es eira € R gibt, sodas$ = ({a})g. Wir
schreiben flK{a}), = Raauch kirze(a).

UBUNGSAUFGABEN2.7.

(1) (Erzeugen von Idealen) Bestimmen Sie jeweils, ob dasienMengeS erzeugte IdealS) des RingR gleich dem
ganzen RindR ist!
(a) R=27,S={10570,42,30}.
(b) R=Zx27,5={(4,3),(6,5).
() R=2Z44;, S={[75]10}-
(2) (Erzeugen von Idealen) Bestimmen Sie jeweils, ob dasieoMengeS erzeugte IdealS) des RingdR[x, y] gleich
dem ganzen Ring[X, y] ist!
(@) S={xy,Ry+1}.
(b) S= {3y, xy¥ +1).
(€) S={xy+x1+Yy3).
(3) (Zornsches Lemma) S& ein kommutativer Ring mit Eins. Ein Ideal vdRist maxima) wenn es ein maximales
Element in
{I'|l ist Ideal vonRund| + R}

ist. Zeigen Sie, dass jedes vBverschiedene Ideal in einem maximalen Ideal ®anthalten ist! Wo verwenden
Sie, dasR ein Einselement hat?

3. Integritatsbereiche

Ein kommutativer Ring mit EinR ist ein Integritatsbereichwenn er zumindest zwei
Elemente hat und fiir alle, bmit a # 0 undb + 0 auchab + 0 gilt.
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DEFINITION 2.8. SeiR ein kommutativer Ring mit Eins, und seianbe R. Dann gilt
a| b, wenn es eim € Rgibt, sodas$ = ra.

DEFINITION 2.9. SeiR ein kommutativer Ring mit Eins.

« Ein Elementu € Ristinvertierbar, wenn es eitv € Rmit uv = 1 gibt.

Ein Elementp € Rist prim, wenn es nicht invertierbar ist, und fir alleb e
Rmit p|abgilt: plaoderp| b.

Ein Elementr € Ristirreduzibel wenn es nicht invertierbar ist, und fur alle
s,te Rmitr = stgilt: sist invertierbar odet ist invertierbar.

Zwei Elementea, b € R sindassoziierf wenn es ein invertierbares Element
u e Rgibt, sodasswu = b. Wir schreiben dana ~ b odera ~¢ b.

LEMMA 2.10. Sei R ein Integritatsbereich, und sei p ein primes ElementRanit
p # 0. Dann ist p irreduzibel.

Beweis:Sei p prim, p # 0, und seiers,t € R so, dasg = st. Dann giltp | st. Da
p primist, gilt p | soderp | t. Im Fall p | sgibt es eins; € R, sodasgps, = s.
Durch Multiplikation dieser Gleichung mit erhalten wirpst = st = p. Also gilt
p(s;t — 1) = 0. Wegenp # 0 ist alsot invertierbar. Im Fallp | t erhalten wir analog,
dasssinvertierbar istm

UBUNGSAUFGABEN2.11.

(1) (Invertierbare Elemente) SRiein kommutativer Ring mit Eins. Zeigen Sie:
(a) Das Produkt invertierbarer Elemente ist wieder ineelpgr.
(b) Jeder Teiler eines invertierbaren Elements ist inedytr.
(c) Ein Element € Rist genau dann invertierbar, wenn das varzeugte Idealr) gleichRiist.
(2) (Integritatsbereiche) Zeigen Sie, dass jeder endliotegyritétsbereich ein Korper istd{nweis: Betrachten Sie fur
r # 0 die Abbildungx - r - x.)
(3) (Prime Elemente) S& ein Integritatsbereich. Ein Idealvon R ist prim, wennl + Rund fur allea,b € R gilt:
a-bel = (ael oderbel). Zeigen Sie:
(a) Ein Element ist genau dann prim, wenn das Hauptidgalprim ist.
(b) Wennr prim undu invertierbar ist, so ist auch- u prim.
(4) (Einfache Ringe) Ein RingR ist einfach wenn er keine Ideale auR&} und R hat. Zeigen Sie, dass die beiden
folgenden Behauptungen aquivalent sind:
(a) Ristein einfacher kommutativer Ring mit Eins, ulitfi> 2.
(b) Rist ein Korper.
(5) (Irreduzible Elemente) S& ein Integritatsbereich, und see Rmitr + 0.
(a) Zeigen Sie, dass folgende Bedingungen aquivalent sind.
() ristirreduzibel.
(ii) Das Ideal(r) ist ein maximales Element in der Menge aller HauptidealeRatie ungleichR sind.
(b) Zeigen Sie: Wenn irreduzibel ist, ist auch jedes zwuassoziierte Element irreduzibel.

4. Euklidische Integritatsbereiche

DEFINITION 2.12. SeiR ein Integritatsbereich. Der IntegritatsbereRst ein Eukli-
discher Bereichwenn es eine Funktiofi: R\ {0} — N, gibt, sodass folgendes gilt.

(1) Fur allea, be R\ {0} gilt 6(a) < d(ab).
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(2) Furallea,be Rmitb + 0 gibtesqg, r € R, sodass
(@ a=bqg+r,und
(b) r = 0 oderd(r) < 6(b).

SaTz 2.13. Der RingZ ist ein Euklidischer Bereich.

Beweis:Die Funktiond(z) := |7 fur ze Z \ {0} leistet das Gewlnschtm.
SATZ 2.14. Sei K ein Korper, und sei K] der Polynomring tber K. Dann ist[] ein
Euklidischer Bereich.
Beweis:Wir setzeny(f) := deq f). m
DEFINITION 2.15. SeiZ][i] die Teilmenge der komplexen Zahlen, die durch
Z[i] :={a+bila,be 7}

definiert ist. Als Operationen verwenden wir die Additiorduviultiplikation der kom-
plexen Zahlen. Dann nennen w{i] denRing der Gauldschen ganzen Zahlen

SATZz 2.16. Z]i] ist ein Euklidischer Bereich.
Beweis:Als Unterring des Korper€ ist Z[i] ein Integritatsbereich. Wir definieren

nund(x + yi) := x% + y? fur allex,y € Z. Dann gilté(z, - z,) = §(z) - 6(z,) fur alle
2,,Z, € ZJi], und somit ist Eigenschaft (1) von Definition 2.12 erfullt.

Seien nurb,a e Z[i] mita = 0, und seient,v € Q so,dasd = a- (U + Vi). Wir
wahlen nuru,ve Z, sodas$u — u| < 3 undlv - v| < 1. Sei nun

g:=u+viundr:=b-qa.
Dann gilt
o =06(U+Vvi-a-—U+vi-a=d6a-(u-u+( -vi)
=6(a) - 6((U = u) + (V = W)i) = @) - (U = u? + (V = v)?) < 6@a) - %
Daa # 0, gilt 6(a) = aa # 0, und somit gilti(r) < 6(a). m

DEFINITION 2.17. Ein IntegritatsbereicR ist einHauptidealbereichwenn es fir je-
des Ideal vonReina € Rgibt, sodas$ = (a).

SATz 2.18. Jeder Euklidische Bereich ist ein Hauptidealbereich.

Beweis:SeiR ein Euklidischer Bereich, und skiein ldeal vonR. Wennl| = {0}, so
gilt I = (0). Wennl # 0, so wahlen wir eira € | \ {0}, fUr dasd(a) minimal ist. Sei
nunb € I, und seiemy,r € Rso, das® = ga+r und ¢ = 0 oderd(r) < 6(a)). Da
r=b-qgael, kanndé(r) < 6(a) wegen der Minimalitat void(a) nicht gelten. Also
giltr =0undb =gae (a). Somit giltl = (a). m

BEISPIEL 2.19. Der Polynomrin@[x, y] ist kein Hauptidealbereich.
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Beweis:Seil := {p € Q[x,y]Ip(0,0) = 0}. Dann giltx € | undy € |. Wennl
ein Hauptideal ist, so gibt ek e | mit f | x und f | y. Also gilt deg(f) = 0 und
deg(f) = 0, und somit istf ein konstantes Polynom. Dae I, gilt (0,0) = 0, und
somitf = 0. Das ist ein Widerspruch ziu| x. Somit istl kein Hauptidealm

5. Faktorielle Integritatsbereiche

DEFINITION 2.20. SeiR ein IntegritatsbereichR ist faktoriell, wenn folgendes gilt:

(1) Faraller € R\{0}, die nichtinvertierbar sind, gibt es esre N und irreduzible
f,,..., f, € R sodass
r=f.f.
(2) Furallem,ne Nund fur alle irreduziblerf,, ..., f., g, ..., g, € Rmit

fl...fm =0,-0,
gilt m = n, und es gibt eine bijektive Abbildung : {1,...,m} - {1,...,n},
sodass fur allee {1, ..., m} gilt: f, ~5 g, -

LEMMA 2.21. Sei R ein Hauptidealbereich, und seiepR ein irreduzibles Element
von R. Dann ist p prim.

Beweis:Seiena,b € Rso, dasgp | a-b. Seid := {sp+tals,t € R} das von{p, a

erzeugte Ideal voRR. Da J ein Hauptideal ist, gibt es € J mit (c) = J. Dann gilt
c| pundc | a Seid € Rso, dassd = p. Da p irreduzibel ist, istc invertierbar
oderd invertierbar. Wenrt invertierbar ist, so gilt 1= J. Also gibt ess,t’ € R mit

Sp+t’a= 1. Dann gilts pb+t’ab = b, und somitp | b. Wennd invertierbar ist, so gilt
wegenc | aauchp = cd| ad. Dad invertierbar ist, gilad | a, und somitp| a. m

SATZz 2.22. Jeder Hauptidealbereich ist faktoriell.

Beweis:SeiG die Menge aller € R\ {0}, die nicht invertierbar sind und sich nicht als
Produkt endlich vieler irreduzibler Elemente schreibesséa. Wir nehmen a@ + Q.
Sei

A:={")|r e G}
Wir betrachten zunachst den Fall, dass die geordnete Mgrige) ein maximales
Element hat. Seh ein solches maximales Element, und aet G so, dasga) = A.
Da a nicht irreduzibel und nicht invertierbar ist, gibt es nighertierbare Elemente
b,ce Rmitbc = a. Nun gilt(a) c (¢). Wenn(a) = (c), so gibtesd e Rmitda = c.
Dann gilta = bc = bd g alsoa(l — bd) = 0. DaR ein Intergritatsbereich ist, gilt
a = 0oderbd = 1. Wenna = 0, so giltA ¢ A, ein Widerspruch. Wenhd = 1, so ist
b invertierbar, ebenfalls ein Widerspruch. Also ga&) # (c). Wegen der Maximalitat
von(a) gilt (c) ¢ A. Also giltc ¢ G. Dac nicht invertierbar ist, l&sst siahals Produkt
endlich vieler irreduzibler Elemente schreiben.@gpC (b), erhalt man genauso, dass
sichb als Produkt endlich vieler irreduzibler Elemente schreildsst. Somit ist auch
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a ein Produkt endlich vieler irreduzibler Elemente, im Wilmuch zua € G. Der
Fall, dasqA, ) ein maximales Element hat, kann also nicht eintreten.

Wir betrachten nun den Fall, da&d, ) kein maximales Element hat. Dann gibt es
eine Folge(a),_y ausG, sodasga;) C (a,) < (a5)---. Wir bilden nun die Menge
A= U,y(®). Die MengeA ist ein Ideal des RingR. DaR ein Hauptidealbereich ist,
gibt es einb € Amit (b) = A. Wegenb € A gibt es einj € N, sodasd € (a;). Dann
gilt auch(b) ¢ @), und somit(aj+1) c (b c @), im Widerspruch zua)) C (aj,9)-
Daher kann auch der Fall, dasd, <) kein maximales Element hat, nicht eintreten.

Insgesamt gilt als& = (; somit lasst sich jedes nicht invertierbare Element Ry{0}
als Produkt endlich vieler irreduzibler Elemente schreibe

Wir zeigen nun die Eindeutigkeit der Zerlegung, indem wig #igenschaft (2) aus
Definition 2.20 durch Induktion nachm zeigen. Wenmm = 1, so giltf, | g;---0,,.
Wegen Lemma 2.21 gibt es dann gire {1,...,n}, sodassf, | g;. Dag; irreduzibel

n
ist, gibt es ein invertierbares Elemant Rmit g; = u f;. Somit gilt f; = uf, l—[ Oi»

i=1
i#]

also1=u- ]—[ g;- Damitist jedegy, miti # j invertierbar, und folglich gilh = 1 und
i=1
i#]
j=1.
Sei nunm > 1. Wegenf, | g,---g, und Lemma 2.21 gibt es daher gire {1, ..., n},
sodassf; | g;. Dag; irreduzibel ist, gibt es ein invertierbarese Rmit uf, = g;.
Aul3erdem gilin > 1, denn fallsn = 1, so giltf, f, | g,, im Widerspruch dazu dagg
irreduzibel ist. Es gilt also

f2 . f3 fm — (ugl)gng’;“'gj—l . gj+1“'gn'

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine bijektive Ahbigo : {2,...,m} —
{1,...,ni\{j}, sodasd; ~ g, fur allei € {2, ..., m}. Somit leistetr := o U{(1, ))} das
Gewlnchtem

UBUNGSAUFGABEN 2.23.

SeiRein Integritétsbereich, und sec R. | ist einevollstandige Auswabhl irreduzibler Elementeenn allei € | irreduzibel sind
und es fur jedes irreduzible € Rgenau eiri e | mit f ~5 i gibt. Seia € R \ {0}. Eine Funktione : | — N ist eineZerlegung
vona, wenn

(1) {i e1lad) # 0} ist endlich.
(2) a~g g %0,

Dabei definieren wir fiir allé € |, dass® := 1 ist. Ebenso ist ein Produkt;, immer gleich 1.

(1) Zeigen Sie: SeR ein faktorieller Integritatsbereich und degine vollstandige Auswabhl irreduzibler Elemente von
R. Seiena, b € R\ {0}, seix eine Zerlegung voma bezuglichl undg eine Zerlegung vob bezuglichl. Dann sind
aquivalent:

(@) alb.
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(b) Furallei €1 gilt a(i) < B().
(2) SeiR ein faktorieller Integritétsbereich und deeine vollstéandige Auswahl irreduzibler Elemente \RrSei f e
R\ {0}. Dann gibt es genau eine Zerlegung | — Ng von f.

6. Eine Anwendung in der Zahlentheorie

Wir brauchen zunéachst folgende Beobachtung:

LEMMA 2.24. Sei p eine ungerade Primzahl. Dann gilt:

(1) Fur jedes xe {1, ..., p—1}gibteseiny {1, ..., p— 1} mitx-y=1 (mod p).

(2) Fur jedes xe Z gilt: wenn ¥ = 1 (modp), so gilt x = 1 (modp) oder
= -1 (modp).

(3) (p— D! = -1 (modp) und(Z1? = (-1)*Z (modp).

Beweis:(1) Da ggTix, p = 1, gibt esu,v e Z mit ux+ vp = 1. Somit gilt flry :=
umodp, dassyx= 1 (modp). (2) Wennp| x> - 1 = (x+ 1)(x — 1), so gilt wegen des
Fundamentallemmas (Satz 1) x + 1 oderp | x — 1. (3) Fir jedex € {2, ..., p— 2}
gibt es einy € {2,...,p- 2} mit xy = 1 (modp). Diesesy erfullt y # x. Somit
gilt Hipz_zzi = 1 (modp), also(p—- 1! = -1 (modp). Furi € {1,...,%l gilt —i =
p-i (modp), also gilt

p1 p1
i-

~1=, (- =] [i-] [to-1)
i=1 i=1
p_
2

_ (P Ly Pt %
—p(2-)(1) ( -)—(2-)(1)-
[

Wir beweisen nun den folgenden Satz:

SATz 2.25. Sei p eine Primzahl mit = 1 (mod 4. Dann gibt es a, b= N, sodass
a’+b?=p.

Beweis:Seix := ‘%1!. Wegen Lemma 2.24 gilt dann
(2.1) x?2 = -1 (modp).

Im Ring Z[i] gilt natlrlich ebenfallsp | (1 + x?), alsop | (1 + xi) - (1 — xi). Da
jedes Vielfache vorp im Ring Z[i] einen durchp teilbaren Realteil hat, gilt iZ[i]
wederp | (1 + xi) nochp | (1 - xi). Im Ring Z[i] ist p also nicht prim. Wegen
Satz 2.16 und Satz 2.18 i#fi] ein Hauptidealbereich. Somit ist wegen Lemma 2.21
jedes irreduzible Element vo#i[i] prim. Also istp in Z[i] nicht irreduzibel. Es gibt
folglicha, b, c,de Z, sodasp = (a+bi)(c+d i), unda+biundc+d i nichtinvertierbar
sind. SeiN(u + vi) := u? + V2 fur alleu, ve Z. Dann gilt

p? = N(p) = N((@a+ bi)c+di) = N@+bi)- Nc+di) = (@ + b + d?).



24 2. TEILBARKEIT IN INTEGRITATSBEREICHEN

Alle Elementez € Z[i] mit N(2) = 1 sind invertierbar. Somit musg + b? = p gelten.
Die Zahlena’ := |al undb’ := |b| leisten also das Gewilnschie.
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