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Vorw ort

Bernd Langensteiner hat es •ubernommen, eine Mitschrift meiner Vorlesung
Einf•uhrung in die Algebra (Sommersemester2000)zu einer Rohversiondesvor-
liegendenSkriptums auszuarbeiten. F•ur die Mithilfe bedanke ich mich auch bei
Waltraud Eidlj •org, Barbara Fattinger und Peter Mayr.

Damit diesesSkriptum einesTagesdruckreif wird, bitte ich alle Leser,mir Feh-
ler mitzuteilen (am besten per e-mail). Zur Vorlesung m•ochte ich die B•ucher
[Robinson, 2003] und [Lidl and Pilz, 1998] empfehlen.

Linz, im Mai 2005 E.A.
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KAPITEL 1

Rechnen in den ganzen Zahlen

Die Summe,dasProdukt und die Di�erenz zweierganzerZahlensind wiedereine
ganzeZahl. Man kann aber innerhalb von Z nicht uneingeschr•ankt dividieren; so
ist etwa 5 nicht durch 7 teilbar. In diesemKapitel untersuchenwir die Teilbarkeit.
Die Disziplin, die sich tiefgehend mit Teilbarkeit und Primzahlen besch•aftigt,
hei�t Zahlentheorie [Remmert and Ullric h, 1987].

Wir k•urzen die Mengeder ganzenZahlen mit Z und die Mengef 1; 2; 3; : : :g der
nat•urlichen Zahlen mit N ab.

1. Primfaktorzerlegung

Definition 1.1 (Primzahl). Eine Zahl p 2 N ist genaudann einePrimzahl, wenn
folgendebeidenBedingungengelten:

(1) Es gilt p > 1.
(2) F•ur alle a;b2 N mit p = a � b gilt a = 1 oder b= 1.

Definition 1.2 (Teilbarkeit). F•ur x; y 2 Z gilt

x teilt y

genaudann, wenn esein z 2 Z gibt, sodassy = z � x ist.

Wir schreiben dann auch xjy; die Zahl y hei�t ein Vielfachesvon x;

Definition 1.3 (Ideal). Eine TeilmengeI von Z ist ein Ideal von Z, falls siealle
folgendenEigenschaften erf•ullt:

(1) F•ur alle i; j 2 I liegt auch i � j in I .
(2) F•ur alle z 2 Z und alle i 2 I liegt auch z � i in I .
(3) I ist nicht die leereMenge.

Beispiele:

(1) Die Mengef z � 2 jjj z 2 Zg ist ein Ideal von Z.
(2) Die Mengef z � 5 jjj z 2 Zg ist ein Ideal von Z.
(3) Die Mengef 0g ist ein Ideal von Z.
(4) N ist kein Ideal von Z.
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1. PRIMF AKTORZERLEGUNG 5

Satz 1.4. Sei I ein Ideal von Z. Dann gibt es ein a 2 I , sodass

(1.1) I = f z � a jjj z 2 Zg:

Beweis: Sei I ein Ideal von Z. Wir wollen ein a 2 I �nden, sodass(1.1) erf•ullt
ist.

� 1. Fall: I enth•alt kein Element ungleich0: Dann gilt I = f 0g, und wir
w•ahlen a = 0.

� 2. Fall: I enth•alt ein Element ungleich 0: Dann gibt es auch ein b 2 I
mit b> 0. Wir de�nieren a durch

a := min f b2 I jjj b> 0g:

Nun zeigenwir, dassa dasgew•unschte Element ist, d.h., wir zeigen:

(1.2) I = f z � a jjj z 2 Zg:

\ � ": Sei x ein Element aus der Mengeauf rechten Seite von (1.2).
Dann gibt esein z 2 Z, sodassx = z � a. Nun liegt a in I , da wir ja a
als ein Element von I ausgew•ahlt haben. Wegender Idealeigenschaft (2)
aus De�nition 1.3 liegt auch z � a in I . Somit liegt x = z � a auch in der
linken Seitevon (1.2).

\ � ": Wir �xieren c 2 I und zeigen,dassc ein Vielfachesvon a ist.
Durch Division erhalten wir q 2 Z, r 2 f 0; 1; : : : ; a � 1g, sodass

c = q � a + r:

Daher ist r = c � q� a. Nun liegt c in I ; ebensoliegt a 2 I . Daher liegen
auch q � a und c � q � a in I . Somit folgt, dassauch r 2 I liegt. Wegen
r < a folgt aus der Minimalit •at von a, dassr = 0 ist. Daher ist c ein
Vielfachesvon a. �

Wir schreiben f•ur f a � z jjj z 2 Zg auch a�Z oder (a) und bezeichnenesalsdasvon
a erzeugteIdeal. F•ur ein Ideal I hei�t jedesb2 Z mit I = b� Z auch erzeugendes
Element von I .

Satz 1.5 (Fundamentallemma). Sei p eine Primzahl, und seiena;b2 Z . Falls p
ein Produkt a � b teilt, so teilt p einen der beiden Faktoren a oder b.

Beweis:Wir de�nieren I durch

I := f x 2 Z jjj p teilt a � xg :

Wir zeigenzun•achst, dassI ein Ideal ist. Die Idealeigenschaften (1) und (2) aus
De�nition (1.3) folgendaraus,dassf•ur alle x1; x2 2 I und u; v 2 Z auch u�x1+ v�x2

in I liegt. Das gilt, weil p, falls esa � x1 und a � x2 teilt, auch a � (u � x1 + v � x2)
teilt. Wegen0 2 I ist I nicht die leereMenge.

Das Ideal I besitzt ein erzeugendesElement c. Da wegenp 2 I das Ideal I nicht
gleich f 0g ist, k•onnenwir c > 0 w•ahlen. Wir erhalten also I = (c).



6 1. RECHNEN IN DEN GANZEN ZAHLEN

Nun liegt p aber in I . Daher gibt esein z 2 Z , sodassp = z � c. Da p und c in N
liegen,ist diesesz positiv. Da p prim ist, ist z = 1 oder c = 1.

� 1. Fall: z = 1: Dann gilt p = c. Da laut Voraussetzungp die Zahl a � b
teilt, gilt b2 I . Das hei�t b2 (c). Also ist b Vielfachesvon c = p; p teilt
alsob.

� 2. Fall: c = 1: Dann liegt 1 in I . Aus der De�nition von I erhalten wir

p j a � 1:

Somit teilt p die Zahl a. �

Satz 1.6. Jede nat•urliche Zahl besitzt eine Zerlegungin Primfaktoren

a = p1 � : : : � pn :

Beweisskizze:Wir zerlegena, bis esnicht mehr geht. �

Satz 1.7. Die Primfaktorenzerlegungeiner nat•urlichen Zahl a � 2 ist bis auf die
Reihenfolgeder Primfaktoren eindeutig. Wenn also

a = p1 � : : : � pn = q1 � : : : � qm

und alle pi , qi Primzahlen sind, dann gilt m = n, und es gibt eine bijektive
Abbildung� : f 1; : : : ; ng ! f 1; : : : ; mg; sodasspi = q� (i ) .

Beweis:Wir zeigendasmit Induktion nach a. F•ur a = 2 ist der Satz klar1.

Nun seia > 2, au�erdem sei

a = p1 : : : pn = q1 : : : qm :

Da p1 die Zahl a teilt, erhalten wir aus dem Fundamentallemma, Satz 1.5, dass
es ein j 2 f 1; 2; : : : mg gibt, sodassp1 j qj .2 Da qj prim ist, gilt p1 = qj . Wenn
n = 1 ist, also a = p1, dann gilt q1q2 : : : qm = qj , also m = 1 und j = 1. Somit
sind die beidenZerlegungenvon a gleich. Wenn n 6= 1, dann gilt

a0 = p2 � : : : � pn = q1 � : : : � qj � 1 � qj +1 � : : : � qm ;

1Warum eigentlich? { Die einzigeZerlegungvon 2 ist 2 = 2, denn w•urde in einer Zerlegung
von 2 eine Primzahl � 3 vorkommen, w•are auch das Produkt � 3 und k•onnte also nicht 2
ergeben. Aus dem gleichen Grund kann auch 2 nur einmal in einer Zerlegungvon 2 vorkommen.

Soeinfach { und sinnlos{ diese•Uberlegungenauch scheinen,soscheint esdoch, alsow•urden
wir implizit unbewieseneBehauptungen, verwenden,etwa die Behauptung, dassdas Produkt
von nat•urlichen Zahlen immer gr•o�er gleich jedem der Faktoren ist. Um solche Behauptungen
zu beweisen,w•urden wir brauchen:

(1) Eine De�nition der MengeN.
(2) Eine De�nition der Operationen + und �.
(3) Eine De�nition der Relation < .

2Das Fundamentallemma gibt allerdings nur dar•uber Auskunft, was passiert, wenn p1 ein
Produkt zweier Faktoren teilt. Wie bew•altigen Sie die formale Spielerei, zu zeigen, dass wir
auch f•ur m 6= 2 erhalten, dassp1 irgendein qj teilt?
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wobei diesebeiden Zerlegungenvon a0 nach Induktionsvoraussetzung\gleich"
sind. �

•Ubungsa uf gaben 1.8.

(1) [Remmert and Ullric h, 1987, p. 28] Seipn die n-te Primzahl, d. h. p1 = 2,
p2 = 3, usw. ZeigenSie

pn � 2(2n � 1 ) :

Hinweis: Euklids Beweis, dass es unendlich viele Primzahlen gibt
([Euklid, 1991, Buch IX, Satz 20], 270 v.Chr.) beruht auf folgender
•Uberlegung: Seien q1; q2; : : : ; qn Primzahlen. Dann ist der kleinste positive
Teiler von q1 � q2 � � � qn + 1 eine Primzahl, die von allen qi verschieden ist.

(2) Sei pn die n-te Primzahl, d. h. p1 = 2, p2 = 3, usw. Zeigen Sie, auch, ohne
die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung zu verwenden,dassfolgendesgilt:
Wenn

a =
Q

pi
� i

b =
Q

pi
� i ;

wobei � i ; � i 2 N0, und fast alle � i ; � i = 0 sind, dann gilt ajb genau dann,
wenn f•ur alle i � i � � i ist. (Zeigen Sie, dassdieseAussagef•ur alle Primfak-
torzerlegungenvon a und b gilt. Folgt daraus die Eindeutigkeit der Primfak-
torzerlegung?)

(3) Welche Zahlen q 2 N erf•ullen folgendeEigenschaft?
F•ur alle a;b 2 Z mit qja � b gilt qja oder es gibt ein n 2 N, sodass
qjbn .

(4) ZeigenSie,dassder Durchschnitt beliebig vieler Ideale von Z wieder ein Ideal
von Z ist.

2. Gr •o�ter gemeinsamer Teiler und kleinstes gemeinsames Vielfac hes

2.1. Der gr •o�te gemeinsame Teiler. Zwei ganzeZahlenhabenstetseinen
gemeinsamenTeiler, n•amlich 1. In diesemAbschnitt werden wir eine Methode
vorstellen, den gr•o�ten unter allen gemeinsamenTeilern zu �nden: den Euklidi-
schenggT-Algorithmus.

Definition 1.9 (Gr•o�ter gemeinsamerTeiler). F•ur zwei Zahlen a;b 2 Z (nicht
beide0) ist ggT (a;b) die gr•o�te Zahl z 2 N mit z j a und z j b:

Erstaunlicherweisel•asstsich der ggT zweierZahlenimmer alsLinearkombination
dieserZahlen schreiben.

Satz 1.10. Seiena;b2 Z (nicht beide 0). Dann gilt:

(1) Es gibt u; v 2 Z, sodass

ggT (a;b) = u � a + v � b:
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(2) Der ggT ist nicht nur der gr•o�te der gemeinsamenTeiler, er ist auch
VielfachesjedesgemeinsamenTeilers.

Die zweite Bedingungbedeutet,dassf•ur alle t 2 Z mit t j a und t j bautomatisch
auch t j ggT (a;b) erf•ullt ist.

Beweisvon Satz1.10: Sei I de�niert durch

I = f ua + vb jjj u; v 2 Zg:

I ist ein Ideal von Z. Seic ein positiveserzeugendesElement von I . Wegena 2 I
gilt, dassa Vielfachesvon c ist. Ebensogilt c j b.

Wir zeigennun, dassc nicht nur ein gemeinsamerTeiler von a und b ist, sondern
dassc auch ein Vielfaches jedesweiteren gemeinsamenTeilers ist. Sei also t 2
N eine Zahl, die a und b teilt. Es gilt: a 2 (t) und b 2 (t). Falls a und b in
(t) liegen, muss aber jedes Element aus I in (t) liegen. Das gilt, weil (t) die
Idealeigenschaften (1) und (2) von De�nition 1.3 erf•ullt. Es gilt also

I � (t) :

Insbesondereliegt dann c in (t). Daher gilt t j c.

Die Zahl c wird alsovon jedemweiterengemeinsamenTeiler von a und b geteilt,
und ist somit der gr•o�te gemeinsameTeiler. �

Satz 1.11. Seiena;b;c 2 Z, sodass

ggT(a;b) = 1:

Falls a j b� c, dann gilt auch a j c:

Beweis:Es gibt u; v 2 Z, sodass

1 = u � a + v � b:

Weil a j uac, und da wegenajbcauch a j vbcgilt, gilt auch

a j (ua + vb)c;

alsoauch a j c. �

•Ubungsa uf gaben 1.12.

(1) Seiena;b;x 2 N und u; v 2 Z so, dass

x = ua + vb:

ZeigenSie: Wenn x sowohl a als auch b teilt, so gilt x = ggT(a;b).
(2) Seien a;b 2 N, y 2 Z so, dass ajy, bjy, ggT (a;b) = 1. Zeigen Sie (ohne

Primfaktorzerlegung): a � bjy.
(3) Seien a;b 2 Z (nicht beide 0), und sei k 2 N. Zeigen Sie: ggT (ka;kb) =

kggT (a;b). Gelingt es Ihnen, ggT (ka;kb)jggT (a;b) auch ohne Verwendung
der Primfaktorenzerlegung zu zeigen?
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(4) Seiena;c 2 Z, b;d 2 N. Zeigen Sie: Wenn die Br •uche a
b und c

d gek•urzt, und
die Nenner b und d teilerfremd sind, so ist auch der Bruch ad+ bc

bd gek•urzt.
(5) Sein 2 N, und seiena1; a2; : : : ; an in N. Wir de�nieren G1, G2 und G3 durch:

(a) G1(a1) := a1, G1(a1; a2; : : : ; an ) = ggT (G1(a1; a2; : : : ; an� 1); an ).
(b) G2(a1; a2; : : : ; an ) := maxf z 2 N jjj zjai f•ur alle i 2 f 1; 2; : : : ; ngg.
(c) G3 := minf z 2 N jjj esgibt � 1; � 2; : : : ; � n 2 Z; sodassz =

P n
i=1 � i ai g.

ZeigenSie, dassG1, G2 und G3 gleich sind.
(6) Sei pn die n-te Primzahl, d. h. p1 = 2, p2 = 3, usw. Zeigen Sie, auch, ohne

die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung zu verwenden,dassfolgendesgilt:
Wenn

a =
Q

pi
� i

b =
Q

pi
� i ;

wobei � i ; � i 2 N0, und fast alle � i ; � i = 0 sind, dann gilt

ggT (a;b) =
Y

pi
min (� i ;� i ) :

2.2. Der Euklidisc he ggT-Algorithm us. Es ist einfach, ausdenPrimfak-
torzerlegungenvon a und bdenggT von a und bzu bestimmen.Eskann aber sehr
rechenaufwendig sein,die Primfaktorzerlegungeiner Zahl zu bestimmen.Schnel-
ler kann man den ggT mit dem EuklidischenAlgorithmus berechnen, der ohne
die Primfaktorzerlegungenauskommt.

Satz 1.13. Seiena;b2 Z; nicht beide 0 und sei z 2 Z: Dann gilt:

ggT (a;b) = ggT (a + z � b;b) :

Sogilt zum Beispiel ggT (25; 15) = ggT (40; 15).

Beweis: Wir zeigen,dassnicht nur der ggT , sondernsogardie Mengender ge-
meinsamenTeiler der beidenZahlenpaaregleich sind. Wir zeigenalso

f t jjj t j a und t j bg = f t jjj t j a + zb und t j bg:

\ � ": Falls t sowohl a als auch b teilt, dann auch a+ zb und b. \ � ": Falls t sowohl
a + zb, als auch b teilt, dann auch a + zb� zb und b, alsoauch a und b. �

Das n•utzen wir jetzt m•oglichst geschickt aus,um ggT(147; 33) zu berechnen:

ggT (147; 33) = ggT (147� 4 � 33; 33)

= ggT (15; 33)

= ggT (15; 33� 2 � 15)

= ggT (15; 3)

= ggT (0; 3)

= 3:

G•unstig ist esalso, z so zu w•ahlen, dassa + zb der Rest von a bei der Division
durch b wird.



10 1. RECHNEN IN DEN GANZEN ZAHLEN

Mit Hilfe deserweiterten EuklidischenAlgorithmus �ndet man nicht nur denggT
von a und b; sondernauch u; v 2 Z; sodassgilt:

ggT (a;b) = u � a + v � b:

Beispiel: Berechnen wir nochmals ggT(147; 33), und schreiben diesso:

147 33
147 1 0 (147= 1 � 147+ 0 � 33)
33 0 1 (33 = 0 � 147+ 1 � 33)
15 1 -4 (15 = 1 � 146� 4 � 33)
3 -2 9 (3 = � 2 � 147+ 9 � 33)
0

•Ubungsa uf gaben 1.14.

(1) Bestimmen Sie f•ur a und b jeweils ggT(a;b), und zwei ganzeZahlen u; v 2 Z,
sodass

ggT(a;b) = u � a + v � b:

(a) a = 254, b = 120.
(b) a = 71, b = 79.
(c) a = 610, b = 987.

2.3. Das kleinste gemeinsame Vielfac he. Sind a;b 2 Z, so nennt man
jede Zahl c 2 Z, die von a und b geteilt wird, ein gemeinsamesVielfachesvon a
und b. Unter allen gemeinsamenVielfachen zeichnen wir daskleinste aus.

Definition 1.15. Es seiena;b2 Z n f 0g. Dann ist kgV (a;b) de�niert durch

kgV (a;b) = min f v 2 N jjj a j v und b j vg:

Die Mengealler positiven gemeinsamenVielfachen ist ja f•ur a;b 2 Z n f 0g be-
stimmt nicht leer, da sie ja � bj enth•alt.

Satz 1.16. Seiena;b2 Znf 0g, und sei s 2 Z so, dassa j s und b j s. Dann gilt:

kgV (a;b) j s:

JedesgemeinsameVielfache ist also ein VielfachesdeskgV .

Beweis: Wir betrachten (a) = f a � z jjj z 2 Zg und (b) = f b� z jjj z 2 Zg. Der
Durchschnitt zweier Ideale ist wieder ein Ideal, und da (a) und (b) Ideale sind,
ist (a) \ (b) auch ein Ideal. Es gibt alsoc 2 Z, sodass

(c) = (a) \ (b) :

Wegenc 2 (a) ist c ein Vielfachesvon a, und ebensoein Vielfachesvon b. Seinun
s ein weiteresgemeinsamesVielfachesvon a und b. Da s in (a) \ (b) liegt, liegt s
auch in (c), und ist somit Vielfaches von c. Also ist c das kleinste gemeinsame
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Vielfache und teilt jedesgemeinsameVielfache von a und b. �

Zwischen ggT und kgV kann man folgendenZusammenhangherstellen:

Satz 1.17. Seiena;b2 N. Dann gilt

ggT (a;b) � kgV (a;b) = a � b:

Beweis: Wir verwendendie Primfaktorzerlegungvon a =
Q

p� i
i , und b =

Q
p� i

i .
Aus dem Fundamentallemma (Satz 1.5) kann man herleiten, dassdann gelten
muss:

ggT (a;b) =
Q

pmin (� i ;� i )
i

kgV (a;b) =
Q

pmax( � i ;� i )
i :

Daraus folgt:

ggT (a;b) � kgV (a;b) =
Y

p

�
min( � i ;� i )+max( � i ;� i )

�

i

=
Y

p( � i + � i )
i

= a � b:

�

•Ubungsa uf gaben 1.18.

(1) Zeigen Sie ohne Verwendung der Primfaktorzerlegung, dassf •ur alle a;b 2 N
gilt:

kgV (a;b) � ggT (a;b) = a � b:

Hinweis: ZeigenSie dazu abjggT (a;b) � kgV (a;b) und kgV (a;b)j ab
ggT (a;b) .

(2) Seiena;b;c 2 N. ZeigenSie:
(a) ggT (ggT (a;b); c) = ggT (a;ggT (b;c)).
(b) kgV (kgV (a;b); c) = kgV (a;kgV (b;c)).
(c) ggT (kgV (a;b); c) = kgV (ggT (a;c); ggT (b;c)).
(d) kgV (ggT (a;b); c) = ggT (kgV (a;c); kgV (b;c)).

(3) Sei n 2 N, und seiena1; a2; : : : ; an in N. Wir de�nieren K 1 und K 2 durch:
(a) K 1(a1) := a1, K 1(a1; a2; : : : ; an ) = kgV (K 1(a1; a2; : : : ; an� 1); an ).
(b) K 2(a1; a2; : : : ; an ) := minf z 2 N jjj ai jz f•ur alle i 2 f 1; 2; : : : ; ngg.

ZeigenSie, dassK 1 und K 2 gleich sind.
(4) Sei n 2 N, und seiena1; a2; : : : ; an in N. Wir de�nieren K 2 durch

K 2(a1; a2; : : : ; an ) := minf z 2 N jjj ai jz f•ur alle i 2 f 1; 2; : : : ; ngg:

Zeigen Sie, dassalle ganzenZahlen, die Vielfaches einesjeden ai sind, auch
ein Vielfachesvon K 2(a1; a2; : : : ; an ) sind.

(5) Sei pn die n-te Primzahl, d. h. p1 = 2, p2 = 3, usw. Zeigen Sie, auch ohne
die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung zu verwenden,dassfolgendesgilt:
Wenn

a =
Q

pi
� i

b =
Q

pi
� i ;
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wobei � i ; � i 2 N0, und fast alle � i ; � i = 0 sind, dann gilt

kgV (a;b) =
Y

pi
max( � i ;� i ) :

3. L•osen von Kongruenzen

Bisher haben wir bei gegebenemn 2 Z die Elemente in Z danach unterschieden,
ob siedurch n teilbar sind oder nicht, d. h., ob siebei Division durch n den Rest
0 oder einenvon 0 verschiedenenRest haben. Die Elemente mit einemvon 0 ver-
schiedenenRestkannmandadurch weiter unterteilen, dassmanalleElemente mit
dem gleichen Rest in eine Klassezusammenfasst,die man dann eine Restklasse
bez•uglich n nennt. Elemente ausderselbenRestklassehei�en kongruentmodulo n.

Definition 1.19. Sein 2 Z. Dann de�nieren wir eineRelation � n auf Z durch

a � n b :, n j a � b f•ur a;b2 Z:

F•ur a � n b schreiben wir auch a � b (mod n) und sagen:\ a ist kongruent b
modulo n."

Satz 1.20. Seien a;c 2 Z (nicht beide = 0), und sei b 2 Z. Dann sind die
folgendenBedingungen•aquivalent:

(1) Die Kongruenz
ax � b (mod c)

ist l•osbar, d. h., es gibt y 2 Z sodasscja � y � b.
(2) ggT (a;c) teilt b.

Beweis: \(1) ) (2)": Sei x eine L•osung,d.h. c j ax � b. Falls c die Zahl ax � b
teilt, dann gilt erst recht

ggT (a;c) j ax � b:
ggT(a;c) teilt a, alsogilt ggT (a;c) j b.

\(2) ) (1)": Aufgrund der Voraussetzungenexistiert ein z 2 Z; sodass

ggT (a;c) � z = b:

Aus dem erweiterten Euklidischen Algorithmus bekommenwir u; v 2 Z mit

ggT (a;c) = u � a + v � c:

Es gilt dann
(ua + vc) � z = b;

also
a � uz + c � vz = b;

und somit
a � (uz) � b (mod c) :



3. L •OSEN VON KONGRUENZEN 13

Also ist x := uz L•osungvon ax � b( mod c). �

Satz 1.21. Seiena;c 2 Z (nicht beide = 0), und sei b 2 Z. Sei x0 eine L•osung
von

(3.1) ax � b (mod c) :

Dann ist die L•osungsmengevon (3.1) gegeben durch:

L =
�

x0 + k �
c

ggT (a;c)
jjj k 2 Z

�
:

Beweis: \ � ": Wir setzenzun•achst x0 + k c
ggT (a;c) ein und erhalten

a
�

x0 + k c
ggT (a;c)

�
= ax0 + ak c

ggT (a;c)

� c b+ ak c
ggT (a;c)

= b+ ck a
ggT (a;c)

� c b:

Daher ist x0 + k c
ggT (a;c) wirklich eineL•osung.

\ � ": Sei x1 L•osungvon ax � b (mod c) : Zu zeigenist: c
ggT (a;c) j (x1 � x0). Da

x1 und x0 L•osungensind, gilt ax1 � b (mod c) und ax0 � b (mod c). Daher gilt

a (x1 � x0) � 0 (mod c) ;

oder, •aquivalent dazu,
c j a (x1 � x0) :

Daher gilt auch
c

ggT (a;c)
j

a
ggT (a;c)

� (x1 � x0) :

Da

ggT
�

c
ggT (a;c)

;
a

ggT (a;c)

�
= 1;

gilt
c

ggT (a;c)
j (x1 � x0) :

�

Bemerkung: Das Systemax � b (mod c) ist also •aquivalent zu

x � x0

�
mod

c
ggT(a;c)

�
;

wobei x0 einespezielleL•osungvon ax � b (mod c) ist.

•Ubungsa uf gaben 1.22.
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(1) L•osenSie die Gleichung

207x � 18 (mod 1989)

in Z !
(2) Bestimmen Sie f•ur alle a;c 2 N, b 2 Z, wieviele L•osungenin

f 0; 1; : : : ; c � 1g die Gleichung a � x � b (mod c) hat.

Wir betrachten nun Systemevon zwei Kongruenzen,alsoSystemeder Form

x � a1 (mod m1)
x � a2 (mod m2) ;

wobei m1; m2 2 N und a1; a2 2 Z.

Beispiele: Das System
x � 1 (mod 2)
x � 0 (mod 4)

kann nicht l•osbar sein, denn eine L•osungx 2 Z m•usstesowohl geradeals auch
ungeradesein.Das System

x � 1 (mod 2)
x � 2 (mod 5)

hingegenhat zum Beispieldie L•osungx = 7. Es stellt sich daherdie Frage,wann
und wie solche Systemel•osbarsind.

Satz 1.23. Seiena1; a2 2 Z, m1; m2 2 N. Das System

x � a1 (mod m1)
x � a2 (mod m2)

ist genaudann l•osbar, wenn gilt

ggT (m1; m2) j a1 � a2:

Beweis: \ ) ": Wir nehmenan, dassx L•osungist. Dann gilt: m1 j (x � a1) und
m2 j (x � a2) : Dahergilt auch ggT (m1; m2) j (x � a1) und ggT(m1; m2)j(x � a2),
und somit

ggT (m1; m2) j (x � a2) � (x � a1) = (a1 � a2) :

\ ( " Es gibt u; v 2 Z; sodass

u � m1 + v � m2 = ggT (m1; m2)

k � u � m1 + k � v � m2 = a1 � a2

a2 + k � v � m2 = a1 � k � u � m1| {z }
= x

daher ist x := a1 � kum1 L•osungdesSystems. 2
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Der Beweis liefert auch gleich ein L•osungsverfahren.

Beispiel: Wir l•osen:
x � 2 (mod 15)
x � 8 (mod 21)

Da ggT (15; 21) = 3 und 3 j (2 � 8) ist das Systeml•osbar. Wir berechnen jetzt
diesenggT und Kofaktoren (d.h. Koe�zien ten f•ur eine Linearkombination von
15 und 21, die den ggT ergibt).

21 15
21 1 0
15 0 1
6 1 -1
3 -2 3

und erhalten daraus3 = 3 � 15� 2 � 21.
3 � 15� 2 � 21 = 3

(� 6) � 15+ 4 � 21 = 2 � 8
8 + 4 � 21| {z }

=92

= 2 + 6 � 15| {z }
=92

Daher erhalten wir eineL•osung:x = 92.

Der folgendeSatzgibt an, wie wir auseinerL•osungder Kongruenzalle L•osungen
erhalten.

Satz 1.24. Sei x0 eine L•osungvon

x � a1 (mod m1)
x � a2 (mod m2) :

Dann gilt f•ur die L•osungmengeL

L = f x0 + k � kgV (m1; m2) jjj k 2 Zg:

Beweis: \ � ": Wir setzen
x0 + k � kgV (m1; m2)

in die ersteKongruenzein und erhalten

(x0 + k � kgV (m1; m2)) � a1 (mod m1) :

Das gleiche gilt f•ur die zweite Kongruenz.

\ � ": Wir �xieren x1 2 L. Um zu zeigen, dass x1 2
f x0 + k � kgV (m1; m2) jjj k 2 Zg; zeigen wir, dass x1 � x0 ein Vielfaches
von kgV (m1; m2) ist. Wir wissenja, dass

x � a1 (mod m1)
x � a2 (mod m2)
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Daher gilt (x1 � x0) � 0 (mod m1) und somit m1 j (x1 � x0). Ebensozeigt man,
dassm2 j (x1 � x0) gilt.

Da daskgV jedesgemeinsameVielfache teilt, gilt kgV (m1; m2) j (x1 � x0). �

•Ubungsa uf gaben 1.25.

(1) L•osenSie folgendesSystemvon Kongruenzen!

x � 22 (mod 26)
x � 26 (mod 37)

(2) Seienm1; m2 2 N. Wieviele L•osungenin f 0; 1; : : : ; m1 �m2 � 1g hat dasSystem

x � a1 (mod m1)
x � a2 (mod m2)?

Die folgenden S•atze zeigen uns, wie man das L•osen von Systemenaus mehr
als zwei Kongruenzen auf das L•osen von Systemen aus zwei Kongruenzen
zur•uckf•uhren kann. Der ersteSatz zeigt, dassman ein Systemvon Kongruenzen
durch eine einzigeKongruenz ersetzenkann { vorausgesetzt,man kennt zumin-
dest eine L•osungdesSystems.

Satz 1.26. Seien r 2 N, m1; m2; : : : ; mr 2 N und a1; a2; : : : ; ar 2 Z. Falls das
System

(3.2)

x � a1 (mod m1)
x � a2 (mod m2)

...
x � ar (mod mr )

eine L•osungx0 hat, dann ist (3.2) •aquivalentzu

x � x0 (mod kgV (m1; m2; : : : ; mr )) :

Beweisskizze: Falls x0 eineL•osungist, dann ist auch jedes

x0 + k � kgV (m1; m2; : : : ; mr )

eine L•osung.Andererseitshaben zwei verschiedeneL•osungendie gleichen Reste
modulo jedemmi , ihre Di�erenz ist daherein gemeinsamesVielfachesder mi und
somit ein VielfachesdeskgV . �

Wir schreiben:

kgV (m1; m2) =: m1 _ m2

ggT (m1; m2) =: m1 ^ m2:

Es gilt dann:

Pr oposition 1.27. Seiena;b;c 2 N. Dann gilt:

(1) a ^ (a _ b) = a,
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(2) a _ (a ^ b) = a,
(3) (a ^ b) ^ c = a ^ (b^ c),
(4) (a _ b) _ c = a _ (b_ c),
(5) a ^ (b_ c) = (a ^ b) _ (a ^ c),
(6) a _ (b^ c) = (a _ b) ^ (a _ c).

Der folgendeSatz sagt, wann ein Systemvon Kongruenzenl•osbar ist.

Satz 1.28 (Chinesischer Restsatz). Seienr 2 N, a1; : : : ; ar 2 Z,
m1; : : : ; mr 2 Z n f 0g. Dann sind folgendedrei Aussagen•aquivalent.

(1) Es gibt x 2 Z, sodass

x � a1 (mod m1)
x � a2 (mod m2)

...
x � ar (mod mr ) :

(2) F•ur alle i; j 2 f 1; 2; : : : ; r g ist das System

x � ai (mod mi )
x � aj (mod mj )

l•osbar.
(3) F•ur alle i; j 2 f 1; 2; : : : ; r g gilt

ggT (mi ; mj ) j ai � aj :

Beweis: \(1) ) (2)" ist o�ensichtlich. \(2) , (3)" gilt wegenSatz 1.23.

\(3) ) (1)": Wir zeigendurch Induktion nach r , dassjedesSystemaus r Kon-
gruenzen,f•ur das die Bedingung (3) erf•ullt ist, l•osbar ist. Ein Systemaus zwei
Kongruenzen ist wegen Satz 1.23 l•osbar. Um ein System von r (mit r � 3)
Kongruenzenzu l•osen,bestimmenwir zuerst nach Induktionsvoraussetzungein
y sodass

y � a2 (mod m2) ; : : : ; y � ar (mod mr ) :

WegenSatz 1.26 ist x � a1 (mod m1) ; : : : ; x � ar (mod mr ) •aquivalent zu

(3.3)
x � a1 (mod m1)
x � y (mod m2 _ : : : _ mr ) :

Jetzt m•ussenwir zeigen,dass(3.3) l•osbarist. Dasgilt nach Satz1.23genaudann,
wenn

(3.4) m1 ^ (m2 _ : : : _ mr ) j y � a1:

Es gilt a ^ (b_ c) = (a ^ b) _ (a ^ c). Daher ist (3.4) •aquivalent zu

(m1 ^ m2) _ (m1 ^ m3) _ : : : _ (m1 ^ mr ) j y � a1:
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Wir zeigendazu, dassf•ur i > 1 gilt:

(3.5) (m1 ^ mi ) j (y � a1):

Wir wissenaber
y � a1 � m i ai � a1 � (m i ^ m1 ) 0:

Dasbeweist, dassf•ur alle i > 1 gilt (mi ^ m1)j(y � a1). Nun ist jedesgemeinsame
Vielfache eine Vielfaches des kleinsten gemeinsamenVielfachen, und somit gilt
(3.4). �

Beispiel: Wir l•osenfolgendesSystem

(3.6)
x � 2 (mod 15)
x � 8 (mod 21)
x � 7 (mod 55)

Wir kennen bereits die L•osungenvon x � 2 (mod 15), x � 8 (mod 21). Das
System(3.6) ist daher •aquivalent zu

x � 92 (mod 105)
x � 7 (mod 55):

Wir berechnenggT(55; 105)und die Kofaktoren nach demEuklidschen Algorith-
mus und erhalten

105 55
105 1 0
55 0 1
50 1 -1
5 -1 2
0

und daher

(� 1) � 105+ 2 � 55 = 5

(� 17) � 105+ 34� 55 = 92� 7

7 + 34� 55 = 92+ 17� 105:

Daraus erhalten wir also, dass 1877 die L•osung ist, also geben wir die
L•osungsmengefolgenderma�enan:

L = f x 2 Z jjj x � 1877 (mod 1155)g
= f x 2 Z jjj x � 722 (mod 1155)g:

•Ubungsa uf gaben 1.29.

(1) Finden Sie alle L•osungenin Z von

x � 26 (mod 56)
x � 82 (mod 84)

x � 124 (mod 126):
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(2) Finden Sie alle L•osungenin Z von

x � 3 (mod 4)
x � 8 (mod 9)

x � 1 (mod 25):

(3) Seiena;b;c 2 Z. Bestimmen Sie f•ur alle a;b;c 2 Z, ob die Gleichung

a � x + b� y = c

in Z � Z l•osbar ist, und bestimmen Sie alle L•osungen.
(4) Bestimmen Sie eine L•osungin Z3 von

12x + 15y + 20z = 1:

(5) Bestimmen Sie alle L•osungenin Z3 von

12x + 15y + 20z = 1:

(6) SeiT eineendlicheTeilmengevon Z. Eine Funktion f : T ! Z hei�t kompatibel
genau dann, wenn f•ur alle x1; x2 2 T mit x1 6= x2 der Quotient f (x1 )� f (x2 )

x1 � x2
ganzzahlig ist.

Sei f eine beliebige kompatible Funktion auf einer endlichen Teilmenge
T von Z, und sei z 2 Z n T. Zeigen Sie: Es gibt eine kompatible Funktion
g : T [ f zg ! Z, sodassg(t) = f (t) f•ur alle t 2 T.

Hinweis: Die Funktion g hei�t kompatible Erweiterung von f auf T [ f zg.
Sie m•ussennur ein passendesg(z) �nden. Stellen Sie dazu ein System von
Kongruenzenauf, von dem g(z) L•osungseinmuss,und zeigenSie,dassdieses
System l•osbar ist.

(7) Eine Funktion f : Z ! Z hei�t kompatibel genaudann, wennf•ur alle x1; x2 2 Z
mit x1 6= x2 der Quotient f (x1 )� f (x2 )

x1 � x2
ganzzahligist. ZeigenSie, dassfolgende

Funktionen kompatibel sind:
(a) f (x) = xn f•ur n 2 N,
(b) f (x) = x�(x � 1)

2 .
(8) Eine Funktion f : Z ! Z hei�t kompatibel genaudann, wennf•ur alle x1; x2 2 Z

mit x1 6= x2 der Quotient f (x1 )� f (x2 )
x1 � x2

ganzzahligist. ZeigenSie,dassdie Menge
der kompatiblen Funktionen von Z •uberabz•ahlbar ist.

4. Der Ring Zn

In Z de�nieren wir f•ur n 2 N die Relation � n durch

a � n b :, n j b� a:

Die Relation � n ist eine •Aquivalenzrelation.Die •Aquivalenzklassevon a 2 Z ist

f a + z � n jjj z 2 Zg =: [a]n :

Die Faktormengebezeichnen wir mit Zn .

Zn = f [a]n jjj a 2 Zg:
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Zn hat n Elemente, und zwar [0]n ; [1]n ; : : : ; [n � 1]n : Auf Zn de�nieren wir �
und � durch:

[a]n � [b]n := [a + b]n
[a]n � [b]n := [a � b]n :

Wir m•ussenzeigen,dass � und � wohlde�niert sind; wir geben hier nur den
Beweis f•ur die Wohlde�niertheit von � . Wir w•ahlen also a;a0; b;b0 2 Z sodass
[a]n = [a0]n und [b]n = [b0]n . Zu zeigenist, dassdann

[a � b]n = [a0 � b0]n
gilt. Es ist alsozu zeigen:

n j a � b� a0 � b0

n j a � b� ab0+ ab0 � a0b0

n j a � (b� b0) + b0 � (a � a0) :

Das gilt, denn laut Vorraussetzunggilt n j (b� b0) und n j (a � a0). Daher ist
[a � b]n = [a0 � b0]n , und somit ist dasErgebnisvon [a]n � [b]n unabh•angig von der
Auswahl der Repr•asentanten.

Wir gebennun ein Beispielf•ur einenicht wohlde�nierte Operation. Auf der Men-
ge Q de�nieren wir die Relation

a � b :, bac = bbc:

Wir de�nieren:
bac � bbc := ba � bc:

a = 0:1 b= 100 b0:1 � 100c = 10
a0 = 0 b0 = 100 b0 � 100c = 0

Da 0 6� 10, ist die Operation � ist alsonicht wohlde�niert.

Mengenmit Operationen bezeichnet man als algebraischeStrukturen. Struktu-
ren, in denenman drei Operationenzur Verf•ugung hat, die bestimmte, von den
Grundrechnungsartenin ganzenZahlenbekannte, Rechengesetzeerf•ullen, hei�en
Ringe. Wir betrachten im folgendenRinge mit Eins; ein Ring mit Eins hat zwei
zweistelligeOperationen(+, �), eineeinstelligeOperation (� ) und zwei nullstel-
lige Operationen(0, 1).

Definition 1.30. (R; + ; � ; �; 0; 1) hei�t Ring mit Eins genaudann, wenn f•ur alle
x; y; z 2 R die folgendenEigenschaften erf•ullt sind:

(1) x + 0 = x
(2) x + (� x) = 0
(3) (x + y) + z = x + (y + z)
(4) x + y = y + x
(5) (x � y) � z = x � (y � z)
(6) (x + y) � z = x � z + y � z
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(7) x � (y + z) = x � y + x � z
(8) 1 � x = x
(9) x � 1 = x.

So ist zum Beispiel (Z; + ; � ; �; 0; 1) ein Ring mit Eins. Ebensobilden die 2 � 2-
Matrizen den Ring mit Eins (Mat 2(R); + ; � ; �; 0; E), wobei 0 die Nullmatrix und
E die Einheitsmatrix ist.

Satz 1.31. Sei (R; + ; � ; �; 0; 1) ein Ring mit Eins. Dann geltenf•ur alle x; y 2 R
folgendeEigenschaften:

(1) 0 � x = 0
(2) x � (� y) = � (x � y)
(3) (� x) � y = � (x � y)
(4) x � 0 = 0.

Nun fragenwir uns, ob die Eigenschaft 8x; y 2 R : x � y = y � x in jedemRing R
gilt, und beobachten, dassdieseEigenschaft in Z gilt, im Ring aller reellen2 � 2
Matrizen aber nicht.

Wir betrachten jetzt den Ring (Zn ; + ; � ; �; [0]n ; [1]n) und geben (auf der Suche
nach einer \Division") folgendeDe�nition.

Definition 1.32. Ein Element a 2 Zn hei�t invertierbar, falls esein b 2 Zn gibt,
sodass

a � b = [1]n :

Beispiel: Betrachten wir etwa Z6 :

[1]6 ist invertierbar [1]6 � [1]6 = [1]6
[2]6 ist nicht invertierbar
[3]6 ist nicht invertierbar
[4]6 ist nicht invertierbar
[5]6 ist invertierbar [5]6 � [5]6 = [1]6
[0]6 ist nicht invertierbar

Beispiel: In Z5 gilt:

[1]5 � [1]5 = [1]5
[2]5 � [3]5 = [1]5
[3]5 � [2]5 = [1]5
[4]5 � [4]5 = [1]5

[0]5 ist aber nicht invertierbar.

Der folgendeSatz gibt an, welche Elemente in Zn invertierbar sind.
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Satz 1.33 (Invertierbarkeit). Sei n 2 N und a 2 Z. Dann ist [a]n genaudann
invertierbar in Zn , wenn ggT (a;n) = 1.

Beweis: [a]n invertierbar , 9x 2 Z : a � x � 1 (mod n) , ggT (a;n) teilt
1 , ggT (a;n) = 1. �

Satz 1.34. Seiena;b invertierbare Elementeaus Zn . Dann ist auch a � b inver-
tierbar.

Beweis:Seienu; v 2 Zn so,dassa� u = [1]n und b� v = [1]n : Dann gilt: a� b� v � u =
[1]n . �

Definition 1.35 (Euler'sche ' � Funktion) . Sei n 2 N, n > 1. Dann ist ' (n)
de�niert durch

' (n) := jf a 2 Zn jjj a invertierbargj =

= jf x 2 f 1; 2; : : : ; n � 1g jjj ggT (x; n) = 1gj :

Wir berechnen ' (12) = jf 1; 5; 7; 11gj = 4 und ' (8) = jf 1; 3; 5; 7gj = 4.

Satz 1.36 (Satz von Euler). Sei n 2 N, n > 1, a 2 Z, ggT (a;n) = 1. Dann gilt:

a' (n) � 1 (mod n) :

Wir •uberpr•ufen diesenSatz durch zwei Beispiele:

� Gilt 7' (12) � 1 (mod 12)? Ja, denn esist 74 � 1 (mod 12),
� Gilt 3' (5) � 1 (mod 5)? Ja, denn esgilt 34 � 1 (mod 5).

Beweis von Satz 1.36: Wir w•ahlen n 2 N und a 2 Z beliebig aber fest, und
nehmenan, dassggT (a;n) = 1. Sei

I := f x 2 Zn jjj x ist invertierbarg:

Wir wissenbereits, dassjI j = ' (n). Wir de�nieren

f : I � ! Zn

x 7�! x � [a]n
und zeigen,dassf injektiv ist. Dazu �xieren wir x; y 2 I mit f (x) = f (y). Das
hei�t: x � [a]n = y � [a]n . Da ggT (a;n) = 1; gibt esb2 Z mit [a]n � [b]n = [1]n : Wir
erhalten also x � [a]n � [b]n = y � [a]n � [b]n und damit x = y: Daher ist f injektiv.
Nun zeigenwir:

f (I ) = I :
\ � ": Wir �xieren x 2 f (I ). Es gibt alsoy 2 I , sodassx = y � [a]n . Da y 2 I , ist
y invertierbar, und somit ist auch y � [a]n = x invertierbar.

\ � ": Sei x 2 I : Wir w•ahlen b 2 Z mit [b]n � [a]n = [1]n . Das Element x � [b]n
ist invertierbar und es gilt f (x � [b]n ) = x. Also ist x wirklich das Bild eines
invertierbaren Elements und liegt somit in f (I ).
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Die Funktion f ist alsoeinebijektive Abbildung von I nach I .

Es gilt also:
Y

x2 I

x =
Y

x2 I

f (x)

Y

x2 I

x =
Y

x2 I

(x � [a]n )

Y

x2 I

x =

 
Y

x2 I

x

!

� ([a]n ) ' (n)

Seiy 2 Zn das Inversezu
Q

x2 I x: Dann gilt:

y �
Y

x2 I

x = y �

 
Y

x2 I

x

!

: ([a]n ) ' (n)

[1]n = ([a]n ) ' (n)

1 � a' (n) (mod n) :

�

K or ollar 1.37. Sei p eine Primzahl, und sei z 2 Z. Dann gilt

zp � z (mod p) :

Falls p kein Teiler von z ist, gilt

zp� 1 � 1 (mod p) :

Beweis:Wir w•ahlen einePrimzahl p und z 2 Z beliebig, aber fest, und nehmen
an, dassp die Zahl z nicht teilt. Wir wissen,dass' (p) = p � 1, und daher gilt
nach dem Satz von Euler

zp� 1 � 1 (mod p) :

Da pj(zp� 1 � 1), gilt auch pj(zp � z), und somit zp � z (mod p).

Wenn p j z; dann teilt p sowohl z als auch zp: �

•Ubungsa uf gaben 1.38.

(1) ([Remmert and Ullric h, 1987]) ZeigenSie,dassf•ur jede nat•urliche Zahl n
die Zahl n5 � n ein Vielfaches von 30 ist.

(2) ZeigenSie, dassf•ur alle a;b 2 Zp gilt:

(a + b)p = ap + bp:

(3) Seienm; n nat•urliche Zahlen. Wann ist 2m � 1 ein Teiler von 2n � 1?
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5. Ein public-k ey-encryption system: das RSA-V erfahren

Zur Verschl•usselungist folgendesVerfahren denkbar: um 0/1-Folgen geheimzu
•ubertragen,einigt man sich zuerst mit dem Empf•anger •uber eine(zuf•allige) 0/1-
Folge Z , die man z. B. durch M•unzwurf oder einen Zufallszahlengeneratorbe-
stimmt. Um eine Nachricht M zu senden,addiert man zu M bitweiseZ , und
sendetM + Z. Der Empf•anger dekodiert das zu (M + Z) + Z = M . Ein sol-
chesVerfahrenhat aber den Nachteil, dasssich Senderund Empf•anger •uber den
Schl•usselZ einigenm•ussen.

DasfolgendeRSA� Verschl•usselungsverfahrenben•otigt denvorherigen,geheimen
Austausch von Schl•usselnnicht. Es wurde von R. Rivest, A. Shamir und L. Ad-
leman entwickelt (cf. [Riv est et al., 1978]) und funktioniert so:

Jeder, der von anderenverschl•usselteInformationen empfangenwill, gibt in ei-
nem ver•o�entlichten Verzeichnis, also in einer Art Telefonbuch, seinenChi�rier-
schl•usselE (seineVerschl•usselungsfunktionE) bekannt, h•alt aber seinenDechif-
frierschl•usselD (seine Entschl•usselungsfunktionD) geheim.Will A an B eine
Nachricht •ubermitteln, so chi�riert er sie mit dem Chi�rierschl•usselEB von B,
den A dem •o�entlich zug•anglichen Verzeichnis entnimmt. B dechi�riert anschlie-
�end die erhalteneNachricht mit seinemDechi�riersc h•usselDB .

Es erscheint zun•achst so, als ob durch EB jedem automatisch auch DB , die \in-
verseFunktion" zu EB , bekannt ist. Rivest, Shamir und Adleman haben aber
eine Klassevon Funktionen gefunden,f•ur die man EB sehr wohl bekannt geben
kann, ohnedabei \automatisch" DB zu verraten. Solche Funktionen hei�en auch
\trap door-functions".

Quelle: Pilz G., Lidl R., Applied Abstract Algebra, [Lidl and Pilz, 1998].
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Zusammenfassendsuchen wir also eine Verschl•usselungsfunktionE (encipher)
und eineEntschl•usselungsfunktionD, sodassgilt

(1) D (E (M )) = M , M ist die Nachricht (message).
(2) E(M ) und D(E(M )) k•onnene�zien t berechnet werden.
(3) E kann ver•o�entlicht werden, ohne dassman daraus D rekonstruieren

kann.
(4) Manchmal fordert man auch E (D (M )) = M .

Und dazu brauchen wir etwas Zahlentheorie:

Satz 1.39. Seienp;q Primzahlen, p 6= q und seiena;s 2 Z. Dann gilt:

a1+ s(p� 1)(q� 1) � a (mod p � q) :

Beweis:

� 1. Fall: ggT (a;pq) = 1: Wir wissen ja, dass ap� 1 � 1 (mod p) gilt
(Satz von Euler), daher gilt auch (ap� 1)(q� 1)�s � 1 (mod p). Somit ist p
ein Teiler von a(p� 1)�(q� 1)�s � 1 und damit auch von a(p� 1)�(q� 1)�s+1 � a.
Ebensozeigenwir

q j a(p� 1)�(q� 1)�s+1 � a:

Damit gilt insgesamt:

pq j a(p� 1)�(q� 1)�s+1 � a:

� 2. Fall: ggT (a;pq) = p: Da der ggT (a;q) = 1 ist, gilt mit demSatzvon
Euler aq� 1 � 1 (mod q) ; und somit a(q� 1)�(p� 1) � 1 (mod q). Das hei�t

q j a(q� 1)�(p� 1)�s � 1:

Wir wissenja, dassp j a. Daher gilt p � q j
�
a(q� 1)�(p� 1)�s � 1

�
� a.

� 3. Fall: ggT (a;pq) = q: Beweis genausowie im 2. Fall.
� 4. Fall: ggT (a;pq) = p� q: Dann ist zu zeigen,dass0 � 0( mod pq). �

•Ubungsa uf gaben 1.40.

(1) Sei n = p1 � p2 � � � � � pk , wobei die pi lauter verschiedenePrimzahlen sind, und
sei s 2 N. ZeigenSie, dassf•ur alle a 2 Z gilt:

a1+ s�
Q k

i =1 (pi � 1) � a (mod n) :

Versuchen wir nun, D und E zu �nden: Seienp;q Primzahlen, und seik 2 Z mit
ggT (k; (p � 1) � (q � 1)) = 1. Dann de�nieren wir E durch

E : Zpq ! Zpq

x 7! xk :
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Wir bestimmenein t 2 Z, sodass

k � t � 1(mod (p � 1) � (q � 1)) ;

und de�nieren D durch

D : Zpq ! Zpq

x 7! xt :

Nun ist D zu E invers, d.h. D (E (x)) =
�
xk

� t
= x1+ s(p� 1)�(q� 1) = x.

Der Entwerfer desSystemsgibt n = p � q und k •o�entlich bekannt. Die f•ur das
Entschl•usselnnotwendigeZahl t wird geheimgehaltenund nicht weitergegeben.
Ein unberechtigter Entschl•usselerwird versuchen, aus p � q und k das geheimet
zu rekonstruieren. Zur Bestimmung desgeheimenDecodierschl•usselst m•u�te er
folgendeKongruenzl•osen:

k � t � 1 (mod (p � 1) � (q � 1)) :

Das erfordert jedoch nach derzeitigemWissensstanddie Kenntnis der Primfak-
torenzerlegungn = p � q von n. Wenn man n aber gro� genug w•ahlt (150 - 200
Dezimalstellen),dann kann man n nicht (schnell genug) faktorisieren.

Fassenwir zun•achst nochmals zusammen,was jeder der Beteiligten einesRSA-
Kryptosystems zu tun hat:

� Aufgaben f•ur den, der dasSystementwirft (\k ey source"):
(1) W•ahle zwei Primzahlen p;q mit p � q � 10130;, die ungef•ahr gleich

gro� sind, und berechne n := pq.
(2) W•ahle k 2 Z so, dassggT (k; (p � 1) � (q � 1)) = 1.
(3) Berechne t 2 Z; sodassk � t � 1 (mod (p � 1) � (q � 1)) :
(4) Information an den Verschl•usseler:(n; k) :
(5) Information an den Entschl•usseler:(n; t) :

� Aufgaben f•ur den Verschl•usselerbeim Verschl•usselnder Nachricht M 2
Zn .
(1) Berechne E (M ) := M k (Rechnung in Zn ).
(2) SendeC := E (M ).

� Aufgaben f•ur den Entschl•ussler beim Entschl•usseln des empfangenen
Kryptogramms C.
(1) D (C) = Ct (in Zn ).

Die wichtigsten AnwendungendesRSA-Verfahrenssind die •Ub ertragung ge-
heimer Daten und digitale Un tersc hriften , durch die gesichert wird, dass
eineNachricht wirklich authentisch ist, alsovom angegebenenAbsenderstammt.

Stellen wir uns vor, der AbsenderA besitzt den •o�entlich bekannten Chi�rier-
schl•usselEA und dengeheimenDechi�riersc hl•usselDA , und der Empf•angerB be-
sitzt die Schl•usselEB und DB , die wie obenausgef•uhrt berechnet werdenk•onnen.
Nun schickt A an B eineNachricht M in der Form (EB (DA (M ))). A wendetalso
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auf M zun•achst seinengeheimenDechi�riersc hl•usselDA und dann darauf den
•o�entlich bekannten Schl•usselEB von B an. Dabei hat die Anwendungvon DA

die Funktion einerUnterschrift; dennnur A kennt DA , und daherkann nur A den
soverschl•usseltenText gesandthaben. B dechi�riert die Nachricht anschlie�end
durch:

EA (DB (EB (DA (M )))) = M :
Die •ubermittelte Nachricht EB (DA (M )) ist h•ochstensf•ur B lesbar,da nur B den
Schl•usselDB kennt und somit nur B denText DA (M ) herstellenkann. Da EA f•ur
B jedoch bekannt ist, kann B jetzt EA (DA (M )) bilden und so die urspr•ungliche
Nachricht M erhalten.

6. Die Multiplik ativit •at der Eulersc hen ' -Funktion

Wir beweisennun noch einenwichtigen Satz der elementaren Zahlentheorie.

Satz 1.41 (Multiplik ativit •at der ' -Funktion) . Seien n; m 2 N, n � 2, m � 2.
Wenn n; m relativ prim sind, dann gilt

' (n � m) = ' (n) � ' (m) :

Der Beweis der Multiplik ativit •at erfordert noch etwas Information •uber Ringe.

Satz 1.42. Falls R1 und R2 Ringe mit Eins sind, dann ist

(R1 � R2; + R1 � R2 ; � R1 � R2 ; �R1 � R2 ; 0R1 � R2 ; 1R1 � R2 )

wieder ein Ring mit Eins. Dabei sind die Verkn•upfungenauf R1 � R2 de�niert
durch

�
�

r1

r2

�
+ R1 � R2

�
s1

s2

�
:=

�
r1 + R1 s1

r2 + R2 s2

�

�
�

r1

r2

�
�R1 � R2

�
s1

s2

�
:=

�
r1 �R1 s1

r2 �R2 s2

�

� � R1 � R2

�
r1

r2

�
:=

�
� R1 r1

� R2 r2

�

� 0R1 � R2 :=
�

0R1

0R2

�

� 1R1 � R2 :=
�

1R1

1R2

�
.

R1 � R2 mit diesenOperationenerf•ullt auch alle Ring mit Eins-Rechengesetze.

Rechnen wir zum Beispiel in Z4 � Z5.
�

[3]4
[4]5

�
�
�

[2]4
[3]5

�
=

�
[2]4
[2]5

�
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R1 � R2 hei�t dasdirekteProdukt von R1 und R2.

Definition 1.43. R; S seienRinge mit Eins. Die Abbildung ' : R ! S hei�t
Ring mit Eins-Homomorphismus: ,

8r1; r2 2 R : ' (r1 + R r2) = ' (r1) + S (r2) ;
' (� R r1) = � S ' (r1) ;
' (r1 �R r2) = ' (r1) �S ' (r2) ;
' (0R) = 0S;
' (1R) = 1S:

Definition 1.44. Ein Homomorphismus ' hei�t:

� Epimorphismus:, ' ist surjektiv;
� Monomorphismus:, ' ist injektiv;
� Isomorphismus:, ' ist bijektiv.

Beispiel: Wollen wir uns dieszun•achst an zwei Beispielenveranschaulichen.

� ' : Z ! Z5; z 7! [x]5 ist surjektiv, aber nicht injektiv. Also ist ' ein
Epimorphismus.

� Wir untersuchen � : Z5 ! Z; [x]5 7! x. Hier ergibt sich folgendes
Problem: � ([3]5) = 3, und � ([3]5) = � ([8]5) = 8. | Das Problem ist,
dass� nicht wohlde�niert ist. Man kann das auch so ausdr•ucken, dass
man sagt, dassdie Relation

� = f ([x]5 ; x) jjj x 2 Zg

nicht funktional (d. h. eine Funktion = Graph einer Funktion) ist. Sie
ist nicht funktional, weil ([2]5 ; 2) 2 � und ([2]5 ; 7) 2 � .

Definition 1.45. Sei R ein Ring mit Eins. Dann hei�t r 2 R invertierbar, falls
esein yr 2 R gibt, sodass

r � yr = 1R und yr � r = 1R :

Satz 1.46. Seienn; m 2 N mit ggT (n; m) = 1. Dann ist die Abbildung

' : Zm�n � ! Zn � Zm

[x]m�n 7�! ([x]n ; [x]m )

ein Ring mit Eins-Isomorphismus.

Beweis:Wir f•uhren den Beweis in drei Schritten.

(1) ' ist wohlde�niert: Zu zeigenist, dassf•ur alle y; z 2 Z mit [y]m�n = [z]m�n
die Gleichheiten [y]n = [z]n und [y]m = [z]m gelten.Zu zeigenist ist also,
dassf•ur alle y; z 2 Z gilt:

m � n j y � z ) (m j y � z ^ n j y � z) :

Das ist aber o�ensichtlich
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(2) ' ist Homomorphismus: Wir •uberpr•ufen die Homomorphismuseigen-
schaft f•ur +. Wir berechnen dazu

' ([x]n�m + [y]n�m ) = ' ([x + y]n�m )

= ([x + y]n ; [x + y]m )

= ([x]n + [y]n ; [x]m + [y]m )

=
�

[x]n
[x]m

�
+

�
[y]n
[y]m

�

= ' ([x]n�m ) + ' ([y]n�m ) :

(3) ' ist bijektiv: Da beideMengenendlich und gleich gro� sind, reicht es,zu
zeigen,dass' injektiv ist. Wir nehmenalsoan ' ([x]nm ) = ' ([y]nm ). Das
hei�t ([x]n ; [x]m ) = ([y]n ; [y]m ). Dahergilt n j x � y und m j x � y. Da der
ggT (n; m) = 1 ist, gilt: n � m j x � y. Wir erhalten daher [x]nm = [y]nm .
Die Abbildung ' ist alsoinjektiv, somit surjektiv und damit bijektiv. �

Wennder ggT(n; m) = 1 ist, dann ist Zn � Zm alsoisomorphzu Zn�m . Da Isomor-
phismendie Invertierbarkeit erhalten, haben beideRingegleich viele invertierba-
re Elemente. Darausk•onnenwir jetzt die Multiplik ativit •at der ' � Funktion, also
Satz 1.41,herleiten.

Beweisvon Satz1.41:

(1) Anzahl der invertierbarenElemente von Zn � Zm : Wir zeigen,dass
� a

b

�
2

Zn � Zm genaudann invertierbar ist, wenn a invertierbar in Zn und b
invertierbar in Zm ist. Dazu �xieren wir zun•achst

� a
b

�
2 Zn � Zm und

nehmenan, dass
� a

b

�
invertierbar ist; esgibt also

� c
d

�
2 Zn � Zm ; sodass

� a
b

�
�
� c

d

�
= 1Zn � Zm =

� [1]n
[1]m

�
: Daher ist a in Zn invertierbar (mit Inversem

c), ebensob in Zm (mit Inversemd).
Nun �xieren wir a 2 Zn ; b2 Zm ; beideinvertierbar. Falls a� c = [1]n ;

und b � d = [1]m ; dann ist
� c

d

�
das Inversezu

� a
b

�
. In Zn gibt es ' (n)

invertierbare Elemente, in Zm gibt es' (m) invertierbare Elemente, und
somit gibt esin Zn � Zm genau' (n) � ' (m) invertierbare Elemente.

(2) Anzahl der invertierbaren Elemente in Zn�m : Hier gibt es' (n � m) inver-
tierbare Elemente (nach der De�nition von ' ).

Damit ist

' (n � m) = ' (n) � ' (m)

f•ur n; m 2 N mit ggT (n; m) = 1 bewiesen. �
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Aus der Primfaktorzerlegungvon n und aus ' (p� ) = p� � p� � 1 kann man jetzt
leicht ' (n) durch

' (n) = ' (
Q

p� i
i )

=
Q

' (p� i
i )

=
Q

p� i
i

�
1 � 1

pi

�

=
Q

p� i
i �

Q �
1 � 1

pi

�

= n �
Q �

1 � 1
pi

�

berechnen. Dazu noch ein Beispiel:

Beispiel: ' (12) = 12�
�
1 � 1

2

�
�
�
1 � 1

3

�
= 4 = 2 � 2 = ' (3) � ' (4).

•Ubungsa uf gaben 1.47.

(1) F•ur das RSA-Verfahren w•ahlen wir p = 5; q = 11 und k = 13. Chi�rieren Sie
(01; 22; 03; 08) und dechi�rieren Sie das Ergebnis !

(2) Frau Huber sendet Herrn M•uller mit dem RSA-Verfahren die Nachricht
PMOXY. Herr M•uller wei�, dass Frau Huber das RSA-Verfahren mit (n =
35; k = 5) verwendet hat (A=0, Z=25). Entschl •usselnSie die Nachricht!

(3) (Mathematica) Entschl •usseln Sie (verbotenerweise) die Nachricht
(2; 3; 5; 7; 11; 13), die mit k = 13 und pq = 1334323339verschl •usselt
wurde.

(4) (Mathematica) [Lidl and Pilz, 1998, p. 265] In einem RSA-System ist
n = pq = 32954765761773295963 und k = 1031. Bestimmen Sie t, und ent-
schl•usselnSie die Nachricht

899150261120482115

(A = 0, Z = 25).



KAPITEL 2

Grupp en

1. Motiv ation

Im 19.Jahrhundert suchte man L•osungsformelnf•ur Gleichungender Form

xn + an� 1xn� 1 + � � � + a1x + a0 = 0

mit a1; a2; : : : ; an� 1 2 Q. F•ur einequadratischeGleichung der Form x2+ px+ q = 0

erhalten wir die L•osungendurch x1;2 = � p
2 �

q � p
2

� 2
� q. Gleichungen dritten

Grades der Form x3 + ax2 + bx + c = 0 kann man mit den Cardano'schen
L•osungsformelnl•osen; die ersten L•osungsformelnstammen von Tartaglia und
Scipionedel Ferro (ca. 1515). F•ur dieseL•osungsformelnbraucht man die kom-
plexenZahlen, auch wenn alle L•osungenreell sind. Luigi Ferrari (ca. 1545) fand
L•osungsformelnf•ur Gleichungen vom Grad 4. In allen diesenFormeln wird ein
Verfahren angeben, die L•osungaus den Koe�zien ten durch Verwendung der 4
Grundrechnungsartenund dem Ziehen von Quadratwurzeln und n-ten Wurzeln
(n 2 N) zu bestimmen.Die Suche nach einer Au
 •osungsformelf•ur Gleichungen
f•unften Grades blieb erfolglos. GegenEnde des 18. und Anfang des 19. Jahr-
hunderts gelanges Ru�ni, Abel und Galois, zu beweisen,dasses Gleichungen
5. Gradesgibt, deren L•osungensich nicht durch die vier Grundrechnungsarten
und Wurzelziehen�nden lassen(cf. [Rotman, 1998, Robinson, 2003]). Zum
BeweisdiesesResultatswurdenVertauschungender Wurzeln einesPolynomsstu-
diert.

Wir werden in diesem Kapitel folgendesProblem l•osen: Wir wollen die Sei-
ten
 •achen eines W•urfels mit zwei Farben (rot und blau) einf•arben. Wieviele
F•arbungengibt es?Dabei sehenwir zwei F•arbungenalsgleich an, wennsiedurch
Drehen desW•urfels ineinander •ubergef•uhrt werdenk•onnen.So gibt esz. B. nur
eineF•arbung, bei der eineFl•ache rot ist, und alle anderenFl•achen blau sind.

2. De�nition einer Grupp e

Eine Gruppe ist einealgebraische Struktur

(G; �; i; e) ;

wobei � eine zweistellige Verkn•upfung ist, i einstellig, und e ein Element von G
ist.

31
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Definition 2.1. Eine MengeG zusammenmit den Operationen� : G � G ! G,
i : G ! G und einemElement e 2 G ist genaudann eineGruppe, wenn f•ur alle
x; y; z 2 G folgendeEigenschaften gelten:

(1) (x � y) � z = x � (y � z);
(2) e� x = x;
(3) i (x) � x = e.

Beispiel:Sei X eineMenge,und sei

SX := f f : X ! X jjj f ist bijektiv g:

F•ur f 1; f 2 2 SX de�nieren wir f 1 � f 2 durch

f 1 � f 2(x) = f 1(f 2(x)) f•ur alle x 2 X ;

i (f 1) als die inverseFunktion zu f 1; mit idX bezeichnen wir die identische Funk-
tion auf X . Dann ist (SX ; � ; i; idX ) eineGruppe.

In jeder Gruppe gelten folgendeGleichungen.

Satz 2.2. Sei (G; �; i; e) eine Gruppe. Dann gilt:

(1) F•ur alle z 2 G : z � e = z;
(2) F•ur alle z 2 G : i (i (z)) = z;
(3) F•ur alle z 2 G : z � i (z) = e.

Beweis:Wir zeigenzun•achst (1), und w•ahlen dazu z 2 G beliebig, aber fest. Es
gilt

z � e = e� (z � e)

= (e� z) � e

= (( i (i (z)) � i (z)) � z) � e

= (( i (i (z)) � i (z)) � z) � (i (z) � z)

= (i (i (z)) � (i (z) � z)) � (i (z) � z)

= (i (i (z)) � e) � (i (z) � z)

= i (i (z)) � (e� (i (z) � z))

= i (i (z)) � (i (z) � z)

= (i (i (z)) � i (z)) � z

= e� z

= z:
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Nun zeigenwir (2). Wir w•ahlen z 2 G beliebig, aber fest, und rechnen:

i (i (z)) = i (i (z)) � e

= i (i (z)) � (i (z) � z)

= (i (i (z)) � i (z)) � z

= e� z

= z:

F•ur (3) berechnen wir

z � i (z) = i (i (z)) � i (z)

= e:

•Ubungsa uf gaben 2.3.

(1) Sei (G; �; i; e) eine Gruppe. Zeigen Sie, dass f•ur alle a;b 2 G die Gleichung
a � x = b genaueine L•osunghat.

(2) Sei (G; �; i; e) eine Gruppe. Benutzen Sie das vorige •Ubungsbeispiel, um zu
zeigen,dassi (e) = e, und dassf•ur alle x; y 2 G gilt:

i (x � y) = i (y) � i (x):

(3) � Sei (G; �; i; e) eineGruppe. ZeigenSiedurch eineKette von Gleichungen wie
im Beweis von Satz 2.2, dassi (e) = e, und dassf•ur alle x; y 2 G gilt:

i (x � y) = i (y) � i (x):

(4) Finden Sie eine MengeH , eine Funktion � von H � H nach H , eine Funktion
i von H nach H , und ein Element e 2 H , sodassalle folgendeEigenschaften
erf•ullt sind:
(a) F•ur alle x; y; z 2 H gelten: (x � y) � z = x � (y � z), e� x = x, x � i (x) = e.
(b) (H ; �; i; e) ist keine Gruppe.

(5) Zeigen Sie, dass bei einer Gruppe G die Funktion, die das inverse Element
bestimmt, und das neutrale Element der Gruppe, bereits durch die zwei-
stellige Gruppenoperation vollst•andig bestimmt sind. D. h., zeigenSie: Seien
(G; � ; i 1; e1) und (G; � ; i 2; e2) zwei Gruppen. (Die beidenGruppen haben also
die Tr•agermengeG und die zweistellige Operation � gemeinsam.)ZeigenSie
i1 = i2 und e1 = e2.

Es ist erfreulich, dass man Satz 2.2 automatisch beweisen lassen kann;
die theoretische Grundlage daf•ur ist die Methode von Knuth und Bendix
[Kn uth and Bendix, 1970], die z. B. in [Buc hberger, 1982] beschrieben
wird. Eine Implementation diesesAlgorithmus, der \Larc h"-prover, liefert bei
Eingabe der Gleichungen

e � x = x
i (x) � x = e

(x � y) � z = x � (y � z)
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innerhalb wenigerSekundenfolgendeKonsequenzenausdiesenGleichungen:

group.1: e � x = x
group.2: i (x) � x = e
group.3: x � y � z = x � (y � z)
group.4: i (y) � (y � z) = z
group.6: z � e = z
group.8: i (e) = e
group.10: i (i (z)) = z
group.11: z � i (z) = e
group.12: z � (i (z) � g) = g
group.24: i (g � y) = i (y) � i (g)

3. Beispiele f•ur Grupp en

In manchen der folgendenBeispielegeben wir eineGruppe (G; �; i; e) einfach als
(G; �) an.

3.1. Matrixgrupp en.

(1) Sei GL (n; p) die Mengealler regul•aren n � n-Matrizen •uber Zp.
�
GL(n; p); �; � 1; E(n)

�

ist eineGruppe.
(2) Sei SL(n; p) := f A 2 GL (n; p) j detA = 1g.

�
SL(n; p); _;� 1; E(n)

�

ist eineGruppe.

3.2. Restklassen von Z mit Multiplik ation.

(1) Sei n � 2. Dann ist (Zn ; �) keineGruppe.
(2) Sei n � 2. (Znnf [0]ng; �) ist genau dann eine Gruppe, wenn n eine

Primzahl ist.
(3) Sei n � 2, und sei

Zn
� := f [x]n j x 2 Z und ggT(x; n) = 1g:

Dann ist (Zn
� ; �; � 1; [1]n) eineGruppe mit ' (n) Elementen.

3.3. Zyklisc he Grupp en. Eine Gruppe (G; �) hei�t zyklisch, wenn es ein
g 2 G gibt, sodass

G = f gn j n 2 Ng [ f (g� 1)n j n 2 Ng [ f 1Gg:

(1) Sei n 2 N. (Zn ; +) ist einezyklische Gruppe mit n Elementen.
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(2) Sein 2 N. (f x 2 C j xn = 1g; �) ist einezyklische Gruppe mit n Elemen-
ten.

3.4. Symmetriegrupp en geometrisc her Ob jekte. Wir zeichnen das
Quadrat mit den Eckpunkten (� 1; � 1), (1; � 1), (1; 1), (� 1; 1), und betrachten
alle bijektiven linearen Abbildungen von R2 nach R2, die das Quadrat auf sich
selbstabbilden (dieseAbbildungen bezeichnen wir als Symmetrieabbildungen).

Es kann h•ochstens 8 solche linearen Abbildungen geben, denn 1 kann auf
h•ochstens vier Ecken landen, 2 muss zu 1 benachbart bleiben (h•ochstens zwei
M•oglichkeiten), 3 mussdie anderezu 1 benachbarte Stelle einnehmenund ist al-
so,ebensowie 4, durch die Lagevon 1 und 2 bereits �xiert. Es gibt alsoh•ochstens
4 � 2 � 1 � 1 Symmetrieabbildungen.

Die Hintereinanderausf•uhrung zweierSymmetrieabbildungenist wiedereineSym-
metrieabbildung. Die identische Abbildung ist eine Symmetrieabbildung, und
zu jeder Symmetrieabbildung d ist die inverseAbbildung wieder eine Symme-
trieabbildung. Die Mengealler Symmetrieabbildungen,mit der Hintereinander-
ausf•uhrung als zweistelliger Operation, ist eineGruppe.

•Ubungsa uf gaben 2.4.

(1) Bestimmen Sie die Matrixdarstellung der acht linearen Abbildungen, die das
Quadrat mit den Eckpunkten (� 1; � 1), (1; � 1), (1; 1), (� 1; 1) in sich selbst
•uberf•uhren.

Wir bezeichnen nun eineDrehung desQuadrats um 90� gegenden Uhrzeigersinn
mit a und eine Spiegelungan der y-Achse mit b. Was k•onnen wir nun aus a
und b zusammenbauen? •Uberlegenwir uns zun•achst einmal die folgendenbeiden
Beispiele:

(1) b� a = a3 � b
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(2) baba= a3bba= a31a = a4 = 1.

Wir k•onnendie Symmetrieabbildungenalsoauf zwei Arten darstellen:

(1) Als Matrizen;
(2) Als Worte in a und b. So ist aaabbaeine Symmetrieabbildung. Beim

Rechnen ber•ucksichtigen wir, dassa4 = 1, b2 = 1, und ba = a3b gilt.
Damit k•onnenwir jedesWort zu einemWort ausder Menge

f 1; a;aa;aaa;b;ab;aab;aaabg

umformen,dasdiegleicheSymmetrieabbildungdarstellt. Dahergibt man
dieseGruppe der Symmetrieoperationen (=Symmetrieabbildungen) des
Quadrats, die man als D4 (Diedergruppe mit 8 Elementen) bezeichnet,
auch oft soan:

D4 =

*

a;b|{z}
Erzeuger

j a4 = 1; b2 = 1; ba= a3b| {z }
de�nierende Relationen

+

:

•Ubungsa uf gaben 2.5.

(1) Wir betrachten alle Abbildungen f f : C ! Cg, die sich als Hintereinander-
ausf•uhrung der Funktionen x ! i � x und x ! x schreiben lassen.(Dabei ist
a + bi := a � bi).
(a) Wieviele Funktionen lassensich daraus zusammenbauen?
(b) WasmachendieseFunktionen mit denPunkten f� 1� i; 1� i; 1+ i; � 1+ ig?

(2) Wir betrachten in R2 das Sechseck mit den Eckpunkten f (Re(z); Im(z)) j z 2
C; z6 = 1g: Bestimmen Sie alle Deckabbildungen, die diesesSechseck auf sich
selbst abbilden.

(3) Wir betrachten in R2 das Sechseck mit den Eckpunkten f (Re(z); Im(z)) j z 2
C; z6 = 1g. Wie k•onnen Sie die Gruppe aller Symmetrieoperationen dieses
Sechseckes durch Worte in a und b angeben? Was sind die \Rechenregeln"?
(Diese Rechenregelnbezeichnet man auch als de�nier endeRelationen.)

(4) � Als \W ort" betrachten wir eine endliche Folge von Buchstaben aus
f a;b;c;: : : ; zg. DieseWorte verkn•upfen wir durch Aneinanderh•angen,alsoz.B.
af c � gf f = af cgf f . F•ur manche Worte w1; w2 gilt w1 � w2 = w2 � w1, zum
Beispiel aaa� aa = aa� aaa, oder, komplizierter, avd� avdavd = avdavd� avd.
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Beschreiben Sie alle Wortpaare (w1; w2), sodassw1 � w2 = w2 � w1.

3.5. Grupp en, die durc h die Grupp entafel gegeben sind. Wir de�nie-
ren eineGruppenoperation auf f 0; 1; 2; 3g durch

+ | 0 1 2 3
--------------------
0 | 0 1 2 3
1 | 1 0 3 2
2 | 2 3 0 1
3 | 3 2 1 0

Eine Gruppentafel sieht alsoso aus:
gj

gi gi � gj

3.6. Perm utationsgrupp en und die Zyklensc hreib weise. F•ur n 2 N
sei

Sn := f f : f 1; 2; : : : ; ng ! f 1; 2; : : : ; ng j f ist bijektiv g:

Wir k•onnenjedesElement von S3 so anschreiben:
�

1 2 3
f (1) f (2) f (3) :

�

Damit k•onnenwir
S3

schreiben als:

S3 =
� �

1 2 3
1 2 3

�
;
�

1 2 3
2 1 3

�
;
�

1 2 3
3 2 1

�
;
�

1 2 3
1 3 2

�
;
�

1 2 3
2 3 1

�
;
�

1 2 3
3 1 2

��
:

K •urzer ist die Zyklenschreibweise:

S3 =
�

() ;
�

1 2
�

;
�

1 3
�

;
�

2 3
�

;
�

1 2 3
�

;
�

1 3 2
� 	

:

Wie die ZyklenschreibweisePermutationen kodiert, geht aus folgendemBeispiel
hervor.
�

1 2 3 4 5
3 2 1 5 4

�
=

�
1 3

� �
4 5

�
=

�
3 1

� �
5 4

�
=

�
5 4

� �
3 1

�

�
1 2 3 4 5
2 3 5 4 1

�
=

�
1 2 3 5

�
:

In S3 gibt esx; y, sodassx � y 6= y � x.

Definition 2.6. Eine Gruppe (G; �;� 1 ; 1) ist abelsch, wenn f•ur alle x; y 2 G die
Gleichung x � y = y � x gilt.
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Die Gruppe S3 ist nicht abelsch:
�

1 2
�

�
�

1 3
�

=
�

1 3 2
�

�
1 3

�
�

�
1 2

�
=

�
1 2 3

�
�

6= :

Wir sehenalso:wenn n � 3, dann ist Sn nicht abelsch.

•Ubungsa uf gaben 2.7.

(1) Geben SieBeispielef•ur Gruppen an, die bis jetzt noch nicht erw•ahnt wurden.
(2) Sei (G; �) eine abelsche Gruppe mit n Elementen. Zeigen Sie, dass f •ur jedes

g 2 G gilt: gn = 1G . Hinweis: F•ur G := (Zn
� ; �) ist das der Satz von Euler.

Bemerkung:Dieser Satzgilt nicht nur f•ur abelsche,sondern f•ur alle Gruppen.

4. Perm utationsgrupp en und der Satz von Cayley

Definition 2.8. Sei (G; �;� 1 ; 1G) eine Gruppe und sei H � G. H hei�t
Tr•agermengeeiner Untergruppe von G :,

(1) 1G 2 H
(2) 8h1; h2 2 H : h1 � h2 2 H und h� 1

1 2 H .

(H; � jH � H ;� 1 jH ; 1G) ist dann eineUntergruppe von G.

•Ubungsa uf gaben 2.9.

(1) Sei
�
G; �;� 1 ; 1

�
eine Gruppe und sei H eine nichtleere Teilmengevon G, so-

dass f•ur alle h1; h2 2 H auch h� 1
1 � h2 in H liegt. Zeigen Sie, dassH dann

Tr•agermengeeiner Untergruppe von
�
G; �;� 1 ; 1

�
ist.

(2) Sei
�
G; �;� 1 ; 1

�
eineGruppeund seiH einenichtleere Teilmengevon G, sodass

f•ur alle h1; h2 2 H auch h1 � h2 in H liegt. Muss H dann Tr•agermengeeiner
Untergruppe von

�
G; �;� 1 ; 1

�
sein?

(3) Sei
�
G; �;� 1 ; 1

�
eine Gruppe und sei H eine nichtleere Teilmengevon G, so-

dassf•ur alle h1 2 H auch h1
� 1 in H liegt. Muss H dann Tr•agermengeeiner

Untergruppe von
�
G; �;� 1 ; 1

�
sein?

(4) Sei
�
G; �;� 1 ; 1

�
eine Gruppe, sei H eine nichtleere Teilmengevon G, und sei

e ein Element von H . Wir nehmenan, dass
�
H ; �jH � H ; � 1jH ; e

�
eine Gruppe

ist. ZeigenSie e = 1G .
(5) Sei

�
G; �;� 1 ; 1

�
eineGruppe und seiH eineendliche nichtleere Teilmengevon

G, sodassf•ur alle h1; h2 2 H auch h1�h2 in H liegt. MussH dann Tr•agermenge
einer Untergruppe von

�
G; �;� 1 ; 1

�
sein?

Wir bestimmendie Tr•agermengenvon Untergruppender GruppeS3 und erhalten

(1) f idg,
(2) f id; (12)g,
(3) f id; (13)g,
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(4) f id; (23)g,
(5) f id; (123); (132)g,
(6) S3.

Die Tr•agermengender Untergruppenkann man durch � ordnen,und wir erhalten
folgendesHasse-Diagramm.

•Ubungsa uf gaben 2.10.

(1) Welche der folgenden Mengen sind Tr•agermengenvon Untergruppen der
Gruppe Sn? (n � 2).
(a) A = f f 2 Sn j f (1) = 1g;
(b) B = f f 2 Sn j f (2) > f (1)g;
(c) � C = f f 2 Sn j 8k 2 f 1; 2; : : : ; ng : f (k) � k � f (1) (mod n)g.

Berechnen Sie die Anzahl der Elemente von A, B , und C!

Definition 2.11. Seien(G; �;� 1 ; 1) ; (H; � ;� 1H ; 1H ) Gruppen. Eine Abbildung
' : G ! H hei�t Gruppenhomomorphismus :,

(1) ' (g1 � g2) = ' (g1) � ' (g2) f•ur alle g1; g2 2 G,
(2) '

�
g� 1

1

�
= (' (g1))� 1H ,

(3) ' (1) = 1H .

Beispiele:

(1) Sei G := (R+ ; �) und sei H := (R; +) . Dann ist ' : R ! R+ ; x 7! ln(x)
ein Homomorphismus.

(2) Die Abbildung
' : Z ! Zn

x 7! [x]n
ist ein Homomorphismus von (Z; +) nach (Zn ; + ).

Definition 2.12. Homomorphismen,die
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� injektiv sind, hei�en Monomorphismen
� surjektiv sind, hei�en Epimorphismen
� bijektiv sind, hei�en Isomorphismen
� Homomorphismenvon G ! G hei�en Endomorphismen.

Bijektiv e Endomorphismenhei�en Automorphismen.

Beispiel:SeienH und K die Untergruppen von S3 mit den Tr•agermengen

H := f () ; (1; 2; 3); (1; 3; 2)g; K := f () ; (1; 2)g:

Dann ist H isomorph zur Gruppe (Z3; +), und K isomorphzur Gruppe (Z2; +).

•Ubungsa uf gaben 2.13.

(1) Wir haben einen Gruppenhomomorphismus als eine Abbildung ' : G ! H
de�niert, die folgendedrei Bedingungenerf•ullt:
(a) ' (g1 �G g2) = ' (g1) �H ' (g2) f•ur alle g1; g2 2 G;
(b) ' (g1

� 1
G ) = (' (g1)) � 1

H f•ur alle g1 2 G;
(c) ' (1G ) = 1H .

SeienG und H Gruppen, und sei  eine Abbildung, die die erste Bedingung

 (g1 �G g2) =  (g1) �H  (g2) f•ur alle g1; g2 2 G

erf•ullt. ZeigenSie, dass dann ein Gruppenhomomorphismus ist, das hei�t,
zeigenSie,dass auch die anderenbeidenBedinungenerf•ullt. Hinweis: Star-
ten Sie mit der dritten Bedingung!

(2) Finden Sie alle Gruppenendomorphismenvon (Zn ; +)! Wieviele davon sind
Automorphismen?
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(3) Die Ordnung einesGruppenelements g ist das kleinste n 2 N, sodassgn = 1.
Sei ' ein Gruppenhomomorphismus. SeienG und H endliche Gruppen, und
sei ' : G ! H ein Gruppenhomomorphismus.ZeigenSie,dassf•ur jedesg 2 G
die Ordnung von g ein Vielfachesder Ordnung von ' (g) ist.

(4) Finden Siedaskleinste m 2 N, sodassdie Gruppe(Z30; +) in die symmetrische
Gruppe Sm einbettbar ist!

(5) Finden Sie eine 4-elementige Untergruppe der S4, die nicht isomorph zur Z4
ist.

(6) SeienG und H Gruppen, sei h ein Homomorphismus von G nach H . Sei A
Tr•agermengeeiner Untergruppe von G. Zeigen Sie, dassh(A) Tr•agermenge
einer Untergruppe von H ist.

(7) Seien G und H Gruppen, sei h ein Homomorphismus von G nach H . Sei
B Tr•agermengeeiner Untergruppe von H . Zeigen Sie, dassh � 1(B ) = f x 2
G j h(x) 2 B g Tr•agermengeeiner Untergruppe von G ist.

(8) ZeigenSie, dassein Homomorphismus, der die Eigenschaft

f•ur alle x 2 G : h(x) = 1H ) x = 1G

erf•ullt, injektiv ist.
(9) Seienn; m 2 N. Finden Sie alle Homomorphismenvon (Zn ; +) nach (Zm ; +).

(10) Zeigen Sie, dassdie Abbildung f : G ! G; g 7! g� 1 genau dann ein Homo-
morphismus ist, wenn G abelsch ist.

(11) Sei G die Gruppe ((Z2)n ; ?) mit der Verkn•upfung

(x1; x2; : : : ; xn ) ? (y1; y2; : : : ; yn ) := (x1 � y1; x2 � y2; : : : ; xn � yn );

wobei � die Addition modulo 2 ist. Sei X eine Mengemit n Elementen, und
sei P(X ) die Potenzmengevon X . ZeigenSie:

H := (P(X ); �) ist eineGruppe.(Finden SiedasInversezu Y � X ,
und das Einselement.)

Geben Sie einen Gruppenisomorphismus von H nach G an!

Definition 2.14. Die Gruppe A hei�t einbettbar in G (geschrieben als A ,! G),
wenn eseinenMonomorphismus von A nach G gibt.

Da das Bild ' (A) = f ' (a) j a 2 Ag Tr•agermengeeiner Untergruppe von G ist
(' sei der Monomorphismus von A nach G), ist A dann sogarisomorphzu einer
Untergruppe von G.

Also gilt: einbettbar in : : : , isomorphzu einer Untergruppe von : : :.

Beispiel:

(1) Ist S3 einbettbar in S4 ? Wir betrachten folgendeAbbildung:

' : S3 � ! S4

f 7�! ' (f ) ;
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wobei ' (f ) de�niert ist durch

' (f ) : f 1; 2; 3; 4g � ! f 1; 2; 3; 4g

x 7�!
�

f (x) falls x � 3
4 falls x = 4:

Die Abbildung ' ist ein Monomorphismus; S3 ist alsoeinbettbar in S4.
(2) Ist (Z4; +) in S4 einbettbar? Da

�
id;

�
1 2 3 4

�
;
�

1 3
� �

2 4
�

;
�

1 4 3 2
�	

Tr•agermengeeiner Untergruppe von S4 ist, die isomorph zur Gruppe
(Z4; +) ist, gilt (Z4; +) ,! S4.

Der Satz von Cayley sagt, dassjedeGruppe in irgendeineGruppe SX einbettbar
ist; andersgesagt:jede Gruppe ist isomorphzu irgendeinerUntergruppe irgend-
einer SX .

Satz 2.15 (Satz von Cayley). Sei G = (G; �;� 1 ; 1) eine Gruppe. Dann gilt: G ist
einbettbar in (SG; � ;� 1 ; idG) :

Eine n-elementigeGruppe ist also isomorph zu einer Untergruppe der Sn .

Beweis:Sei
� : G ! SG

g 7! � (g) ;

wobei
� (g) : G ! G

x 7! g � x:
Wir zeigennun einigeEigenschaften von �:

(1) F•ur alle g 2 G ist � (g) eine bijektive Abbildungvon G nach G. Wir
�xieren g 2 G, und zeigenalserstes,dass� (g) injektiv ist. Dazu �xieren
wir x; y 2 G so,dass�( g)(x) = �( g)(y). Es gilt dann g � x = g � y, daher
auch g� 1 � (g � x) = g� 1 � (g � y), und somit x = y. Um zu zeigen,dass
�( g) surjektiv ist, �xieren wir y 2 G und suchen ein x mit �( g)(x) = y.
Wir �nden diesesx als x := g� 1 � y.

(2) � ist injektiv. Seieng; h 2 G. Wir nehmenan, dass� (g) = � (h) gilt.
Dann gilt auch � (g) (1) = � (h) (1), alsog � 1 = h � 1: Daher gilt g = h.

(3) � ist Homomorphismus.Dazu ist zu zeigen:

8g; h 2 G : � (g � h) = � (g) � � (h)

Wir �xieren g; h 2 G und zeigen:

(4.1) 8x 2 G : � (g � h) (x) = (� (g) � � (h)) (x) :

Wir �xieren x 2 G und berechnen beideSeitenvon (4.1). Die linke Seite
erhalten wir durch

� (g � h) (x) = (g � h) � x:
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Die rechte Seite:
(� (g) � � (h)) (x) = � (g) (� (h) (x))

= � (g) (h � x)

= g � (h � x):

Daher ist � ein Monomorphismus. �

Beispiel: Wir betten (Z3; +) in die Gruppe Sf [0]3 ;[1]3 ;[2]3g ein.

[0]3 7! ' 0; ' 0(x) = [0]3 + x; ' 0 = ([0]3)([1]3)([2]3) = ()
[1]3 7! ' 1; ' 1(x) = [1]3 + x; ' 1 = ([0]3[1]3[2]3)
[2]3 7! ' 2; ' 2(x) = [2]3 + x; ' 2 = ([0]3[2]3[1]3)

5. S•atze von Lagrange und Fermat

Satz 2.16. Sei H eine Tr•agermengeeiner Untergruppe von (G; �). Wir de�nier en
auf G eine Relation durch

x � H y :, x � 1 � y 2 H:

Dann ist � H eine •Aquivalenzrelation. Au�er dem gilt:

(1) x � H y , x 2 y � H = f y � h j h 2 H g;
(2) Die •Aquivalenzklassevon y bez•uglich � H ist die Mengey � H ;
(3) Alle •Aquivalenzklassenhaben gleich Kardinalit •at, und die Kardinalit •at

einer solchenKlasseist jH j.

Beweis:Wir zeigenzun•achst, dass� H eine •Aquivalenzrelationist.

� � H ist re
exiv: Wir �xieren x 2 G. Zu zeigenist x � H x. Das gilt, falls
x � 1 � x in H liegt. Da H Tr•agermengeeiner Untergruppe von (G; �) ist,
gilt 1 2 H .

� � H ist symmetrisch: Wir �xieren x; y 2 G mit x � H y. Zu zeigen
ist y � H x, also y� 1 � x 2 H . Da x � 1 � y 2 H und H Tr•agermenge
einer Untergruppe ist, liegt auch (x � 1 � y)� 1 in H . Daher gilt auch
y� 1 � (x � 1)� 1 = y� 1 � x 2 H .

� � H ist transitiv: Wir �xieren x; y; z 2 G, sodassx � H y und y � H z.
Zu zeigen ist x � H z. Da x � 1 � y 2 H und y� 1 � z 2 H , gilt auch
x � 1 � y � y� 1 � z 2 H , und daher x � 1 � z 2 H .

Nun zeigenwir die drei angegebenenEigenschaften von � H :

(1) \ ) ": Sei x � H y. Zu zeigenist x 2 y � H . Da x � H y, gilt x � 1 � y 2 H .
Es gibt also h 2 H mit x � 1 � y = h. Dann gilt x � 1 = h � y� 1, und damit
auch x = y � h� 1. Somit gilt x 2 y � H . \ ( ": Seih 2 H so,dassx = y � h.
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Dann ist y� 1 � x = h, somit gilt y � H x, und, da � H symmetrisch ist,
gilt auch x � H y.

(2) Sei y 2 G. Wir suchen die Menge

[y]� := f x 2 G jjj x � H yg:

WegenEigenschaft (1) ist dieseMengegegeben durch f x 2 G jjj x � H

yg = y � H . Die Menge[y]� schreibt man oft auch als y= � .
(3) F•ur alle y 2 G ist die Abbildung

 : H � ! y � H
h 7�! y � h

bijektiv.

Die letzte Eigenschaft sagt, dassalle •Aquivalenzklassender Relation � H gleich
viele Elemente haben. Das ergibt folgendeKonsequenz:

Satz 2.17(Satzvon Lagrange). SeiH Tr•agermengeeiner Untergruppe von (G; �),
wobei G endlich ist. Dann gilt: jH j teilt jGj.

Die Anzahl der Elemente von G hei�t auch die Ordnung von G. Der Satz von
Lagrangesagt also,dassdie Ordnung einer Untergruppe ein Teiler der Ordnung
der Gruppe ist.

Definition 2.18. SeiG eineGruppeund g 2 G. Die kleinsteUntergruppevon G,
die g enth•alt, hei�t die von g erzeugteUntergruppe. Wir k•urzendie Tr•agermenge
der von g erzeugtenUntergruppe mit hgi ab.

Wie kann hgi aussehen?

(1) Fall: Es gibt n 2 N mit gn = 1: Dann gilt hgi = f g1; g2; : : : ; gm = 1g,
wobei m daskleinste m 2 N mit gm = 1 ist. Die Gruppe (hgi ; �) ist dann
isomorph zu (Zm ; + ).

(2) Fall: Es gibt kein n 2 N mit gn = 1: Dann gilt hgi =
f : : : ; g� 2; g� 1; 1G; g; g2; : : :g. Die Gruppe (hgi ; �) ist dann isomorph zu
(Z; +).

Eine Gruppe G die ein g 2 G besitzt, sodass hgi = G, hei�t zyklisch. Jede
zyklische Gruppe ist isomorph zu einem(Zm ; +) (m 2 N), oder zu (Z; +) .

Definition 2.19. Sei (G; �) eine Gruppe, und sei g ein Element von G. Mit
ord (g) (Ordnung von g) bezeichnen wir das kleinste m 2 N, sodassgm = 1G,
falls esein solchesm gibt; sonstschreiben wir ord g = 1 .

Beispiel: Wir berechnen die Ordnung zweier Elemente der Gruppe (Z5nf 0g; �).
Es gilt ord ([2]5) = jhgi j = jf 2; 4; 3; 1gj = 4, und ord ([4]5) = jf 4; 1gj = 2.
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Satz 2.20 (Satz von Fermat). Sei (G; �) eine endliche Gruppe und sei g 2 G.
Dann gilt:

(1) ord (g) teilt jGj;
(2) gjGj = 1G.

Beweis: Die Gruppe (hgi ; �) hat ord (g) Elemente. Nach dem Satz von Lagrange
teilt alsoord (g) die Zahl jGj. Die zweite Eigenschaft zeigenwir so:Aus der De�ni-

tion von ord (g) erhalten wir gord (g) = 1G. Daher gilt auch gjGj = (gord (g) )
j G j

ord ( g) =
1G.

Der Satz von Fermat liefert auch ein Ergebnisaus der Zahlentheorie. F•ur Z �
n :=

f [x]n jjj x 2 Z und ggT(x; n) = 1g hat die Gruppe (Z �
n ; �) genau' (n) Elemente.

F•ur jedesElement a dieserGruppe gilt daher a' (n) = [1]n .

F•ur jede Permutation � 2 Sn gilt: � n! = id. Das hat Konsequenzenin der Kryp-
tologie: Eine Verschl•usselungsabbildungE ist oft eine Permutation einer endli-
chen Menge; es gibt also ein n 2 N, sodassE n (x) = x. Kennt man also E(x)
und die Funktion E, so iteriert man die Anwendung von E so lange, bis man
E n+1 (x) = E(x) erh•alt. Dann ist E n (x) der gesuchte Klartext (repeated encryp-
tion ).

6. Die Abz •ahltheorie von P�oly a

Wir l•osenfolgendesProblem: Auf wievieleArten kann man die Ecken einesQua-
drats mit drei Farbenf•arben?Dabei sehenwir zwei F•arbungenalsgleich an, wenn
man siedurch Drehungenoder SpiegelungendesQuadrats ineinander•uberf•uhren
kann.

Definition 2.21(Gruppenoperation). Sei(G; �) eineGruppeund X eineMenge.
Eine Verkn•upfung � : G � X ! X hei�t Gruppenoperation, falls gilt:

(1) F•ur alle � 2 X : 1G � � = � ;
(2) f•ur alle g; h; 2 G und � 2 X : g � (h � � ) = (g � h) � � .

DieseGruppenoperationengeben uns eineM•oglichkeit, ein mathematischesMo-
dell f•ur das F•arbeproblem zu �nden. Eine F•arbung ist eine Funktion von der
Mengeder Ecken f 1; 2; 3; 4g in die Mengeder Farben f r; b;gg. Die Mengealler
F•arbungenX ergibt sich alsoals:

X =
�

f : f 1; 2; 3; 4g ! f r; b;gg
	

:

JedeSymmetrieoperation desQuadrats ist eine Permutation der vier Eckpunk-
te. Alle Symmetrieoperationen erhalten wir aus folgendem Dialog mit GAP
[GAP , 1999]. DieseSymmetriegruppe nennenwir D4.
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gap> D4 := Group ((1,2,3,4), (1,2)(3,4));
Group([ (1,2,3,4), (1,2)(3,4) ])
gap> AsList (D4);
[ (), (2,4), (1,2)(3,4), (1,2,3,4), (1,3), (1,3)(2,4), (1,4,3,2), (1,4)(2,3) ]
gap>

Zwei F•arbungen� ; � sind gleich, wenn esein g ausder "Symmetriegruppe" gibt,
sodassf•ur alle Eckpunkte z 2 f 1; 2; 3; 4g gilt:

� (g(z)) = � (z):

Wir de�nieren nun eine Gruppenoperation von D4 auf der Menge X der
F•arbungen:

� : G � X � ! X
(g; � ) 7�! g � � ;

wobei
g � � : f 1; 2; 3; 4g � ! f 1; 2; 3; 4g

z 7�! � (g� 1(z)) :

(Die n•aherliegendeDe�nition g� � (z) := � (g(z)) ergibt keineGruppenoperation.)

Definition 2.22. Sei G eine Gruppe, X eine Menge und � eine Gruppenope-
ration von G auf X . Wir bezeichnen � und � in X als G-•aquivalent, falls esein
g 2 G gibt, sodass� = g � � . Wir schreiben daf•ur � � G � .

Es gilt also
� � G � :, 9g 2 G : g � � = � :

Satz 2.23. Sei G eine Gruppe, X eine Mengeund � eine Gruppenoperation von
G auf X . Dann gilt:

(1) � G ist eine •Aquivalenzrelation.
(2) F•ur ein � 2 X ist die •Aquivalenzklasse� = � G= f � 2 X jjj � � G � g gege-

ben durch

f � 2 X jjj � � G � g = f g � � jjj g 2 Gg:

G� � := f g� � jjj g 2 Gg hei�t \Bahn" oder \Orbit" von � unter der Operation von
G. Wenn wir also die nicht•aquivalenten F•arbungendesQuadrats z•ahlen wollen,
dann m•ussenwir die Anzahl der Bahnen der Gruppenoperation von D 4 auf der
Mengeder F•arbungenX berechnen. DieseAnzahl der Bahnen erhalten wir aus
folgendemSatz:

Satz 2.24 (Frobenius-Burnside-Lemma). Sei G eine Gruppe, sei X eine Menge,
und sei � eine Gruppenoperation von G auf X . Sei n die Anzahlder Bahnenvon
G auf X . Dann gilt:

n =
1

jGj
�
X

g2 G

jFix (g)j ;
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wobei Fix (g) = f � 2 X j g � � = � g

Bevor wir diesenSatz beweisen,wendenwir ihn auf dasAbz•ahlproblem an. Wir
berechnen also Fix (g) f•ur alle Elemente g 2 G. Wir tun das zum Beispiel f•ur
g = (1; 4; 3; 2). Eine F•arbung � liegt in Fix (g), falls f•ur alle z 2 f 1; 2; 3; 4g gilt:
� (z) = � (g(z)). Damit gilt: � (1) = � (4), � (4) = � (3), � (3) = � (2), � (2) = � (1).
Also liegen in Fix (g) alle F•arbungen, die alle 4 Eckpunkte gleich f•arben. Das
sind, bei drei Farben, genaudrei St•uck. F•ur g = (1; 2)(3; 4) liegen genau jene
F•arbungenin Fix (g), die � (1) = � (2) und � (3) = � (4) erf•ullen. Dassind 3�3 = 9
St•uck. F•ur g = (1; 3) werdengenaudie F•arbungenvon g �xiert, bei denen1 und 3
gleich gef•arbt werden.Das sind 27 F•arbungen.Der Satz von Burnside-Frobenius
ergibt also f•ur die Anzahl n der F•arbungen

n =
1
8

(34 + 33 + 32 + 31 + 33 + 32 + 31 + 32):

Es gibt also21 verschiedeneF•arbungen.

Beispiel: Wir f•arben ein Sechseck mit den Farben rot und blau so, dass
drei Ecken rot und drei Ecken blau sind. Zwei F•arbungen des Sechsecks seien
gleich, wenn siedurch Drehung ineinander •ubergef•uhrt werdenk•onnen.Wieviele
F•arbungengibt es?

Die MengeX aller F•arbungenist gegeben durch

X =
�

' jjj ' : f 1; 2; : : : ; 6g ! f r; bg;
�
�g� 1 (f r g)

�
� = 3;

�
�g� 1 (f bg)

�
� = 3

	
:

Auf dieserMengeX operiert die Gruppe G (Untergruppe der S6) durch

g � ' (z) := '
�
g� 1 (z)

�

Wir suchen die Anzahl der Bahnen der Gruppe G auf X . Nach dem Frobenius-
Burnside-Lemma erhalten wir f•ur diese Anzahl n = 1

jGj

P
g2 G jFix (g)j mit

Fix (g) = f ' 2 X j g � ' = ' g.

WelchePermutationen auf f 1; 2; : : : ; 6g liegenin der \DrehgruppedesSechsecks"?
Wir �nden die Drehungen:

G = f () ; (123456); (135)(246); (14) (25) (36) ; (153)(264); (165432)g:

Wir erhalten die Tabelle:
jFix (g)j

1 � ()
� 6

3

�
= 20

2 � (123456) 0
3 � (135)(246) 2
4 � (14) (25) (36) 0

Die Anzahl der Bahnenergibt sich als n = 1
6 � (20+ 2 � 2) = 4.
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Wieviele verschiedene F•arbungen eines Sechsecks gibt es, wenn wir zwei
F•arbungen als gleich betrachten, wenn sie durch Spiegelungenund Drehungen
desSechsecks ineinander •ubergehen?Wieder sollendrei Eckpunkte rot und drei
blau sein.Wir erhalten folgendeTabelle:

()
� 6

3

�
= 20

(26) (35) (1) (4) 4
(13) (46) (2) (5) 4
(15) (24) (3) (6) 4
4 �

�
(12)(36) (45) 0

2 �
�

(123456) 0
2 �

�
(135)(246) 2

Wir bekommennun f•ur die Anzahl n der Bahnenn = 1
12 � (20+ 12+ 4) = 3.

BeweisdesSatzesvon Frobenius-Burnside: Wir z•ahlen die Elemente der Menge
F auf zwei Arten, wobei

F := f (g; � ) j g 2 G; � 2 X ; g � � = � g:

Wir erhalten
jF j =

X

g2 G

jf � 2 X : g � � = � gj =
X

g2 G

jFix (g)j

und
jF j =

X

� 2 X

jf g 2 G : g � � = � gj :

Die Menge f g j g � � = � g hei�t Stabilisator von � . Wir schreiben daf•ur auch
stabG(� ) = G� . Wir zeigenzun•achst, dassf•ur alle � 2 X gilt:

(6.1) jG � � j = jf g � � j g 2 Ggj = Gr•o�e desOrbits von � =
jGj

jstabG � j

Die Abbildung � : G ! G� � ; g 7! g� � ist surjektiv. Au�erdem gilt � (g) = � (h),
falls g� � = h� � . Dasgilt genaudann, wenng� 1 � h 2 stabG� . Nun ist S := stabG �
eineUntergruppe von G. Die Gleichheit � (g) = � (h) gilt alsogenaudann, wenn
g� 1 � h 2 S. JedesElement in G � � hat also genaujSj Urbilder unter � , und es
gilt:

jSj � jG � � j = jGj :

Wir bekommenalso:
X

� 2 X

jf g 2 G : g � � = � gj =
X

� 2 X

jstabG� j

=
X

� 2 X

jGj
jG � � j

:
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Wir w•ahlen nun Repr•asentanten f•ur die Orbits. Wir w•ahlen also� 1; � 2; : : : ; � n so,
dassG � � i \ G � � j = ; , und G � � 1 [ G � � 2 [ � � � [ G � � n = X . Alle Elemente �
in G � � 1 erf•ullen G � � = G � � 1. Wir verwendendieseEigenschaft, und rechnen:

X

� 2 X

jGj
jG � � j

=
nX

j =1

jG � � n j �
jGj

jG � � n j

= n � jGj:

Die Anzahl der Elemente von F ist alson � jGj. Wir erhalten also:
X

g2 G

jFix (g)j = jGj � n:

� .

•Ubungsa uf gaben 2.25.

(1) Wir f•arben die Ecken einesregelm•a�igen F•unfecks mit den Farben rot, blau,
und gelb.
(a) Wieviele M•oglichkeiten gibt es, die Ecken zu f•arben, wenn wir zwei

F•arbungenals gleich ansehen,wenn siedurch eineDrehung desF•unfecks
ineinander •ubergef•uhrt werden k•onnen?

(b) Wieviele M•oglichkeiten gibt es, die Ecken zu f•arben, wenn wir zwei
F•arbungen als gleich ansehen,wenn sie durch Drehungen und eine Spie-
gelungendesF•unfecks ineinander •ubergef•uhrt werdenk•onnen. (Hinweis:
esgibt jetzt 10 Symmetrieoperationen.)

(2) Wir f•arben Fl•achen einesW•urfels.
(a) Wieviele verschiedeneF•arbungen gibt es,wenn wir zwei Farben nehmen

und zwei F•arbungen als gleich betrachten, wenn sie durch eine Symme-
trieoperation desW•urfels ineinander •ubergef•uhrt werden k•onnen.Dabei
operiert auf den Fl•achen f 1; 2; 3; 4; 5; 6g desW•urfels die Untergruppeder
S6, die von (4; 2; 3; 5); (1; 2; 6; 5); (3; 1; 4; 6) erzeugt wird. Ihre Elemente
entnehmen Siedem folgendenDialog mit GAP (steht f •ur Groups - Algo-
rithms -Programming, ein in Aachen und St. Andrews entwickeltes, im
wesentlichen frei verf•ugbaresGruppentheoriesystem[GAP , 1999]):
gap> G := Group ((4,2,3,5), (1,2,6,5), (3,1,4,6));
Group([ (2,3,5,4), (1,2,6,5), (1,4,6,3) ])
gap> Size (G);
24
gap> AsList (G);
[ (), (2,3,5,4), (2,4,5,3), (2,5)(3,4), (1,2)(3,4)(5,6), (1,2,3)(4,6,5),

(1,2,4)(3,6,5), (1,2,6,5), (1,3,2)(4,5,6), (1,3,6,4), (1,3)(2,5)(4,6),
(1,3,5)(2,6,4), (1,4,2)(3,5,6), (1,4,6,3), (1,4)(2,5)(3,6),
(1,4,5)(2,6,3),
(1,5,6,2), (1,5,4)(2,3,6), (1,5,3)(2,4,6), (1,5)(2,6)(3,4), (1,6)(3,4),
(1,6)(2,3)(4,5), (1,6)(2,4)(3,5), (1,6)(2,5) ]
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(b) Wieviele verschiedeneF•arbungen gibt esmit 3, wieviele mit n Farben?
(3) Auf wieviele verschiedene Arten k•onnen Sie die Ecken eines Quadrats mit

drei Farben f•arben, wenn jede Farbe wirklic h vorkommen soll? Dabei sind
zwei F•arbungengleich, wenn siedurch eineSymmetrieoperation desQuadrats
ineinander •ubergef•uhrt werden k•onnen.
gap> G := Group ((1,2,3,4), (1,2) (3,4));'
Group([ (1,2,3,4), (1,2)(3,4) ])
gap> Size (G);
8
gap> AsList (G);
[ (), (2,4), (1,2)(3,4), (1,2,3,4), (1,3), (1,3)(2,4), (1,4,3,2), (1,4)(2,3) ]

(4) Auf wievieleverschiedeneArten k•onnenSiedie Ecken einesQuadrats mit drei
Farben f•arben, wenn zwei F•arbungendann als gleich angesehenwerden,wenn
sie durch Vertauschung der Farben ineinander •ubergef•uhrt werden k•onnen?
Das Quadrat d•urfen wir dabei nicht bewegen. Au�erdem m•ussenbei einer
F•arbung nicht alle 3 Farben vorkommen. Hinweis: Sie brauchen eine neue
Gruppenoperation. Es operiert jetzt die S3 auf den F•arbungen. Aber wie?
gap> G := Group ((1,2), (1,2,3));
Group([ (1,2), (1,2,3) ])
gap> AsList (G);
[ (), (2,3), (1,2), (1,2,3), (1,3,2), (1,3) ]

7. Kongruenzrelationen auf Grupp en

Definition 2.26. Sei (G; � ) eine Gruppe, und sei � eineRelation auf G. Diese
Relation � ist kompatibel mit � , wenn f•ur alle g1; g2; h1; h2 2 G mit g1 � g2 und
h1 � h2 auch

g1 � h1 � g2 � h2

gilt. Eine •Aquivalenzrelationauf G, die kompatibel mit � ist, hei�t Kongruenz-
relation auf (G; � ).

Beispiel:Auf der Gruppe (Z; +) ist die Relation � , die durch

x � y :, 5 teilt x � y

de�niert ist, eineKongruenzrelation.

•Ubungsa uf gaben 2.27.

(1) Sei (G; � ) eine Gruppe, und sei � eine Kongruenzrelation auf (G; � ). Seien
a;b 2 G so, dassa � b. ZeigenSie a� 1 � b� 1.

Sei (G; � ) eine Gruppe und sei � eine Kongruenzrelation Auf der Menge G=�

aller Klassenmodulo � de�nieren wir folgendeVerkn•upfung } .

g1=� } g2=� := (g1 � g2) =� f•ur alle g1; g2 2 G:



7. KONGRUENZRELA TIONEN AUF GRUPPEN 51

Wir m•ussennachweisen,dass} wohlde�niert ist. Dazu ist zu zeigen,dassg � g0

und h � h0 impliziert, dassg � h � g0 � h0 gilt. Das gilt, weil � eineKongruenz-
relation ist.

Wir beschreiben jetzt alle Kongruenzrelationenauf einer Gruppe.

Satz 2.28. Sei (G; � ) eine Gruppe, und sei � eine Relation auf G. Dann sind
folgendeAussagen•aquivalent:

(1) Die Relation � ist eine Kongruenzrelation auf G.
(2) Es gibt eine Untergruppe (N; � ) von (G; � ), sodassgilt:

(a) 8g 2 G 8n 2 N : g� 1 � n � g 2 N (Normalteilereigenschaft)
(b) 8x; y 2 G : x � y , x � 1 � y 2 N

Wenn N die Tr•agermengeeiner Untergruppe von (G; � ) ist, die die Eigenschaft

f•ur alle g 2 G; n 2 N : g� 1 � n � g 2 N

erf•ullt, dann hei�t N Normalteiler von (G; � ).

Beispiele:

� Sei G = (Z; +) ; N = f 5 � z j z 2 Zg. Dann ist N ein Normalteiler von
(Z; +).

� Sei(G; �) abelsch. Dann ist jedeTr•agermengeeinerUntergruppe ein Nor-
malteiler von G.

� In S3 sind folgendeUntergruppen Normalteiler:

Es gilt (132) � (12) � (123) = (13), daher ist die Mengef () ; (12)g kein
Normalteiler.

Beweisvon Satz2.28: Wir zeigenzun•achst die Implikation (1) ) (2):

Wir �xieren eineKongruenzrelation� auf G. Wir behaupten,dass

N := f x 2 G j x � 1Gg

ein Normalteiler ist, und dassdie Bedingung

(7.1) x � y , x � 1 � y 2 N
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erf•ullt ist. Zun•achst zeigenwir, dassN Tr•agermengeeinerUntergruppevon (G; � )
ist. Wir �xieren x; y 2 N und zeigenx � 1 2 N . Wir wissen,dassx � 1G gilt. Da
� eineKongruenzrelation ist, gilt auch x � 1 � x � x � 1 � 1G. Daher gilt 1G � x � 1

und somit auch x � 1 2 N . Nun zeigenwir, dassauch x � y 2 N liegt. Wir wissen
x � 1G und y � 1G; alsogilt x � y � 1G � 1G = 1G, und daher liegt x � y in N .

Um zu zeigen,dassN ein Normalteiler von (G; � ) ist, �xieren wir g 2 G und
n 2 N und zeigeng� 1 � n � g 2 N . Das Element g� 1 � n � g liegt in N , falls
g� 1 � n � g � 1G gilt. Wir wissen,dassn � 1G gilt. Daher gilt g� 1 � n � g� 1 und
g� 1 � n � g � 1G.

Nun zeigenwir, dassdie Eigenschaft (7.1) ebenfallserf•ullt ist: wir zeigenzuerstdie
Implikation \ ) ". Wir �xieren x; y 2 G mit x � y. Dann gilt auch x � 1� x � x � 1� y,
und somit liegt x � 1 � y in N . F•ur \ ( " �xieren wir x; y 2 G mit x � 1 � y 2 N . Es
gilt dann x � 1 � y � 1G, und daher auch x � x � 1 � y � x � 1G, und somit y � x.

Jetzt zeigenwir die Implikation: (2) ) (1): SeiN ein Normalteiler von G und �
de�niert durch

x � y , x � 1 � y 2 N:
Wir m•ussen zeigen, dass � eine Kongruenzrelation ist. Dazu �xieren wir
x1; x2; y1; y2 2 G mit x1 � x2 und y1 � y2. Zu zeigen ist x1 � y1 � x2 � y2,
d.h.,

(x1 � y1)
� 1 � x2 � y2 2 N;

also
y� 1

1 � x � 1
1 � x2 � y2 2 N:

Wir haben ein n 2 N , sodassx � 1
1 � x2 = n. Dann ergibt sich

y� 1
1 � x � 1

1 � x2 � y2 = y� 1
1 � n � y2

= y� 1
1 � n � y1 � y� 1

1 � y2:

Der letzte Ausdruck liegt in N .

Wenn (G; � ) eine Gruppe und N ein Normalteiler von (G; � ) ist, dann ist
� N := f (x; y) 2 G � G j x � 1 � y 2 N g eine Kongruenzrelation von (G; � ). Die
Faktorgruppe (G=� N ; } ) schreibt man auch einfach als G=N . Die Gruppe G=N
hei�t Faktorgruppe von G modulo N .

Satz 2.29. Seien (G; �) und (H; �) Gruppen und sei ' : G ! H ein Homomor-
phismus.Dann ist ker ' = f x j ' (x) = 1H g ein Normalteiler von G. Au�er dem
gilt f•ur alle x; y 2 G, dassx � 1 � y genaudann in ker ' liegt, falls ' (x) = ' (y).

F•ur einenGruppenhomomorphismus ' von (G; �) nach (H; �) bezeichnen wir mit
im ' die Menge f ' (g) j g 2 Gg. Die Menge im ' ist dann Tr•agermengeeiner
Untergruppe von (H; �), und esgilt folgenderSatz:

Satz 2.30. Seien (G; �) und (H; �) Gruppen und sei ' : G ! H ein Homomor-
phismus.Dann ist die Gruppe (im '; �) isomorph zur Faktorgruppe G=ker' .



7. KONGRUENZRELA TIONEN AUF GRUPPEN 53

Satz 2.31 (Satz von Sylow). Sei p eine Primzahl, sei a 2 N , und sei m 2 N so,
dassggT(p;m) = 1. Sei G eine Gruppe mit pa � m Elementen.Dann hat G eine
Untergruppe mit pa Elementen.

Beispiel: Jede12-elementige Gruppe hat eineUntergruppe mit 4 Elementen.



KAPITEL 3

Ausgew •ahlte Kapitel der Diskreten Mathematik

1. Graphen

1.1. De�nition eines Graphen.

Definition 3.1. Ein Graph ist ein Tripel (V; E; I ), wobei V; E endliche Mengen
sind, V 6= ; , I � V � E, und f•ur alle e 2 E die Menge f v 2 V jjj (v; e) 2 I g
zweielementig ist. Die Elemente aus V sind die Knoten, die Elemente aus E die
Kanten desGraphen.

Falls (v; e) 2 I , dann sagenwir, dassdie Kante e mit dem Knoten v inzidiert.
Falls x; y 2 V so sind, dassesein e 2 E gibt, sodass(x; e) 2 I und (y; e) 2 I ,
dann sagenwir, dassxy eineKante desGraphen ist.

Ein Graph hei�t einfach, wennzwischenzwei Knoten immer h•ochstenseineKante
verl•auft. UnsereDe�nition einesGraphen l•asst keine Schleifen, also Kanten mit
dem gleichen Anfangs-und Endpunkt zu.

Definition 3.2. Sei(V; E; I ) ein Graph, und seiv ein Knoten desGraphen.Dann
ist der Grad von v de�niert als die Anzahl der Kanten, die mit v inzidieren.

•Ubungsa uf gaben 3.3.

(1) Sei (V; E ; I ) ein Graph. ZeigenSie:

jI j =
X

v2 V

Grad (v):

(2) Sei (V; E ; I ) ein Graph. ZeigenSie:

jI j = 2 � jE j:

(3) ZeigenSie,dassein Graph einegeradeAnzahl von Knoten ungeradenGrades
hat.

(4) Geben Sie eine De�nition von Graphen, die Schleifen zul•asst. De�nieren Sie
den Grad einesKnoten so, dass

P
v2 V Grad (v) das Doppelte der Kantenan-

zahl ist.
(5) Geben Sie eine De�nition von Graphen, die Schleifen zul•asst, und die es er-

laubt, dasszwischen zwei Knoten mehr als eineKante verl•auft. De�nieren Sie
den Grad einesKnoten so, dass

P
v2 V Grad (v) das Doppelte der Kantenan-

zahl ist.
54
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1.2. Eulersc he Wege.

Definition 3.4. Sei k 2 N0. Eine Folge (x0; e1; x1; e2; x2; : : : ; ek ; xk) hei�t Ver-
bindungder L•angek, wenn alle x i Knoten und alle ek Kanten desGraphensind,
und au�erdem f•ur alle i 2 f 1; 2; : : : ; kg die Knoten x i � 1 und x i genaudie Knoten
sind, die mit ei inzidieren. Eine Verbindung hei�t Weg, wenn alle ei voneinander
verschiedensind. Ein Weg ist geschlossen, wenn xk = x0.

Zwei Knoten einesGraphensind verbunden, wenneseineVerbindungmit Anfang
x0 und Ende xk gibt. Die Relation \v erbundensein" ist eine •Aquivalenzrelation
auf denKnoten. Ihre •Aquivalenzklassenhei�en Zusammenhangskomponentendes
Graphen. Ein Graph mit nur einer Zusammenhangskomponente hei�t zusam-
menh•angend.

Definition 3.5. Ein geschlossenerWeg in einem Graphen hei�t Eulerscher
Kreis, wenn er jede Kante desGraphengenaueinmal enth•alt.

Der Name kommt daher, dasssich Euler •uberlegt hat, ob es einen Spaziergang
•uber die sieben Br•ucken K•onigsbergsgibt, bei dem man •uber jedeBr•ucke genau
einmal geht.

Satz 3.6. Ein Graph enth•alt genau dann einen Eulerschen Kreis, wenn nur
h•ochstenseine Zusammenhangskomponente Kanten enth•alt, und jeder Knoten
geradenGrad hat.

Beweis: Wir zeigenzun•achst, dass die Bedingung, dass jeder Knoten geraden
Grad hat, notwendig ist. Seik die L•angedesWeges,sei v ein Knoten, und sei

I (v) := f i 2 f 0; : : : ; k � 1g jjj x i = vg:

Dann inzidiert v mit allen Kanten in f ei j i 2 I (v)g[ f ei +1 j i 2 I (v)g. Der Knoten
v inzidiert nur mit Kanten in dieserMenge:Wenn v mit einer Kante e inzidiert,
musse irgendwo im Eulerschen Kreis vorkommen,und somit gleich irgendeinem
ei sein.Dann ist aber entwederx i � 1 oder x i gleich v. Au�erdem sind f•ur i; j 2 I (v)
mit i 6= j die Mengenf ei ; ei +1 g und f ej ; ej +1 g disjunkt: wenn ei = ej +1 , dann gilt
auch i = j + 1. Somit ist x j ei x i ein Teil desKreises.Da x i = x j = v, inzidiert ei

nur mit v { ein Widerspruch zur Schleifenfreiheit desGraphen.Somit inzidiert v
mit einer geradenAnzahl von Knoten.

Da ein Eulerscher Kreis nur Knoten der gleichen Zusammenhangskomponente
enth•alt, m•ussenalle Kanten zwischen Knoten in der gleichen Zusammenhangs-
komponente verlaufen.

Wir zeigennun, dassdie Bedingung,dassjeder Knoten geradenGrad hat, hinrei-
chend ist. Wir gehenmit Induktion nach der Anzahl der Kanten vor. Wenn der
Graph keineKanten enth•alt, soseiv ein Knoten. Die Folge(v) ist ein Eulerscher
Kreis der L•ange 0. Wenn der Graph eine Kante e1 von x0 nach x1 enth•alt, so
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verl•angern wir diesenWeg, bis wieder nicht mehr weiter k•onnen. Da alle Kno-
ten geradenGrad haben, kann das erst passieren,wenn wir ein k mit xk = x0

gefundenhaben. Wir haben also einenWeg x0e1x1 : : : ekxk mit k 2 N gefunden.
Wir bilden nun einenneuenGraphen G0, indem wir aus G die Kanten e1; : : : ; ek

entfernen. Jeder Knoten von G0 hat geradenGrad. Wir k•onnen nach Indukti-
onsvoraussetzungin jeder Zusammenhangskomponente Z von G0, die zumindest
eineKante enth•alt, einenEulerschen Kreis C(Z ) �nden. JededieserKomponen-
ten enth•alt zumindestein x i , und dann auch einedamit inzidierendeKante. Also
k•onnenwir jedenKreis C(Z ) an den Kreis x0e1 � � � xk anh•angen. �

1.3. Planare Graphen.

Definition 3.7. Ein Graph ist planar, wenn er sich in R2 \ •uberschneidungsfrei
zeichnen l•asst".

Definition 3.8. Ein ebener Graph ist ein Paar (G; Z ), wobei G ein planarer
Graph und Z eine •uberschneidungsfreieZeichnung von G in R2 ist.

Satz 3.9 (Euler). Sei G ein zusammenh•angender,ebener Graph mit v Knoten
und e Kanten, der die Ebene in f Fl•achenunterteilt. Dann gilt

v � e+ f = 2:

Beweisskizze:Wir zeigen,dassf•ur jedenebenenGraphenmit z Zusammenhangs-
komponenten die Gleichung v � e+ f = 1+ z gilt. Daskann man durch Induktion
nach der Kantenanzahlzeigen. �

Satz 3.10. SeiG ein einfacherplanarer Graph.Dann hat G einenKnoten, dessen
Grad h•ochstens5 ist.

Beweis: ([Aigner and Ziegler, 1998]) Sei G ein einfacher ebener Graph, und
seienv; e;f die Anzahl der Knoten, Kanten, Fl•achen. Wir nehmenv � 3 an. Wir
bilden die Menge

F = f (x; y; a) jjj x 2 V; y 2 V; xy ist Kante von V;

a liegt rechts von xy; wenn man von x nach ygeht.g

F•ur jede Fl•ache a de�nieren wir die MengeseinerBegrenzungsseitenals

f (x; y) 2 V 2 jjj (x; y; a) 2 F g:

F•ur jedesi 2 N sei f i die Anzahl der Fl•achen mit genaui Begrenzungsseiten.Es
gilt

f =
X

i 2 N

f i ;

jF j = 2e;
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und
jF j =

X

i 2 N

f i � i:

Da G einfach ist, gilt f 1 = f 2 = 0, und somit

2e � 3f � 0:

F•ur jedesi 2 N seivi die Anzahl der Knoten vom Grad i . F•ur die Inzidenzrelation
I zwischen Knoten und Kanten gilt

jI j = 2e

und
jI j =

X

i 2 N

vi � i:

Ausserdemgilt X

i 2 N

vi = v:

Wenn wir annehmen,dassalle Knoten Grad � 6 haben, so gilt v1 = v2 = � � � =
v5 = 0. Also gilt 2e� 6v � 0. Also gilt (2e� 6v)+ 2(2e� 3f ) � 0, somit v� e+ f � 0
im Widerspruch zur Eulerschen Fl•achenformel. �

•Ubungsa uf gaben 3.11.

(1) [Aigner and Ziegler, 1998, p.59] Sei G ein einfacher planarer Graph mit
v � 3 Knoten und e Kanten. Dann gilt e � 3v � 6.

(2) [Aigner and Ziegler, 1998, p.59] Zeigen Sie, dass die Graphen K 5 (der
vollst•andige Graph mit 5 Knoten) und K 3;3 (der vollst•andigebipartite Graph
mit 2 mal 3 Knoten) nicht planar sind.

Satz 3.12. Sei G ein einfacherplanarer Graph. Dann kann man die Knoten von
G so mit 6 Farben f•arben, dasskeine zwei Knoten, zwischendeneneine Kante
verl•auft, die gleicheFarbe haben.

Es reichen sogar4 (statt 6) Farben (Vierfarbensatz).

2. Der Satz von Ramsey

F•ur eineMengeX und eineZahl p 2 N bezeichnen wir mit
�

X
p

�
die Mengealler

p-elementigen Teilmengenvon X . Eine Partition einer MengeU in t Teilmengen
ist (in diesemKapitel) eineFolge(A1; A2; : : : ; A t ) von Teilmengenvon U, sodass
A1 [ A2 [ � � � [ A t = U ist, und f•ur alle i; j 2 f 1; 2; : : : ; tg mit i 6= j die Menge
A i \ A j leer ist.

Satz 3.13. Seien p;t; n 2 N. Dann gibt es eine Zahl N 2 N, sodassfolgendes
erf•ullt ist:
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F•ur jede MengeX mit jX j � N und jede Partition von
�

X
p

�
in

t Teilmengender Form
�

X
p

�
= A1 [ A2 [ � � � [ A t

gibt es eine n-elementige Teilmenge Y von X und ein j 2
f 1; 2; : : : ; tg, sodass

�
Y
p

�
� A j . (Das hei�t, dass alle alle p-

elementigenTeilmengenvon Y in der gleichenKlasseder Par-
tition sind).

•Aquivalent ist:

Satz 3.14. Seien p;t; n 2 N. Dann gibt es eine Zahl N 2 N, sodassfolgendes
erf•ullt ist:

Sei X eine Menge mit N Elementen. Wir f•arben jede p-
elementigeTeilmenge von X mit einer von t Farben. Dann
gibt es eine Menge Y � X mit n Elementen, sodass alle p-
elementigenTeilmengenvon Y die gleicheFarbe haben.

Das kleinste N , f•ur das die Aussageerf•ullt ist, bezeichnen wir mit r (p; t; n)
(Ramsey-Zahl).

Wir betrachten Spezialf•alle:

� p = 1; n = 2: Es gibt ein N , sodassf•ur jede MengeX mit N Elementen
folgendesgilt: Wenn man die Elemente von X in t Klassenaufteilt, so
gibt es zwei Elemente, die in der gleichen Klasse liegen. Daraus sehen
wir r (1; t; 2) = t + 1. (Schubfachprinzip)

•Ubungsa uf gaben 3.15.

(1) Berechnen Sie r (1; t; n) f•ur alle t; n 2 N.

Weitere Spezialf•alle:

� p = 2; t = 2; n = 3: Man wei�, dassr (2; 2; 3) = 6 ist. Das hei�t:
Wenn man jede 2-elementige Teilmengeneiner 6-elementigen
Mengeentwederrot oder blau f•arbt, dann gibt esdrei Elemente
a;b;c, sodassf a;bg, f a;cg und f b;cg die gleiche Farbe haben.

Das kann man auch so formulieren:
Sei K 6 der vollst•andigeGraph mit 6 Knoten und ( 6

2 ) Kanten.
Wir f•arbenjedeKante entwederrot oder blau. Dann enth•alt der
Graph ein einf•arbigesDreieck, also drei Knoten x; y; z, sodass
xy, xz und yz die gleiche Farbe haben.

•Ubungsa uf gaben 3.16.

(1) ZeigenSie r (2; 2; 3) � 6.
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(2) ZeigenSie r (2; 3; 3) � 17.
(3) ZeigenSie r (2; k; 3) � (r (2; k � 1; 3) � 1) � k + 2.
(4) (L •astiger Spezialfall I) Berechnen Sie r (p; t; p)!
(5) (L •astiger Spezialfall I I) Sei p � n. Was ist r (p;1; n)?
(6) (L •astiger Spezialfall I I I) Sei p > n. Was ist r (p; t; n)?

Lemma 3.17. Seienp;t 2 N. Dann sind folgendeAussagen•aquivalent:

(1) F•ur alle n 2 N gibt es ein N 2 N, sodass es f•ur jede F•arbung
der p-elementigenTeilmengenvon f 1; 2; : : : ; N g mit t Farben eine n-
elementigeTeilmengeY von f 1; 2; : : : ; N g gibt, sodassalle p-elementigen
Teilmengenvon Y die gleicheFarbe haben.

(2) F•ur alle n 2 N gibt es ein M 2 N, sodassfolgendesgilt: f•ur jede M -
elementigeTeilmengeX der nat•urlichen Zahlenund f•ur jedeF•arbungder
p-elementigenTeilmengenvon X mit t Farben gibt eseine n-elementige
TeilmengeY von X , sodassalle p-elementigenTeilmengenvon Y, die
das gleicheminimale Element haben, die gleicheFarbe haben.

Beweis: (2) ) (1): Wir �xieren n 2 N. Wegen (2) gibt es ein M , sodass es
f•ur jede F•arbung der p-elementigen Teilmengenvon f 1; 2; : : : ; M g mit t Farben
eine t(n � 1) + 1-elementige TeilmengeY von f 1; 2; : : : ; M g gibt, sodass alle
p-elementigen Teilmengenvon Y, die das gleiche minimale Element haben, die
gleiche Farbehaben.Wir behaupten,dassN := M in (1) dasGew•unschte leistet.
Wir �xieren eine F•arbung der p-elementigen Teilmengenvon f 1; 2; : : : ; M g mit
t Farben, und w•ahlen eine(t(n � 1) + 1)-elementige TeilmengeY wie oben. F•ur
jede Farbe f der t Farben de�nieren wir die Menge M f := f x 2 Y jjj jede p-
elementige Teilmengevon Y mit x als minimalem Element hat die Farbe f g.
Eine der MengenM f hat zumindestn Elemente. Alle p-elementigen Teilmengen
von M f haben dann die gleiche Farbe. �

BeweisdesSatzesvon Ramsey:Wir de�nieren ein Pr•adikat

G(p;t; n)

dadurch, dass G(p;t; n) wahr ist, wenn der Satz von Ramsey f•ur p; t; n gilt,
das hei�t, wenn es ein N gibt, sodass f•ur alle N -elementigen Mengen und al-
le F•arbungender p-elementigen Teilmengen. . . . Wir wissen,dassz.B. G(2; 2; 3)
wahr ist.

Wir beweisenjetzt, dassG(p;t; n) f•ur alle p;t; n 2 N gilt, durch Induktion nach
p.

� p = 1: Wir �xieren t; n 2 N. Dann leistet N := t(n � 1) + 1 das
Gew•unschte.

� Wir �xieren p � 2 und t 2 N. Wir zeigennun, dassdie Eigenschaft (2)
ausLemma3.17gilt. Wir zeigendieseEigenschaft durch Induktion nach
n.
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{ F•ur n � p leistet M := p dasGew•unschte.
{ Wir �xieren n > p. Mit der Induktionsvoraussetzungproduzieren

wir ein M f•ur n � 1. Wir behauptennun, dass

M 0 := 1 + r (p � 1; t; M )

das Gew•unschte leistet. Wir �xieren dazu eine F•arbung der p-
elementigen Teilmengenvon X = f 1; 2; : : : ; M 0g mit t Farben.
Wir geben nun jeder p� 1-elementigen TeilmengeZ von X nf 1g die
Farbe von f 1g [ Z . Wir �nden dann (wegender Induktionsvoraus-
setzungder Induktion nach p) eineM -elementige TeilmengeA von
X nf 1g, sodassalle p� 1-elementigen Teilmengenvon A die gleiche
Farbe haben.
Wir w•ahlennun nach Induktionsvoraussetzung(der Induktion nach
n) eine (n � 1)-elementige Teilmenge B von A, sodass alle p-
elementigen Teilmengenvon B mit demgleichenminimalenElement
die gleiche Farbe haben.
Wir behaupten,dassB [ f 1g das Gew•unschte leistet. Wir w•ahlen
dazu zwei p-elementige TeilmengenP1; P2 von B [ f 1g mit dem
gleichen minimalen Element. Ist diesesElement 1, so haben P1; P2

die gleiche Farbe, da alle p-elementigen Teilmengenvon A [ f 1g, die
1 enthalten, die gleiche Farbe haben.
Ist diesesElement nicht 1, dann sind P1; P2 beidep-elementige Teil-
mengenvon B und haben daher die gleiche Farbe. �

Satz 3.18 (Erd}os-Szekeres). Sei n 2 N. Dann gibt es eine Zahl N , sodassjede
Menge von N Punkten in der Ebene, von denen keine drei auf einer Geraden
liegen, n Punkte enth•alt, die die Eckpunkteeineskonvexenn-Ecks sind.

Hinweis zum Beweis: F•ur n = 4 funktioniert N := 5. F•ur n > 4 kann man
N := r (4; 2; n) w•ahlen.

Satz 3.19. Sei t 2 N. Dann gibt esein N , sodassesf•ur jedeGruppe G mit mehr
als N Elementenund jede Aufteilung von G n f 1g in t Klasseneine Klassegibt,
die drei verschiedeneElementex; y; z mit z = x � y enth•alt.

Hinweis zum Beweis:N := r (2; t; 4) + 1. Sei G = f 1; x1; : : : ; xN g Wir f•arben die
Mengef x i ; x j g mit der Farbe von x � 1

min( i;j ) � xmax(i;j ) . �

•Ubungsa uf gaben 3.20.

(1) Sei t 2 N. ZeigenSie, dasseseine Zahl N gibt, sodassf•ur jede Aufteilung der
Menge f 1; 2; : : : ; N g in t Klassen es eine Klasse gibt, die zwei verschiedene
Zahlen und deren Summeenth •alt.

(2) ZeigenSie den \unendlichen" Satz von Ramsey:
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Sei M eine unendliche Menge. Wir f•arben jede p-elementige Teil-
menge von M mit einer von endlich vielen Farben. Dann gibt es
eineunendliche TeilmengeT von M , sodassalle p-elementigen Teil-
mengenvon T die gleiche Farbe haben.

Hinweis: Nehmen Sie an, M sei abz•ahlbar unendlich. Gehen Sie mit Induk-
tion nach p vor. Konstruieren Sie eine Folge (a1; a2; : : :) von Elementen in
M , sodass alle Teilmengenvon f ai j i 2 Ng, die das gleiche \minimale Ele-
ment" besitzen, die gleiche Farbe haben. (Der Beweis steht auch im Artik el
\Ramsey's Theorem" in http://en.wikipedia.org/w iki .)

(3) Verwenden Sie •Ubung (2), um zu zeigen, dass jede reelle Zahlenfolge eine
monoton fallende oder eine streng monoton steigendeTeilfolge enth •alt.

(4) (Dixons Lemma) F•ur zwei Vektoren v; w 2 Nk
0 schreiben wir v � 0 w falls f•ur

alle i 2 f 1; : : : ; kg : vi � wi . Sei (v1; v2; : : :) eine Folge von Vektoren in Nk
0.

Dann gibt es eine (unendliche) Teilfolge, die bez•uglich � 0 schwach monoton
aufsteigendist. Hinweis: VerwendenSieden unendlichen Ramseysatzf •ur eine
bestimmte F•arbung von Paaren von Vektoren mit 2k Farben.
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Polynome und K •orp er

1. K •orp er

Definition 4.1. Ein kommutativ er Ring mit Eins R = (R; + ; � ; �; 0; 1) ist ein
K•orper wenn

(1) jRj � 2,
(2) F•ur alle x 2 R n f 0g gibt esein y 2 R mit x � y = 1.

•Ubungsa uf gaben 4.2.

(1) ZeigenSie, dasses in einem K •orper f•ur jedesx h•ochstensein y mit x � y = 1
geben kann.

(2) Zeigen Sie, dassdas Produkt zweier Elemente in einem K •orper nur dann 0
ist, wenn einer der Faktoren gleich 0 ist.

In einem K•orper hat jedesElement a 6= 0 genauein multiplik ativ inversesEle-
ment; wir bezeichnenesmit a� 1. F•ur jedePrimzahl p ist der Ring Zp ein K•orper.

Definition 4.3. SeiE = (E; + ; � ; �; 0; 1) ein K•orper, und seiK � E. Die Menge
K ist dann Tr•agermengeeinesUnterk•orpers von E, wenn

(1) 0 2 K , 1 2 K ,
(2) f•ur alle x; y 2 K gilt x + y 2 K , x � y 2 K , x � y 2 K ,
(3) f•ur alle x 2 K n f 0g gilt x � 1 2 K .

Wenn K Tr•agermenge eines Unterk•orpers von E ist, so ist K =
(K ; + jK � K ; �j K ; �jK � K ; 0; 1) selbst ein K•orper. Wir bezeichnen K dann als Un-
terk•orper von E, und E als Erweiterung von K .

•Ubungsa uf gaben 4.4.

(1) ZeigenSie: Der Durchschnitt beliebig vieler Tr•agermengenvon Unterk•orpern
einesK•orpers ist wieder Tr•agermengeeinesUnterk•orpers.

(2) Sei E ein endlicher K•orper, und sei K � E mit jK j � 2 so, dass f•ur alle
x; y 2 K auch x + y und x � y in K liegen. Zeigen Sie, dassK Tr•agermenge
einesUnterk•orpers von E ist.

62
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2. Polynome

Definition 4.5. Sei K kommutativ er Ring mit Eins. Dann ist K [t] := f a 2
K N0 jjj 9i 2 N 8j 2 N : j � i ) aj = 0g.

Definition 4.6. Addition und Multiplik ation auf K [t].

Definition 4.7. Sei f 2 K [t]. degf := : : :, deg0 := � 1.

Mit t = (0; 1; 0; : : :) gilt a = (a0; a1; : : :) =
P dega

i=0 ai t i .

Definition 4.8. SeiK K•orper, und seienf ; g 2 K [t].

(1) f teilt g, wenn esq 2 K [t] gibt, sodassg = q � f .
(2) f ist invertierbar, wenn degf = 0.
(3) f ist irr eduzibel •uber K (ein irreduziblesPolynom in K [t]), wenndegf �

1 und f•ur alle a;b2 K [t] mit a � b= f entwedera oder b Grad 0 hat.
(4) f ist normiert, wenn esf•uhrendenKoe�zien ten 1 hat.

Satz 4.1. SeiK K•orper, und seienf ; g 2 K [t]. Wenn f 6= 0, sogibt esq; r 2 K [t]
mit g = q � f + r und degr < degf .

Definition 4.9. Sei (R; + ; �) ein Ring, und sei I � R. I ist ein Ideal von R,
wenn f•ur alle i; j 2 I und r 2 R gilt: i � j 2 I , r � i 2 I , i � r 2 I .

Kongruenzrelationenund Ideale einesRingessind einanderdurch � 7! 0=� bi-
jektiv zugeordnet.

Satz 4.2 (K [t] ist Hauptidealbereich). Sei K ein K•orper, und sei I ein Ideal von
K [t]. Dann gibt es f 2 K [t] mit I = f p � f jjj p 2 K [t]g = (f ).

Wenn I 6= 0, dann gilt f•ur jedes f mit degf = minf degi jjj i 2 I n f 0gg, dass
I = (f ).

Satz 4.3 (ggT in K [t]). Sei K ein K•orper, und seienf ; g 2 K [t], nicht beide 0.
Dann gibt esgenauein d 2 K [t], sodass

(1) djf , djg.
(2) F•ur alle u mit ujf und ujg gilt ujd.
(3) d ist normiert.

Diesesd hei�t der ggT von f und g. Es gibt u; v 2 K [t], sodassu � f + v � g = d.

Beweisskizze:Wir w•ahlen f•ur d einennormierten ErzeugerdesIdealsI = f u � f +
v � g jjj u; v 2 K [t]g.

Satz 4.4. Sei K K•orper, f 2 K [t] irr eduzibel •uber K . Dann ist K [t]=(f ) ein
K•orper.
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3. Zerf •allungsk •orp er

Satz 4.5. Sei K ein K•orper, und sei f ein normiertes Polynom in K [t] vom
Grad n. Dann gibt es einen Erweiterungsk•orper E von K , sodassjeder in E[t]
irr eduzibleTeiler von f Grad 1 hat.

Beweis:Wir beweisenfolgendeAussagedurch Induktion nach n:

F•ur jedenK•orper K und jedesnormierte Polynom f 2 K [t] vom
Grad n gibt eseinenErweiterungsk•orper E von K , sodassjeder
in E[t] irreduzible Teiler von f Grad 1 hat.

F•ur n = 1 ist die Aussageklar. Wir �xieren nun einenK•orper K und ein Polynom
f 2 K [t] mit degf = n > 1. Wir zerlegenf in ein Produkt von normierten, •uber
K irreduziblen Polynomen in K [t]. Sei g einer der irreduziblen Faktoren. Wir
bilden den K•orper L := K [t]=(g). Wir zeigennun, dasst + (g) eineNullstelle von
f ist1. Dazuberechnenwir f (t+ (g)) =

P degf
i =0 f i � (t + (g)) i . Wir wissen,wie man in

Quotienten, alsoin K [t]=(g) rechnet, und erhalten
P degf

i =0 f i �(t+ (g)) i = (
P degf

i =0 f i �
t i ) + (g). Wir wissen,das jedesPolynom f = (f 0; f 1; f 2; : : : ; f degf ; 0; 0; : : :) die
Eigenschaft f =

P degf
i =0 f i � t i erf•ullt, da ja t0 = (1; 0; 0; : : :), t1 = (0; 1; 0; 0; : : :),

t2 = (0; 0; 1; 0; 0; : : :); : : :. Also gilt (
P degf

i =0 f i � t i ) + (g) = f + (g). Da gjf , gilt
f + (g) = 0+ (g). Also ist t + (g) eineNullstelle von f in L. Da f eineNullstelle
l in L hat, gibt esh 2 L[t], sodassf = (t � l ) � h. Da h kleinerenGrad als f hat,
gibt esnach nach InduktionsvorraussetzungeinenErweiterungsk•orper M von L,
sodassjeder in M [t] irreduzible Teiler desPolynoms h Grad 1 hat. In M [t] hat
jeder irreduzible Teiler von f alsoGrad 1. �

Definition 4.10. Sei F ein K•orper, und sei f 2 F [t], n := degf � 1, und sei
E ein K•orper. E hei�t Zerf•allungsk•orper von f •uber F, wenn er ein Erweite-
rungsk•orper von F ist, und esa;e1; : : : ; en 2 E gibt, sodass

f = a
nY

i =1

(t � ei );

und E der von F und f e1; e2; : : : ; eng erzeugteUnterk•orper von E ist.

Satz 4.6. F•ur jedes nichtkonstante Polynom f •uber einem K•orper K gibt es
einen Zerf•allungsk•orper von f •uber K .

1L ist zun•achst kein Erweiterungsk•orper von K , da K keineTeilmengevon L ist. Man kann
aber leicht einen K•orper L 0 angeben, der zu L isomorph ist, und K als Unterk•orper enth•alt,
indem man in L jedeskonstante Polynom (k0; 0; 0; : : : ) durch k0 ersetzt.
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4. Irreduzible Polynome •ub er Q

Definition 4.11. Seia =
P n

i=1 ai t i 2 Z[t], a 6= 0. Wir de�nieren den Inhalt von
a durch cont (a) := ggT(a0; a1; : : : ; an ):

Lemma 4.12. Seienf ; g 2 Z[t] n f 0g. Dann gilt cont( f � g) = cont (f ) � cont (g):

Satz 4.7. Sei f 2 Z[t] n f 0g, seien g; h 2 Q[t] so, dass f = g � h, und seien
� ; � 2 Z so, dass� g 2 Z[t] und � h 2 Z[t]. Wir setzen:


 := 1
� � � cont( � g) � cont( � h);

g0 := 1
cont (� g) � g;

h0 := 1
cont (� h) � h:

Dann gilt f = 
 (g0 � h0) und 
 2 Z, g0 2 Z[t], h0 2 Z[t].

Satz 4.8 (EisensteinKriterium) . Seienn 2 N, p Primzahl, a =
P n

i=0 ai t i 2 Z[t]
so, dass

(1) pja0; : : : ; pjan� 1,
(2) p 6j an ,
(3) p2 6j a0.

Dann ist a ein in Q[t] irr eduziblesPolynom.

Satz 4.9. Sei a 2 Z[t], n := dega, und sei r eine rationale Nullstelle von a =
a0t0 + � � � + an tn . Dann gibt esp;q 2 Z, sodassr = p

q und pja0, qjan .



KAPITEL 5

Endlic he K •orp er

1. Primk •orp er

Der Durchschnitt aller Unterk•orper einesK•orpers E ist wieder ein K•orper, er
hei�t Primk•orper von E.

Satz 5.1. Sei E ein endlicher K•orper. Dann gibt eseine Primzahl p, sodassder
Primk•orper von E isomorph zu Zp ist.

Beweis: O�ensichtlich sind alle a � 1 mit a 2 Z in jedem Unterk•orper von E
enthalten. Da E endlich ist, gibt es a;b 2 N mit a > b und a � 1 = b � 1, also
(a � b) � 1 = 0. Wir zeigennun, dass

minf n 2 N jjj n � 1 = 0g

eine Primzahl ist. Sei p diesesMinimum. Wenn esc;d < p gibt, sodasscd = p,
dann gilt (c� 1)� (d� 1) = 0, alsoentwederc� 1 = 0 oder d� 1 = 0. Daswiderspricht
der Minimalit •at von p. Die Abbildung

� : Z � ! E
z 7�! z � 1

ist ein Ring mit Eins-Homomorphismus. Siehat den Primk•orper von E als Bild,
ihr Kern ist pZ. Der Primk•orper von E ist also isomorphzu Z=pZ = Zp. �

Sei E ein K•orper. Das kleinste p 2 N sodassp � 1 = 0 hei�t Charakteristik von
E. Wenn eskein solchesp 2 N gibt, dann de�nieren wir die Charakteristik von
E als 0.
•Ubungsa uf gaben 5.2.

(1) Bestimmen Sie den Primk •orper desK•orpers der komplexenZahlen.
(2) ZeigenSie, dassder Primk •orper einesbeliebigenK•orpers entweder isomorph

zu Zp f•ur irgendeinePrimzahl p, oder isomorph zu Q ist.

Satz 5.3. Die Anzahl der Elementeeinesendlichen K•orpers ist eine Primzahl-
potenz.

Wir beweisenfolgendest•arkere Aussage:

Satz 5.4. Sei K ein Unterk•orper des endlichen K•orpers E. Dann gibt es ein
n 2 N, sodassjE j = jK jn .

66
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Beweis: Durch die skalare Multiplik ation � : K � E ! E, k � e := k � e wird
(E; + ; � ; 0; � ) zu einem Vektorraum •uber K . Wegender Endlichkeit von E hat
E eine endliche Basis B = (b1; : : : ; bn ). Die Abbildung, die jedem e 2 E sein
Koordinatentupel (e)B zuordnet, ist eineBijektion von E nach K n . �

Satz 5.4 folgt nun, wenn man als K den Primk•orper von E w•ahlt.

Satz 5.5. Sei E ein K•orper der Charakteristik p mit q = pm Elementen.Dann
gilt f•ur alle x; y 2 E:

(1) (x + y)p = xp + yp.
(2) xq = x.

Beweis: (1): Nach dem binomischen Lehrsatz gilt

(x + y)p = xp +
p� 1X

i =1

( p
i ) � x i yp� i + yp:

Da ( p
i ) f•ur alle i 2 f 1; 2; : : : ; p � 1g Vielfache von p sind, gilt (x + y)p = xp + yp.

(2): Wir verwenden den Satz von Fermat f•ur die Gruppe (E � ; �) und erhalten,
dassalle x 6= 0 die Gleichung xq� 1 = 1 erf•ullen. �

•Ubungsa uf gaben 5.6.

(1) Sei K ein K•orper der Charakteristik p, sei m 2 N, und seienx; y 2 K . Zeigen
Sie: (x + y)pm

= xpm
+ ypm

.
(2) Sei K ein K•orper, und sei f 2 K [x]. Seien � 1; � 2; : : : ; � k 2 K paarweise

verschiedeneNullstellen von f . ZeigenSie,dass
Q

(x � � i ) ein Teiler von f in
K [x] ist.

(3) ZeigenSie, dassein Polynom in K [x] vom Grad � n, das n + 1 verschiedene
Nullstellen hat, automatisch das Nullp olynom sein muss.

(4) Sei K ein K•orper der Charakteristik p und sei � 2 K .
(a) Zeigen Sie mithilfe des Satzes,dassf•ur alle z 2 Z die Kongruenz zp �

z (mod p) gilt, dassdas Polynom

f (x) := (x + � )p � xp � � p

zumindest p Nullstellen hat (probieren Sie n � � mit n 2 Z).
(b) Bestimmen Sie den Grad diesesPolynoms.
(c) Schlie�en Sie daraus, dasspj ( p

i ) f•ur alle i 2 f 1; 2; : : : ; p � 1g, und dass
f•ur alle �; � 2 K gilt: (� + � )p = � p + � p.

2. Die multiplik ativ e Grupp e eines endlic hen K •orp ers

Satz 5.7. Die multiplikative Gruppe einesendlichen K•orpers ist zyklisch.

Wir zeigendiesenSatz mithilfe desfolgendenSatzes.
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Satz 5.8. Sei A = (A; �) eine abelscheGruppe mit neutralem Element 1. Wenn
es f•ur jedes n 2 N h•ochstensn Elemente in A mit xn = 1 gibt, dann ist A
zyklisch.

Beweis: Sei h := jAj. Falls h = 1, ist A klarerweisezyklisch. Wir nehmenalso
nun h � 2 an. Wir bilden die Primfaktorzerlegungvon h und �nden alsoN 2 N,
Primzahlen p1; p2; : : : ; pN und r1; r2; : : : ; rN 2 N sodass

h =
NY

m=1

pm
r m :

Wir werdennun f•ur jedesi 2 f 1; 2; : : : ; N g ein Element ai und ein Element bi 2 A

w•ahlen: Da h
pi

< h, gibt esein Element ai 2 A, sodassai
h
pi 6= 1. Wir setzen

bi := ai

h
pi

r i :

Es gilt dann (Satz von Fermat)

(2.1) bi
pi

r i = 1:

Seinun k die Ordnung von bi , alsodaskleinste n 2 N, sodass(bi )n = 1. Da kjpi
r i

gibt esein si 2 f 0; 1; : : : ; r i g, sodassk = pi
si . Wir zeigennun

(2.2) si = r i :

Nehmenwir an si � r i � 1. Dann gilt

bi
pi

r i � 1
= 1;

also
ai

h
pi = 1:

Daswiderspricht der Wahl von ai ; dieserWiderspruch beweist (2.2). Die Ordnung
von bi ist alsopi

r i . Wir bilden nun

c =
NY

i =1

bi :

Klarerweisegilt ch = 1. Wir zeigennun, dassc wirklich Ordnung h hat. Wenn c

kleinere Ordnung h•atte, dann gibt esein j 2 f 1; : : : ; N g, sodassc
h

pj = 1. Daher
gilt

(2.3)
NY

i =1

bi

h
pj = 1:

Falls i 6= j , sogilt pi
r i j h

pj
. Wegen(2.1) sind alsoFaktoren in (2.3) mit i 6= j gleich

1. Wir erhalten also
bj

h
pj = 1:
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Da bj wegen (2.2) die Ordnung pj
r j hat, gilt pj

r j j h
pj

. Daher gilt pj
r j +1 jh, was

im Widerspruch zur Primfaktorzerlegung von h steht. Das Element c hat also
wirklich Ordnung h, und ist somit ein erzeugendesElement f•ur die GruppeA . �

Aus demSatz5.8 folgt nun direkt der Satz5.7, da in jedemK•orper und f•ur jedes
n dasPolynom xn � 1 h•ochstensn Nullstellen hat.

•Ubungsa uf gaben 5.9.

(1) Sei (A; �) eine Gruppe, und sei a 2 A und n 2 N so, dassan = 1. ZeigenSie,
dassn ein Vielfachesder Ordnung von a ist.

3. K •orp er aus irreduziblen Polynomen

Satz 5.10. Sei K ein K•orper, und sei f 2 K [x] irr eduzibel •uber K . Dann ist
K [x]=(f ) ein K•orper.

Als Quotient eineskommutativ en Ringesmit 1 ist K [x]=(f ) wiederein kommuta-
tiver Ring mit 1. Es reicht alsozu zeigen,dassjedesh 2 K [x]=(f ) mit h 6= 0+ (f )
invertierbar ist. Sei h0 2 K [x] so, dassh = h0+ (f ). Da f irreduzibel ist, und h0

kein Vielfaches von f ist, gilt ggT(h0; f ) = 1. Es gibt also u; v 2 K [x], sodass
u � h0+ v � f = 1. Es gilt also(u+ (f )) � (h0+ (f )) = u � h0+ (f ) = (1 � v � f ) + (f ) =
1 + (f ). �

WennK ein endlicher K•orper mit q Elementen ist, und f ein •uber K irreduzibles
Polynom vom Grad n, dann ist K [x]=(f ) alsoein K•orper mit qn Elementen. Wir
brauchen alsozun•achst irreduzible Polynome.

Satz 5.11. SeiK ein endlicher K•orper mit q Elementen,und sei f ein irr eduzibles
Polynom vom Grad n. Dann gilt f jxqn

� x.

Wir betrachten denK•orper K [x]=(f ). DieserK•orper hat qn Elemente. Es gilt also
wegenSatz 5.5 (2) (x + (f ))qn

= x + (f ). Das bedeutet

f jxqn
� x: �

Satz 5.12. Sei K ein K•orper mit q Elementen.Dann gilt
Y

� 2 K

(x � � ) = xq � x:

Beweis: Beide Polynome haben q Nullstellen: f•ur das linke Polynom ist das of-
fensichtlich; f•ur das rechte eine Konsequenzaus dem Satz von Fermat bzw. aus
Satz5.5.Die Di�erenz dieserbeidenPolynomehat alsomindestensq Nullstellen,
und einenGrad � q � 1. Die Di�erenz ist alsodasNullpolynom. �

Lemma 5.13. Sei K ein endlicher K•orper mit q Elementen,sei m 2 N, und sei
f ein •uber K irr eduziblesPolynom vom Grad m. Sei E ein Erweiterungsk•orper
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von K mit qm Elementen.Dann zerf•allt f in E[x] in ein Produkt lauter linearer
Polynome.

Beweis: Da degf = m, gilt nach Satz 5.11, dassf das Polynom xqm
� x teilt.

Nach Satz 5.12gilt Y

a2 E

(x � a) = xqm
� x:

DasPolynom f ist auch ein Polynom in E[x]. Jeder •uber E irreduzible Teiler von
f in E[x] teilt also einesder Polynomein f x � b jjj b 2 Eg. Das bedeutet, dassf
in E[x] vollst•andig in Linearfaktoren zerf•allt. �

Wir bezeichnenein Polynom f alsnormiert, wennseinf•uhrenderKoe�zien t (also
der Koe�zien t von xdeg(f ) ) gleich 1 ist.

Satz 5.14. Sei p einePrimzahl, sei m 2 N, und sei q = pm . Sei f ein normiertes,
•uber Zp irr eduziblesPolynom in Zp[x] vom Grad m. Dann ist jeder K•orper mit q
Elementenzu Zp[x]=(f ) isomorph.

Beweis: Sei E ein K•orper mit q Elementen. Aus dem Lemma 5.13 wissenwir,
dassf eine Nullstelle in E hat. Sei b 2 E so, dassf (b) = 0. Wir bilden nun die
Abbildung

� : Zp[x] � ! E
g 7�! g(b):

Die Abbildung � ist ein Ring mit Eins-Homomorphismus. Ihr Kern ist f g 2
Zp[x] jjj g(b) = 0g. Sei h der normierte Erzeugerdes Ideals ker �. Da f 2 ker�,
gilt hjf . Da f irreduzibel •uber Zp ist, ist h entweder von Grad 0 oder gleich f .
Im Fall, dassh vom Grad 0 ist, gilt wegenh(b) = 0, dassh dasNullpolynom ist,
was hjf widerspricht. Also ist h = f . Es gilt also nach dem Homomorphiesatz,
dassZp[x]=(f ) isomorphzu E ist. �

4. Existenz irreduzibler Polynome

Wir geben im folgendeneinen Beweis daf•ur, dasses f•ur jedesn und f•ur jeden
endlichen K•orper K ein irreduziblesPolynom vom Grad n •uber K gibt.

Satz 5.15. Sei K ein K•orper, und sei f ein normiertes Polynom in K [x] vom
Grad n. Dann gibt es einen Erweiterungsk•orper E von K , sodassjeder in E[x]
irr eduzibleTeiler von f Grad 1 hat.

Wir beweisenfolgendeAussagedurch Induktion nach n:

F•ur jeden K•orper K und jedesPolynom f 2 K [x] vom Grad n
gibt eseinenErweiterungsk•orper E von K , sodassjeder in E[x]
irreduzible Teiler von f Grad 1 hat.
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F•ur n = 1 ist die Aussageklar. Wir �xieren nun einen K•orper K und ein Po-
lynom f 2 K [x] mit degf = n > 1. Wir zerlegenf in ein Produkt von nor-
mierten, •uber K irreduziblen Polynomen in K [x]. Sei g einer der irreduziblen
Faktoren. Wir bilden den K•orper L := K [x]=(g). Wir zeigennun, dassx + (g)
eine Nullstelle von f ist. Dazu berechnen wir f (x + (g)) =

P degf
i =0 f i � (x + (g)) i .

Wir wissen, wie man in Quotienten, also in K [x]=(g) rechnet, und erhaltenP degf
i =0 f i � (x + (g)) i = (

P degf
i =0 f i � x i ) + (g). Wir wissen, das jedes Polynom

f = (f 0; f 1; f 2; : : : ; f degf ; 0; 0; : : :) die Eigenschaft f =
P degf

i =0 f i � x i erf•ullt, da
ja x0 = (1; 0; 0; : : :), x1 = (0; 1; 0; 0; : : :), x2 = (0; 0; 1; 0; 0; : : :); : : :. Also gilt
(
P degf

i =0 f i � x i ) + (g) = f + (g). Da gjf , gilt f + (g) = 0+ (g). Also ist x + (g) eine
Nullstelle von f un L. Da f eine Nullstelle l in L hat, gibt esh 2 L[x], sodass
f = (x � l) � h. Da h kleinerenGrad als f hat, gibt esnach nach Induktionsvorr-
aussetzungeinenErweiterungsk•orper M von L, sodassjeder in M [x] irreduzible
Teiler desPolynomsh Grad 1 hat. In M [x] hat jeder irreduzible Teiler von f also
Grad 1. �

Satz 5.16. Sei K ein endlicher K•orper, und sei n 2 N. Dann gibt esein •uber K
irr eduziblesPolynom vom Grad n in K [x].

Beweis:Sei q := K . Es gibt einenErweiterungsk•orper E von K , in dem xqn
� x

in lauter Linearfaktoren zerf•allt. Wir bilden

L := f e 2 E jjj eqn
� e = 0g:

Mit Satz 5.5 (1) erhalten wir, dass L ein Unterk•orper von E ist; mit mit
Satz 5.5 (2), dassL ein Erweiterungsk•orper von K ist. Da xqn

� x •uber E in
lauter Linearfaktoren zerf•allt, gibt ese1; e2; : : : ; eqn 2 E, sodass

xqn
� x =

qnY

r =1

(x � er ):

Mithilfe der Ableitung zeigt man, dassxqn
� x quadratfrei ist, und dassdaheralle

ei verschieden sind. Alle ei liegen in L. Der K•orper L hat daher mindestensqn

Elemente. Da xqn
� x in E h•ochstensqn Nullstellen haben kann, hat L h•ochstens

qn Elemente.

Seinun � ein erzeugendesElement der multiplik ativen Gruppe (L � ; �) von L, und
sei f 2 K [x] ein normiertes,erzeugendesElement desIdeals

I = f g 2 K [x] jjj g(� ) = 0g:

Wegenxqn
� x 2 I gilt I 6= f 0g. Wir zeigennun:

(4.1) f ist ein irreduziblesElement von K [x]:

Wir nehmenan, es gibt normierte f 1; f 2 2 K [x] sodassf = f 1 � f 2. Dann gilt
f 1(� ) � f 2(� ) = 0. Wenn nun f 1(� ) = 0, so gilt f jf 1, und somit f 2 = 1. Das
beweist (4.1).
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Die Abbildung
� : K [x] � ! L

g 7�! g(� )

ist surjektiv (�( xk ) = � k f•ur alle k); ihr Kern ist I . Wir wissen,das L genau
qn Elemente hat. K [x]=I hat daher ebenfalls genauqn Elemente, und somit gilt
degf = n. Das Polynom f ist also irreduzibel vom Grad n. �
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