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Vorw ort

Bernd Langensteiner hat es mbernommen, eine Mitschrift meiner Vorlesung
Einfuhrung in die Algeba (Sommersemeste000) zu einer Rohversion desvor-
liegendenSkriptums auszuarteiten. Fur die Mithilfe bedanle ich mich aud bei
Waltraud Eidljerg, Barbara Fattinger und Peter Mayr.

Damit diesesSkriptum einesTagesdruckreif wird, bitte ich alle Leser, mir Feh-
ler mitzuteilen (am besten per e-mail). Zur Vorlesung medite ich die Beicher
[Robinson, 2003] und [Lidl and Pilz, 1998] empfehlen.

Linz, im Mai 2005 E.A.
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KAPITEL 1

Rechnen in den ganzen Zahlen

Die Summe,dasProdukt und die Di erenz zweier ganzerZahlensind wiedereine
ganzeZahl. Man kann aber innerhalb von Z nicht uneingeshrankt dividieren; so
ist etwa 5 nicht durch 7 teilbar. In diesemKapitel untersuchenwir die Teilbarkeit.
Die Disziplin, die sich tiefgehend mit Teilbarkeit und Primzahlen besdaftigt,
heit Zahlenth@rie [Remmert and Ullric h, 1987].

Wir kerrzen die Mengeder ganzenZahlen mit Z und die Mengef 1;2; 3;:::g der
naterlichen Zahlenmit N ab.

1. Primfaktorzerlegung

Definition 1.1 (Primzahl). Eine Zahlp 2 N ist genaudann einePrimzahl, wenn
folgendebeiden Bedingungengelten:

(1) Esgilt p> 1.
(2) Fur allea;b2 Nmit p=a bgilt a= 1oderb= 1.
Definition 1.2 (Teilbarkeit). Fur x;y 2 Z gilt
X teilt y
genaudann, wennesein z 2 Z gibt, sadassy = z X ist.

Wir sdreiben dann audh xjy; die Zahly heit ein Vielfachesvon x;

Definition 1.3 (Ideal). Eine Teilmengel von Z ist ein Ildeal von Z, falls siealle
folgendenEigenstaften erfullt:

(1) Fer allei;j 21 liegtauchi jin .
(2) Furallez2 Zundallei 2 1 liegtauchz iinl.
(3) I ist nicht die leereMenge.

Beispiele:

(1) Die Mengefz 2j z2 Zgist ein Ideal von Z.
(2) Die Mengefz 5j z2 Zgist ein Ideal von Z.
(3) Die MengefOg ist ein Ideal von Z.

(4) N ist kein Ideal von Z.
4
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Satz 1.4 Seil ein ldeal von Z. Dann gibtesein a2 |, sadass

(1.1)

| =fz ajz2Zg:

Beweis: Seil ein Ideal von Z. Wir wollen eina 2 | nden, sadass(1.1) erfullt

ist.

(1.2)

1. Fall: I enthalt kein Element ungleichQO: Dann gilt | = f0g, und wir
wahlena = 0.

2. Fall: | enthalt ein Element ungleich0: Dann gibt esaud einb 2 |
mit b> 0. Wir de nieren a durch

a:=minfb2 1 jb> 0g:
Nun zeigenwir, dassa das gewinstte Elemert ist, d.h., wir zeigen:
| =fz ajz2Zg:

\ " Seix ein Elemernt aus der Menge auf rechten Seite von (1.2).
Dann gibt eseinz 2 Z, sodassx = z a. Nun liegt ain |, dawir ja a
alsein Elemert von | ausgevahlt haben. Wegender Idealeigenskaft (2)
ausDe nition 1.3liegt auch z ain |. Somit liegt x = z a aud in der
linken Seitevon (1.2).

\ " Wir xieren c 2 | und zeigen,dassc ein Vielfachesvon a ist.
Durch Division erhaltenwir q2 Z,r 2 f0;1;:::;a 1g, sodass

c=q a+r:

Daheristr = ¢ g a. Nun liegt cin | ; ebensoliegt a2 | . Daher liegen
audh g aundc g ainl. Somit folgt, dassauch r 2 | liegt. Wegen
r < a folgt aus der Minimalit at von a, dassr = 0 ist. Daher ist c ein
Vielfachesvon a.

Wir screibenfur fa zj z2 Zgaud a Z oder (a) und bezeitinenesals dasvon
a erzeugteldeal. Fur einldeal | heit jedesb2 Z mit | = b Z auc erzeugendes
Elementvon .

Satz 1.5 (Fundamerallemma). Seip eine Primzahl, und seiena;b2 Z. Falls p
ein Produkt a bteilt, soteilt p einen der beiden Faktoren a oder h.

Beweis: Wir de nieren | durch

| :=fx2Zjpteilt a xg:

Wir zeigenzunadhst, dassl ein Ideal ist. Die Idealeigenskaften (1) und (2) aus
De nition (1.3)folgendaraus,dassfer allex;;x, 2 I undu;v 2 Z auch u X3+ V X,
in | liegt. Das gilt, weil p, falls esa x; und a X, teilt, aucdha (U X3+ Vv Xp)
teilt. WegenO 2 | ist | nicht die leereMenge.

Dasldeal | besitzt ein erzeugende&lemert c. Da wegenp 2 | dasldeal | nicht
gleich fOg ist, kennenwir ¢ > 0 wahlen. Wir erhalten alsol = (c).
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Nun liegt p aberin |. Daher gibt eseinz 2 Z, sodassp=z c. Dapundcin N
liegen,ist diesesz positiv. Da p prim ist, ist z = 1 oder c= 1.

1. Fall: z = 1: Dann gilt p = c. Da laut Voraussetzungp die Zahla b
teilt, gilt b2 1. Dasheit b2 (c). Also ist b Vielfachesvon c = p; p teilt
alsoh.

2. Fall: c= 1: Dannliegt 1in |. Aus der De nition von | erhalten wir

pja L
Somit teilt p die Zahl a.
Satz 1.6. Jede naturliche Zahl besitzt eine Zerlegungin Primfaktoren

a=p; i Ppn:
BeweisskizzeWir zerlegena, bis esnicht mehr geft.

Satz 1.7. Die Primfaktorenzerlgungeiner naterlichen Zahla 2 ist bis auf die
Reihenfolgeder Primfaktoren eindeutig. Wenn also

a=p. i ph=CG I Oy
und alle p;, g Primzahlen sind, dann gilt m = n, und es gibt eine bijektive
Abbildung :f1;:::;ng! f1;:::;mg; sadassp; = q (.
Beweis: Wir zeigendasmit Induktion nach a. Fur a= 2 ist der Satz klar.
Nun seia > 2, au erdem sei

a= PriiipPn= QuiliCn:
Da p; die Zahl a teilt, erhalten wir aus dem Fundamerallemma, Satz 1.5, dass
eseinj 2 f1;2;:::mg gibt, sodassp; j .2 Da g prim ist, gilt p; = ¢. Wenn
n= 1list, alsoa= p;, danngilt up:::Gyn = ¢, alsom = 1undj = 1. Somit
sind die beiden Zerlegungenvon a gleich. Wennn 6 1, dann gilt
=P 1 Pa= il g o1 Ger ii0 O

lwarum eigertlich? { Die einzigeZerlegungvon 2 ist 2 = 2, dennwerde in einer Zerlegung
von 2 eine Primzahl 3 vorkommen, ware auch das Produkt 3 und kennte also nicht 2
ergelen. Aus dem gleichen Grund kann auch 2 nur einmal in einer Zerlegungvon 2 vorkommen.
Soeinfach { und sinnlos{ diesetberlegungenauch scheinen,sosceint esdoch, alsowerden
wir implizit unbewieseneBehauptungen, verwenden, etwa die Behauptung, dassdas Produkt
von naterlichen Zahlen immer gre er gleich jedem der Faktoren ist. Um solche Behauptungen
zu beweisen,weirden wir brauchen:
(1) Eine De nition der Menge N.
(2) Eine De nition der Operationen+ und .
(3) Eine De nition der Relation <.

2Das Fundamertallemma gibt allerdings nur daruber Auskunft, was passiert, wenn p; ein
Produkt zweier Faktoren teilt. Wie bewsltigen Sie die formale Spielerei, zu zeigen, dass wir
auch fur m 8 2 erhalten, dassp; irgendein g teilt?
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wobei diese beiden Zerlegungenvon a° nach Induktionsvoraussetzung\gleich”

sind.

Ubungsa uf gaben 1.8

(1)

)

®3)

(4)

[Remmert and Ullric h, 1987, p. 28] Seip, die n-te Primzahl, d. h. p; = 2,
p2 = 3, usw. ZeigenSie
pn 2(2n l):

Hinweis: Euklids Beweis, dass es unendlich viele Primzahlen gibt
([Euklid, 1991, Buch IX, Satz 20], 270 v.Chr.) beruht auf folgender

Teilervonqu @ 0 + 1 einePrimzahl, die von allen g versdiedenist.
Sei pn die n-te Primzahl, d. h. p1 = 2, p» = 3, usw. Zeigen Sie, auch, ohne
die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung zu verwenden, dassfolgendesgilt:

Wenn

a = 8pi i

b = Pt
wobei i; i 2 Ng, und fast alle i; i = 0 sind, dann gilt ajb genau dann,
wenn fur allei i ist. (Zeigen Sie, dassdiese Aussagefur alle Primfak-

torzerlegungenvon a und b gilt. Folgt daraus die Eindeutigkeit der Primfak-
torzerlegung?)
Weldhe Zahlen g2 N erfullen folgende Eigensdaft?
Fer alle a;b2 Z mit gja bgilt gja oder esgibt ein n 2 N, sodass
ghb".
ZeigenSie, dassder Durchscnitt beliebig vieler Ideale von Z wieder ein Ideal
von Z ist.

2. Greoter gemeinsamer Teiler und kleinstes gemeinsames Vielfac hes

2.1.

Der grete gemeinsame Teiler. ZweiganzeZahlenhabenstetseinen

gemeinsamenreiler, namlich 1. In diesemAbsdnitt werden wir eine Methode
vorstellen, den gre ten unter allen gemeinsamerTeilern zu nden: den Euklidi-
schenggT-Algorithmus.

Definition 1.9 (Gre ter gemeinsamefTeiler). Fur zwei Zahlena;b 2 Z (nicht
beide0) ist ggT (a;b) diegrete Zahlz2 Nmit zjaund zj b:

Erstaunlicherweiselasstsich der ggT zweier Zahlenimmer als Linearkombination
dieserZahlen sdreiben.

Satz 1.1Q Seiena;b2 Z (nicht beide 0). Dann gilt:

(1) Esgibtu;v 2 Z, sadass

ggT (a;b)=u a+v b:
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(2) Der ggT ist nicht nur der gre te der gemeinsamenTeiler, er ist auch
Vielfachesjedesgemeinsamerieilers.

Die zweite Bedingungbedeutet,dassfur allet 2 Z mit t j aund t j bautomatist
auch t j ggT (a;b) erfullt ist.

Beweisvon Satz1.10: Seil de niert durch
| = fua+ vbj u;v2 Zg:

| ist einldeal von Z. Seic ein positiveserzeugende&lemert von | . Wegena 2 |
gilt, dassa Vielfachesvon c ist. Ebensogilt cj b.

Wir zeigennun, dassc nicht nur ein gemeinsameiTeiler von a und bist, sondern
dassc aud ein Vielfaches jedesweiteren gemeinsamerreilersist. Seialsot 2
N eine Zahl, die a und b teilt. Es gilt: a 2 (t) und b 2 (t). Falls a und b in
(t) liegen, muss aber jedesElemert aus | in (t) liegen. Das gilt, weil (t) die
Idealeigenskaften (1) und (2) von De nition 1.3 erfullt. Es gilt also

I (1)
Insbesonderdiegt dann cin (t). Dahergilt t j c.

Die Zahl c wird alsovon jedemweiterengemeinsamemeiler von a und b geteilt,
und ist somit der gre te gemeinsameTeiler.

Satz 1.11 Seiena;b;c2 Z, sadass
ggT(a;b = L
Fallsaj b c, danngilt auchaj c:

Beweis:Es gibt u;v 2 Z, sadass
l1=u a+v b

Weil a j uac, und da wegenajbcaudc aj vbcgilt, gilt auc
aj (ua+ vbc;

alsoauch ajc

Ubungsa uf gaben 1.12

(1) Seiena;b;x 2 Nund u;v 2 Z so, dass
X = ua+ vb:

Zeigen Sie: Wenn x sowvohl a als auch b teilt, sogilt x = ggT(a;h).

(2) Seiena;b 2 N, y 2 Z so, dassajy, by, ggT(a;b) = 1. Zeigen Sie (ohne
Primfaktorzerlegung): a bjy.

(3) Seiena;b 2 Z (nicht beide 0), und seik 2 N. Zeigen Sie: ggT (ka;kb) =
kggT (a;b). Gelingt es lhnen, ggT (ka; kb)jggT (a;b) auch ohne Verwendung
der Primfaktorenzerlegung zu zeigen?
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(4) Seiena;c 2 Z, b;d 2 N. Zeigen Sie: Wenn die Bruche £ und 5 gekerzt, und
die Nenner b und d teilerfremd sind, soist auch der Bruch adb;dbc gekeirzt.
(5) Sein 2 N, und seienas;ay;:::;ay in N. Wir de nieren Gy, G, und Gz durch:
(@) Gi(ay) = ag, Gi(ag;ap;:::;an) = 90T (Gi(ag;az;:::;an 1);an).
(b) Ga(ag;ag;:::;an):= maxfz2 Nj zja fur allei 2 f1; 2;:::p'ngg.
() Gz:=minfz2 Nj esgibt 1; 2;:::; n2Z; sodassz= L, &g
ZeigenSie, dassG1, G, und G3 gleich sind.
(6) Seip, die n-te Primzahl, d. h. p; = 2, p» = 3, usw. Zeigen Sie, audh, ohne
die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung zu verwenden, dassfolgendesgilt:
Wenn Q

wobei i; i 2 Ng, und fast alle ;; ; = 0 sind, dann gilt

Y
ggT ()= p™ 0o

2.2. Der Euklidisc he ggT-Algorithm us. Esist einfadh, ausden Primfak-
torzerlegungervon a und bdenggT von a und b zu bestimmen.Es kann aber sehr
rechenaufwendig sein, die Primfaktorzerlegungeiner Zahl zu bestimmen.Sdnel-
ler kann man den ggT mit dem Euklidischen Algorithmus beretinen, der ohne
die Primfaktorzerlegungenauskommnt.

Satz 1.13 Seiena;b2 Z; nicht beide 0 und seiz 2 Z: Dann gilt:
ggT (a;b) = ggT (a+ z b;b):

Sogilt zum BeispielggT (25;15) = ggT (40; 15).

Beweis: Wir zeigen,dassnicht nur der ggT, sondernsogardie Mengender ge-
meinsamenTeiler der beiden Zahlenpaaregleich sind. Wir zeigenalso

ftjtjaundtjbg=ftjtja+ zbundtjhbg:
\ " Fallst sovohl a alsaudh bteilt, dannauch a+ zbund b.\ ": Fallst sonohl
a+ zb, alsaud bteilt, dannauch a+ zb zbund b, alsoaud a und h.
Das nutzen wir jetzt meglichst gesbickt aus,um ggT (147, 33) zu beretinen:
ggT (147,33)= ggT (147 4 33,33)
= ggT (15;33)
= ggT (15,33 2 15)
= ggT (15,3)
99T (0; 3)
=3

Guinstig ist esalso, z so zu wahlen, dassa + zb der Rest von a bei der Division
durch b wird.
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Mit Hilfe deserweiterten Euklidischen Algorithmus ndet man nicht nur denggT
von a und b; sondernaud u; v 2 Z; sodassagilt:

ggT (a;b=u a+v b:
Beispiel: Beredinen wir nochmals ggT (147, 33), und sdireiben dies so:

147 33
147 1 0 (147=1 147+ 0 33)
33 0 1 (33=0 147+ 1 33)
15| 1 -4 (15=1 146 4 33)
3| 2 9 (3= 2 147+ 9 33)
0

Ubungsa uf gaben 1.14

(1) Bestimmen Sie fur a und b jeweils ggT(a; b), und zwei ganzeZahlenu;v 2 Z,
sodass
ggT(a;b=u a+v b
(a) a= 254,b= 120.
(b) a= 71,b= 79.
(c) a= 610,b= 987.

2.3. Das kleinste gemeinsame Vielfac he. Sind a;b 2 Z, sonenrt man
jede Zahl c 2 Z, die von a und b geteilt wird, ein gemeinsame¥ielfachesvon a
und b. Unter allen gemeinsamerVielfachen zeidinen wir daskleinste aus.

Definition  1.15 Esseiena;b2 Z nf0g. Dann ist kgV (a;b) de niert durch
kgV (a;b) = minfv2 Njajvundbjvg:

Die Menge aller positiven gemeinsamerVielfachen ist ja fur a;b 2 Z nf0g be-

stimmt nicht leer, da sieja b erthalt.

Satz 1.16 Seiena;b2 Znf0g, und seis2 Z so,dassaj s und bj s. Dann qgilt:

kgV (a;b) j s:
JedesgemeinsameVielfache st also ein VielfachesdeskgV .
Beweis: Wir betrachten (a) = fa zjz2 Zgund (b) = fb zjz2 Zg. Der

Durchsdnitt zweier Ideale ist wieder ein Ideal, und da (a) und (b) Ideale sind,
ist (a)\ (b) auch ein Ideal. Es gibt alsoc 2 Z, sadass

=@\ (b:
Wegenc 2 (a) ist c ein Vielfachesvon a, und ebensoein Vielfachesvon b. Seinun

s ein weiteresgemeinsame¥ielfachesvon aund b. Da s in (a)\ (b) liegt, liegt s
aud in (c), und ist somit Vielfachesvon c. Also ist ¢ das kleinste gemeinsame
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Vielfache und teilt jedesgemeinsamé/ielfache von a und b.

Zwischen ggT und kgV kann man folgendenZusammenhandherstellen:
Satz 1.17. Seiena;b2 N. Dann gilt
ggT (a;b) kgV (a;b) = a b:

Beweis: Wir verwendendie Primfaktorzerlegungvon a = Q p', und b= Q B
Aus dem Fundamenallemma (Satz 1.5) kann man herleiten, dassdann gelten
Muss: Q min( i
ggT (a;b) L
kgV (a;b) pre

Darausfolgt:
min( i; i)+max( i; i)
i

Y
_ o )

a b:

gaT (a;b) kgV (a;b)

Ubungsa uf gaben 1.18

(1) Zeigen Sie ohne Verwendung der Primfaktorzerlegung, dassfer alle a;b2 N
gilt:
kgV (a;b) ggT(a;b) = a b:
Hinweis: Zeigen Siedazu alkiggT (a;b) kgV (a;b) und kgV (a;b)j
(2) Seiena;b;c2 N. ZeigenSie:
(@) ggT (99T (a;b);c) = ggT (a;9gT (b;c)).
(b) kgV (kgV (a;b);c) = kgV (a;kgV (b;c)).
(c) 99T (kgV (a;b);c) = kgV (99T (a;c); ggT (b;c)).
(d) kgV (99T (a;b);c) = ggT (kgV (a;c); kgV (b;c)).
(3) Sein 2 N, und seienaz;ay;:::;an in N. Wir de nieren K, und K, durch:
() Ki(az) := a1, K1(ag;az;:::;an) = kagV (Ka(az;a;:::5an 1);an)-
(b) Ka(ag;az;:::;an) ;= minfz2 Njajz furallei 2 f1;2;:::;ngg.
Zeigen Sie, dassK 1 und K gleich sind.
(4) Sein 2 N, und seienaz;ap;:::;an in N. Wir de nieren K, durch
Ka(az;az;:::;an) ;= minfz2 N j ajjz fur allei 2 f1;2;:::;ngg:
Zeigen Sie, dassalle ganzenZahlen, die Vielfaches einesjeden a; sind, auch
ein Vielfachesvon K »(ajz; az;:::;ay) sind.
(5) Seipn die n-te Primzahl, d. h. p; = 2, po = 3, usw. Zeigen Sie, auch ohne
die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung zu verwenden, dassfolgendesgilt:
Wenn

ab
ggT (ab)

8pii
pi ';

a
b
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wobei i; i 2 Ng, und fast alle j; ; = 0 sind, dann gilt
kgV(a;p) = pmCii:

3. Lesen von Kongruenzen

Bisher haben wir bei gegelenemn 2 Z die Elemene in Z danad untersdieden,
ob siedurch n teilbar sind oder nicht, d. h., ob sie bei Division durch n den Rest
0 oder einenvon 0 versthiedenenRest haben. Die Elemerte mit einemvon O ver-
schiedenenRestkann man dadurch weiter unterteilen, dassman alle Elemerte mit
dem gleidhen Rest in eine Klasse zusammenfasstdie man dann eine Restklasse
beaiglich n nenrt. Elemene ausderselten Restklassehei en kongruentmodulo n.

Definition 1.19 Sein 2 Z. Dann de nieren wir eine Relation , auf Z durch
a pb:; nja bfurab2z:

Fur a , b sdireiben wir auch a b (mod n) und sagen:\a ist kongruert b
modulo n."

Satz 1.2Q Seiena;c 2 Z (nicht beide = 0), und sei b 2 Z. Dann sind die
folgendenBedingungenaquivalent:

(1) Die Kongruenz
ax b (mod c)

ist leskar, d. h., esgibty 2 Z sadasscja y b
(2) 99T (&;0) teilt b

Beweis:\(1) ) (2)": Seix eineLesung,d.h. cjax b Fallscdie Zahlax b
teilt, dann gilt erst recht

ggT (a;¢) jax b:
ggT (a;c) teilt a, alsogilt ggT (a;c) j b
\(2) ) (1)": Aufgrund der Voraussetzungerexistiert ein z 2 Z; sodass

ggT (a;¢) z= b:
Aus dem erweiterten Euklidischen Algorithm us bekommenwir u;v 2 Z mit

ggT (a;c)=u a+v c:

Es gilt dann

(ua+ ve) z=b;
also

a uz+c vz=b;
und somit

a (uz) b (modc):
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Also ist x := uz Lesungvon ax b( mod c).

Satz 1.21 Seiena;c 2 Z (nicht beide= 0), und seib2 Z. Sei X eine Lesung
von

(3.1) ax b (modc):

Dann ist die Lesungsmengeon (3.1) gegelen durch:

L= Xo+ 27

C
K —— jk
ggT(a;C)l

Beweis:\ ": Wir setzenzunadst xq + km ein und erhalten
C j— C
A Xot kgrag = Aot Ay
C
e bt akgr g
- a
= Db+ Ckg@JT(aC)
C
. c - .
Daherist xq + km wirklich eine Lesung.

\ " Seix; Lesungvon ax b (mod c): Zu zeigenist: m j (X1 Xp). Da
X1 und Xo Lesungensind, gilt ax; b (mod ¢) und ax, b (mod c). Daher gilt
a(xy Xg) 0 (modc);

oder, aquivalent dazu,
cja(xy Xo):

Daher gilt auch
c a

ggT (a;0) : ggT (a;0)

(X1 Xo):
Da

Cc _ a
99T (a;¢) " ggT (a;c)

agT ;
gilt

C ) _

W ] (X1 Xo):

Bemerkung: Das Systemax b (mod c) ist alsoaquivalert zu

X Xo ;

c
d — —~

99T (a;0)
wobei xo einespezielleLesungvon ax b (mod c) ist.

Ubungsa uf gaben 1.22



14 1. RECHNEN IN DEN GANZEN ZAHLEN

(1) LesenSiedie Gleichung
207x 18 (mod 1989)
inZ!
(2) Bestimmen Siefur alle a;c2 N, b2 Z, wieviele Losungenin
f0;1;:::;c 1gdie Gleichunga x b (mod ¢) hat.

Wir betrachten nun Systemevon zwei Kongruenzen,also Systemeder Form
X a; (mod m,)
X a (mod my);

wobeim;;m, 2 Nund a;;a, 2 Z.

Beispiele: Das System

X 1 (mod 2)

x 0 (mod 4)
kann nicht lesbar sein, denn eine Lesungx 2 Z messte sovohl geradeals auch
ungeradesein. Das System

x 1 (mod 2)

X 2 (mod 5)
hingegenhat zum Beispieldie Losungx = 7. Es stellt sich daherdie Frage,wann
und wie solde Systemelesbar sind.

Satz 1.23 Seienaj;a, 2 Z, my;m;, 2 N. Das System

X a (mod my)
X a (mod my)

ist genaudann leskar, wenn gilt
ggT (my;m2) jag  au:
Beweis:\) ": Wir nehmenan, dassx Lesungist. Dann gilt: m; j (x a;) und
my j (x &) :Dahergilt auch ggT (my;my) j (X  a;) und ggT (my;my)j(x &),
und somit
ggT (my;mg) j(x @) (X &)= (u a):

\( " Esqgibt u;v2 Z; sadass

u me+v my = ggT (mg;my)
K um+kvm = a a
a+k v m = Iall k{zu m

=X

daherist x := a3 kumj; LesungdesSystems. 2
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Der Beweis liefert auch gleich ein Lesungserfahren.

Beispiel: Wir lesen:
X 2 (mod 15)
X 8 (mod 21)

Da ggT (15;21)= 3und 3j (2 8) ist das Systemlesbar. Wir beredinen jetzt
diesenggT und Kofaktoren (d.h. Koe zien ten fur eine Linearkombination von
15und 21, die denggT ergibt).

3 |-2 3
und erhaltendaraus3=3 15 2 21.
315 2 21 = 3
(6) 15+4 21 = 2 8
Pro 2t = PRy
=92 =92

Daher erhalten wir eineLesung:x = 92.

Der folgendeSatz gibt an, wie wir auseinerLesungder Kongruenzalle Losungen
erhalten.

Satz 1.24 SeiXxg eine Lesungvon

X a; (mod my)
X a (mod m,):

Dann gilt fur die Lesungmenge.
L=1"fxo+ k kgV (my;m,) j k2 Zg:
Beweis:\ " Wir setzen
Xo+ K kgV (mg;my)
in die erste Kongruenzein und erhalten
(Xo+ k kgV (mg;mz))  a; (mod my):
Das gleiche gilt fur die zweite Kongruenz.

\ " Wir xieren Xy 2 L. Um zu zeigen, dass x; 2
fxo+ k kgV (my;m,) j k2 Zg; zeigen wir, dass x; Xo ein Vielfaches
von kgV (mgq; my) ist. Wir wissenja, dass

X a (mod m;)
X a (mod mjy)
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Dahergilt (x; Xo) 0 (mod m;) und somitm;y j (X Xg). Ebensozeigt man,
dassm, j (X1 Xo) gilt.

Da daskgV jedesgemeinsameVielfache teilt, gilt kgV (my;my) j (X1 Xo).
Ubungsa uf gaben 1.25

(1) LesenSiefolgendesSystemvon Kongruenzen!

X 22 (mod 26)
X 26 (mod 37)

(2) Seienmy; m, 2 N. Wieviele Losungenin f0;1;:::;m1 my 1g hat dasSystem

X a1 (mod my)
X a (mod my)?

Die folgenden Satze zeigenuns, wie man das Lesenvon Systemenaus mehr
als zwei Kongruenzen auf das Lesen von Systemen aus zwei Kongruenzen
zureckfehren kann. Der erste Satz zeigt, dassman ein Systemvon Kongruenzen
durch eine einzigeKongruenz ersetzenkann { vorausgesetztman kenrt zumin-
desteine Loesungdes Systems.

System

X a (mod m;)

(3.2) X a (.mod my)

X & (mod m;)
eine Lesungxg hat, dannist (3.2) aquivalentzu
X  Xo (mod kgV (mq;my;:::;m;)):

eine Lesung.Andererseitshaben zwei verstiedenelLesungendie gleichen Reste
modulo jedemm;, ihre Di erenz ist daherein gemeinsame¥ielfachesder m; und
somit ein VielfachesdeskgV .

Wir sdreiben:

kgV (my; my)
ggT (Mmy1; my)

my_ My
my ™ ms:

Es gilt dann:
Pr oposition 1.27 Seiena;b;c2 N. Dann gilt:
(1) an (a_b = a,
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(2) a_(a” b= a

(3) (a* b c=an (b" 0,

(4) (a_b_c=a_(b_o),

(G) ar(b_o=(a”b_(a" o),
©®6)a_(b*"co=(a_b~"(a_o.

Der folgendeSatz sagt, wann ein Systemvon Kongruenzenlesbarist.

(1) Esgibtx 2 Z, sadass

X a; (mod my)
X a (mod m,)

X & (r.nod m):
(2) Fur allei;j 2 f1;2;:::;rgist das System
X & (mod m;)
X @ (mod m;j)
loskar.
(3) Fur allei;j 2 11;2;:::;rgqilt
ggT (mi;m;) ja  &:

Beweis:\(1) ) (2)" ist o ensichtlich. \(2) , (3)" gilt wegenSatz 1.23.

\(3) ) ()" Wir zeigendurch Induktion nach r, dassjedesSystemausr Kon-
gruenzen,fur das die Bedingung (3) erfullt ist, losbarist. Ein Systemaus zwei
Kongruenzenist wegen Satz 1.23 lesbar. Um ein Systemvon r (mit r 3)
Kongruenzenzu lesen,bestimmenwir zuerst nadh Induktionsvoraussetzungein
y sodass

y a (modmy);:::;;y a (modm,):

WegenSatz 1.26ist x a; (mod my);:::;x & (mod m,) aquivalert zu
X & (mod m;)
(33) X ymodm,_:::_m):

Jetzt meissenwir zeigen,dass(3.3) lesbarist. Dasgilt nach Satz1.23genaudann,
wenn

(3.4) mA(my i my)jy  ag
Esgilt a” (b_c) = (a”™ b _ (a™ ¢). Daherist (3.4) aquivalert zu

(mAmy)_(MiAmg)_:ii_(mA"my) jy ag
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Wir zeigendazu, dassfer i > 1 gilt:

(3.5) (mAmy)jly a):
Wir wissenaber
Yy a ma a1 (mrmy 0:
Dasbeweist, dassfur allei > 1 gilt (m; » my)j(y @a;). Nun ist jedesgemeinsame

Vielfache eine Vielfaches des kleinsten gemeinsamerVielfachen, und somit gilt
(3.4).

Beispiel: Wir lesenfolgendesSystem

X 2 (mod 15)
(3.6) X 8 (mod 21)
X 7 (mod 55)

Wir kennenbereits die Lesungenvon x 2 (mod 15), x 8 (mod 21). Das
System(3.6) ist daher aquivalent zu

X 92 (mod 105)
X 7 (mod 55):

Wir beretinenggT (55; 105) und die Kofaktoren nach dem Euklidschen Algorith-
mus und erhalten

105 55
105 1 O
551 0 1
50 1 -1
5 | -1 2
0

und daher

( 1) 105+2 55 = 5
( 17) 105+ 34 55 = 92 7
7+ 34 55 = 92+ 17 105

Daraus erhalten wir also, dass 1877 die Lesung ist, also geben wir die
Lesungsmengéolgenderma enan:

L fx22Zjx 1877 (mod 1155y
fx2Zjx 722 (mod 1155):

Ubungsa uf gaben 1.29

(1) Finden Sie alle Lesungenin Z von

X 26 (mod 56)
X 82 (mod 84)
X 124 (mod 126):
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Finden Sie alle Lesungenin Z von
x 3 (mod 4)
X 8 (mod 9)
X 1 (mod 25):

Seiena; b;c 2 Z. Bestimmen Sie fur alle a;b;c2 Z, ob die Gleichung
ax+by=c

in Z Z lesbarist, und bestimmen Sie alle Lesungen.
Bestimmen Sie eine Losungin Z3 von

12x + 15y + 20z = 1:
Bestimmen Sie alle Lesungenin Z3 von
12x + 15y + 20z = 1:

SeiT eineendliche Teilmengevon Z. Eine Funktion f : T ! Z heit kompatibel
genaudann, wenn fur alle x1;x2 2 T mit x1 6 X, der Quotient %
ganzzahligist.

Seif eine beliebige kompatible Funktion auf einer endlichen Teilmenge
T von Z, und seiz 2 ZnT. Zeigen Sie: Es gibt eine kompatible Funktion
g:TJ[ fzg! Z,sodassg(t) = f(t) farallet2 T.

Hinweis: Die Funktion g heit kommtible Erweiterung vonf auf T [ fzg.
Sie meissennur ein passendegy(z) nden. Stellen Sie dazu ein System von
Kongruenzenauf, von dem g(z) Lesungsein muss,und zeigenSie, dassdieses
Systemlesbar ist.

Eine Funktion f : Z ! Z heit kompatibel genaudann, wennfer allex;;x, 2 Z

mit X1 6 X, der Quotient % ganzzahligist. ZeigenSie, dassfolgende
Funktionen kompatibel sind:

(@ f(x)=x"furn2 N,

(b) f(x)= 2L

Eine Funktion f : Z! Z heit kompatibel genaudann, wennfer alle x1;x» 2 Z
mit x1 6 X, der Quotient Tx1) Tlxz) ganzzahligist. ZeigenSie,dassdie Menge

X1 X2
der kompatiblen Funktionen von Z uberabzahlbar ist.

4. Der Ring Z,

In Z de nieren wir fur n 2 N die Relation | durch

a pb:; njb a

Die Relation | ist eine Aquivalenzrelation.Die Aquivalenzklasseron a2 Z ist

fatz njz2Zzg=:[a],:

Die Faktormengebezeitinen wir mit Z,.

Z,=f[al, ja2 Zg:
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Z, hat n Elemerte, und zwar [O],;[1],;:::;[n 1],: Auf Z, de nieren wir
und  durch:

[al, [0, = [a+H,
[al, [0, = [a b,:
Wir messenzeigen,dass und  wohlde niert sind; wir geben hier nur den

Beweis fur die Wohlde niertheit von . Wir wahlen also a;a% b;i’ 2 Z sodass
[a], = [a9, und [b], = [1],,. Zu zeigenist, dassdann

[a b, = [@° V),
gilt. Esist alsozu zeigen:
nja b a® K
nja b adf+ad a¥
nja (b P+ (a a:

Das gilt, denn laut Vorraussetzunggilt nj (b ) und nj (a a%. Daher ist
[a b, = [a° B, und somit ist das Ergebnisvon [a], [b], unabhangigvon der
Auswahl der Reprasertanten.

Wir gebennun ein Beispielfur einenicht wohlde nierte Operation. Auf der Men-
ge Q de nieren wir die Relation

a b: bac= bhc:

Wir de nieren:
bac bbc:= ba bc:
a= 01 b=100 b0l 10Cc= 10
a®= 0 =100 b0 10@c= 0
Da 06 10,ist die Operation ist alsonicht wohlde niert.

Mengenmit Operationen bezeitinet man als algebaische Strukturen. Struktu-
ren, in denenman drei Operationen zur Verfugung hat, die bestimnte, von den
Grundrechnungsartenin ganzenZahlenbekannte, Redengesetzerfellen, hei en
Ringe. Wir betrachten im folgendenRinge mit Eins; ein Ring mit Eins hat zwei
zweistellige Operationen (+, ), eineeinstelligeOperation () und zwei nullstel-
lige Operationen (0, 1).

Definition  1.30 (R;+; ; ;0;1) heit Ring mit Eins genaudann, wennfeur alle
X;¥;z 2 R die folgendenEigenstbaften erfellt sind:

(1)) x+0=x

(2) x+( x)=0

B x+y)+z=x+(y+ 2
(4) x+y=y+Xx
G)xy z=x (y 2
6) (x+y) z=Xx z+y z
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(M x (ytz)=x y+x z
8) 1 x=x
(9) x 1= x.

Soist zum Beispiel (Z;+; ; ;0;1) ein Ring mit Eins. Ebensobilden die 2  2-
Matrizen den Ring mit Eins (Mat,(R);+; ; ;0;E), wobei O die Nullmatrix und
E die Einheitsmatrix ist.

Satz 1.31 Sei(R;+; ; ;0;1) ein Ring mit Eins. Dann geltenfur alle x;y 2 R
folgendeEigenschaften:

(1) 0 x=0
@x ()= (xY)
B (x)y= (xy)
4)x 0=0.

Nun fragenwir uns, ob die Eigenstaft 8x;y 2 R:x y=y xin jedemRing R
gilt, und beobadtten, dassdieseEigenstatft in Z gilt, im Ring aller reellen2 2
Matrizen aber nicht.

Wir betrachten jetzt den Ring (Z,;+; ; ;[0];[1],) und geken (auf der Sude
nach einer\Division") folgendeDe nition.

Definition  1.32 Ein Element a2 Z, heit invertierbar, falls eseinb2 Z, gibt,
sadass

a b= [1]:

Beispiel: Betrachten wir etwa Zg :

[1]; ist invertierbar 1] [1) = [1)
[2]; ist nicht invertierbar
[3]; ist nicht invertierbar
[4]; ist nicht invertierbar
[S]; ist invertierbar [5l [5) = [1k
[0]; ist nicht invertierbar

Beispiel: In Zs gilt:

[l [k = [k
2k 8k = [1k
Bk [2k = [k
[4 45 = [k

[0]; ist aber nicht invertierbar.

Der folgendeSatz gibt an, welthe Elemerte in Z,, invertierbar sind.
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Satz 1.33 (Invertierbarkeit). Sein 2 N und a 2 Z. Dann ist [a], genaudann
invertierbar in Z,, wennggT (a;n) = 1.

Beweis: [a], invertierbar , 9x 2 Z : a X 1 (modn) , ggT (a;n) teilt
1, ggT (a;n) = 1.

Satz 1.34 Seiena;b invertierbare Elementeaus Z,,. Dann ist aucha b inver-
tierbar.

Beweis:Seienu;v 2 Z, so,dassa u = [1], undb v = [1] :Danngilt: a bv u=
[1],.
Definition  1.35 (Euler'sche ' Funktion). Sein 2 N, n > 1. Dann ist ' (n)
de niert durch
' (n) := jfa2 Z,j ainvertierbargj =
= jfx2f12:::;n 1gjggT (x;n) = 1gj:
Wir beredinen' (12)= jf1;5;7;11gj = 4und ' (8) = jf1;3;5;7g = 4.
Satz 1.36(Satzvon Euler). Sein2 N, n> 1, a2 Z, ggT (a;n) = 1. Dann gilt:
a™ 1 (modn):

Wir uberprefen diesenSatz durch zwei Beispiele:

Gilt 7 ®2 1 (mod 12)? Ja, dennesist 7 1 (mod 12),
Gilt 3® 1 (mod 5)? Ja, dennesgilt 3* 1 (mod 5).

Beweisvon Satz 1.36: Wir wahlenn 2 N und a 2 Z beliebig aber fest, und
nehmenan, dassggT (a;n) = 1. Sei

| ;= fx 2 Z, j x ist invertierbarg:
Wir wissenbereits, dassjlj =" (n). Wir de nieren
f 00 1z,
x 7' x [a],
und zeigen,dassf injektiv ist. Dazu xieren wir x;y 2 | mit f (x) = f (y). Das
heit: x [a], =y [a],. DaggT (a;n) = 1, gibt esb2 Z mit [a], [0, = [1],: Wir
erhaltenalsox [a], [b, =y [a], [W, und damit x = y: Daherist f injektiv.
Nun zeigenwir:
f()=1:
\' " Wir xieren x 2 f (1). Esgibt alsoy 2 |, sadassx =y [a],. Day 2 1, ist
y invertierbar, und somit ist auch y [a],, = x invertierbar.
\ " Seix 2 |: Wir wahlenb 2 Z mit [b, [a], = [1],. Das Elemert x [b],
ist invertierbar und esgilt f(x [b,) = X. Also ist x wirklich das Bild eines
invertierbaren Elemerts und liegt somitin f ().
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Die Funktion f ist also eine bijektive Abbildung von | nad I.

Es gilt also:

Y Y
X = f (x)

2 ¥
X = (x [al,)

x21 x21 [

Y Y ,
X = x  (a],) ™

x21 x21

Seiy 2 Z, dasInversezu " ,,, x: Dann gilt:
|
Y Y

y x =y x :(a],) ™

x21 x21

[1], = (fa,) ™

1 a™ (modn):

Kor ollar 1.37 Seip eine Primzahl, und seiz 2 Z. Dann gilt
z°  z (mod p):
Falls p kein Teiler von z ist, gilt
21t 1 (modp):
Beweis: Wir wahlen eine Primzahl p und z 2 Z beliebig, aber fest, und nehmen

an, dassp die Zahl z nicht teilt. Wir wissen,dass' (p) = p 1, und daher gilt
nad dem Satz von Euler

z’1 1 (modp):
Dapj(zP ' 1), gilt auch pj(z° z), und somitz° z (mod p).
Wennpj z; dann teilt p sonvohl z als auch zP:
Ubungsa uf gaben 1.38

(1) ([Remmert and Ullric h, 1987]) ZeigenSie,dassfur jede naterliche Zahl n
die Zahl n® n ein Vielfaches von 30 ist.
(2) ZeigenSie, dassfur alle a;b?2 Z, gilt:

(a+ bP = aP+ b:

(3) Seienm; n naterliche Zahlen. Wann ist 2™ 1 ein Teilervon 2" 1?
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5. Ein public-k ey-encryption system: das RSA-V erfahren

Zur Versatlusselungist folgendesVerfahren denkbar: um 0/1-Folgengeheimzu
eibertragen, einigt man sich zuerstmit dem Empfangeruber eine (zufallige) 0/1-
Folge Z, die man z. B. durch Menzwurf oder einen Zufallszahlengeneratobe-
stimmt. Um eine Nadhricht M zu senden,addiert man zu M bitweise Z, und
sendetM + Z. Der Empfanger dekodiert daszu (M + Z) + Z = M. Ein sol-
chesVerfahrenhat aber den Nadteil, dasssich Senderund Empfangereuber den
SdlusselZ einigenmessen.

DasfolgendeRSA Versthlusselungsgrfahrenbenetigt denvorherigen,geheimen
Austaust von Sdlusselnnicht. Es wurde von R. Rivest, A. Shamirund L. Ad-
leman entwickelt (cf. [Riv est et al., 1978]) und funktioniert so:

Jeder, der von anderenverstlusselte Informationen empfangenwill, gibt in ei-
nem vere entlichten Verzeichnis alsoin einer Art Teleforbuch, seinenChi rier-

sthlusselE (seineVersdlusselungsfunktionE) bekannt, halt aber seinenDedif-
frierschlussel D (seine EntschlesselungsfunktionD) geheim.Will A an B eine
Nadhricht mbermitteln, so chiriert er sie mit dem Chi riersc hlusselEg von B,
den A deme entlich zuganglichen Verzeidinis entnimmt. B dediriert ansdlie-
end die erhalteneNadricht mit seinemDedhi riersc heisselDg .

Es ersheint zunadst so, als ob durch Eg jedem automatisch auch Dg, die \in-
verse Funktion"” zu Eg, bekannt ist. Rivest, Shamir und Adleman haben aber
eine Klassevon Funktionen gefunden,fer die man Eg sehrwohl bekannt geben
kann, ohnedabei \automatisch" Dg zu verraten. Soldhe Funktionen hei en audc
\trap door-functions".

- geheimer
| Schliissel

Sender (A) Kommunikationskanal Empfinger (B)
Nachrichten— > verschliissle C = E(ffent]. Schliissel,M) > entschliissle
quelle M C
A A
Kryptoanalyst |
éffentlicher |
Schiliissel :
dffentlicher | |
Schliissel | |
Schliissel-
Geheimer Schliissel Channel quelle

Quelle: Pilz G., Lidl R., Applied Abstract Algebg, [Lidl and Pilz, 1998].
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Zusammenfassendguden wir also eine VersdlusselungsfunktionE (encipher)
und eine EntschlusselungsfunktionD, sodassgilt

(1) D(E(M)) = M, M ist die Nadricht (message).

(2) E(M) und D(E(M)) kennene zient beretinet werden.

(3) E kann vere entlicht werden, ohne dassman daraus D rekonstruieren
kann.

(4) Manchmal fordert manauch E (D (M)) = M.

Und dazu brauchen wir etwas Zahlertheorie:

Satz 1.39 Seienp;q Primzahlen,p & g und seiena;s 2 Z. Dann gilt:

al*ste a3 (modp 0):

Beweis:

1. Fall: ggT (a;pg = 1: Wir wissenja, dassaP ? 1 (mod p) gilt
(Satz von Euler), dahergilt auch (a®> 1)@ V* 1 (mod p). Somit ist p
ein Teiler von a®® V(@ s 1 ynd damit auch von aP D@ st g
Ebensozeigenwir

qJ a(p 1) (g 1) s+l a:
Damit gilt insgesam
qu a(p 1) (q 1)s+1 a:

2. Fall: ggT (a;pg = p: DaderggT (a;qg) = list, gilt mit dem Satzvon
Eulerad ' 1 (mod g); und somita@ Y® 1 1 (mod q). Dasheit

qja@ vk s 7.

Wir wissenja, dasspj a. Dahergilt p gqj a@ D® s 1 g
3. Fall: ggT (a;p0g = g Beweisgenausowie im 2. Fall.
4. Fall: ggT (a;pg = p ¢ Dannist zu zeigen,dassO  0( mod pgQ).

Ubungsa uf gaben 1.40

(1) Sein=p1 p2 p«, wobei die p; lauter versdiedenePrimzahlen sind, und
seis 2 N. Zeigen Sie, dassfur alle a2 Z gilt:

alts U D g (mod n):
Versudienwir nun, D und E zu nden: Seienp;q Primzahlen, und seik 2 Z mit
ggT (k;(p 1) (g 1)) = 1.Dannde nieren wir E durch

x 7' xk:
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Wir bestimmeneint 2 Z, sadass
kt 1(mod (p 1) (g 1));
und de nieren D durch

x 7' xb

Nun ist D zu E invers,d.h. D (E (x)) = xk '= x¥*se D@ D = x,

Der Entwerfer des Systemsgibt n = p g und k e entlich bekannt. Die fur das
Entschlusselnnotwendige Zahl t wird geheimgehalterund nicht weitergegelen.
Ein unbereditigter Entschlusselerwird versudien, ausp q und k das geheimet
zu rekonstruieren. Zur Bestimmung desgeheimenDecdaliersdleusselst mei te er
folgendeKongruenzlesen:

k't 1(mod(p 1) (g 1):

Das erfordert jedoch nadh derzeitigemWissensstanddie Kenntnis der Primfak-
torenzerlegungn = p g von n. Wenn man n aber gro gerug wahlt (150 - 200
Dezimalstellen),dann kann man n nicht (schnell gerug) faktorisieren.

Fassenwir zunadhst nochmals zusammen,was jeder der Beteiligten einesRSA-
Kryptosystems zu tun hat:

Aufgaben fur den, der das Systementwirft (\k ey source"):

(1) Wahle zwei Primzahlen p;qgmit p q 100, die unge®hr gleich
gro sind, und beretcinen := pg

(2) Wahlek 2 Z so,dassggT (k;(p 1) (9 1)) =1.

(3) Beretinet 2 Z;sadassk t 1 (mod (p 1) (g 1)):

(4) Information an den Versdlesseler:(n; k) :

(5) Information an den Entschlusseler:(n;t) :

Aufgaben fur den Verstlusselerbeim Verstilusselnder Nadiricht M 2

Zy.

(1) Beretine E (M) := M¥ (Rechnung in Z,).

(2) SendeC := E (M).

Aufgaben fur den Entschlussler beim Entschlesseln des empfangenen

Kryptogramms C.

(1) D(C) = C! (in Z,).

Die wichtigsten Anwendungendes RSA-Verfahrenssind die Wb ertragung ge-
heimer Daten und digitale Unterschriften , durch die gesitert wird, dass
eineNadricht wirklich authentisch ist, alsovom angegelenenAbsenderstammi.

Stellen wir uns vor, der AbsenderA besitzt den ® entlich bekannten Chi rier-

sdhlusselE, und dengeheimerDedi riersc hlusselD 5, und der EmpfangerB be-
sitzt die SthlusselEg und Dy, die wie obenausget#ihrt beretnet werdenkennen.
Nun sdiickt A an B eineNadricht M in der Form (Eg(Da(M))). A wendetalso
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auf M zunadst seinengeheimenDedhi riersc hlusselD, und dann darauf den
® entlich bekannten SchlesselEg von B an. Dabei hat die Anwendungvon D
die Funktion einerUntersarift; dennnur A kennt D 5, und daherkann nur A den
soverstlusseltenText gesandthaben. B dedi riert die Nadiricht ansdilie end
durch:

Ea(Ds(Eg(Da(M)))) = M:
Die mbermittelte Nadchricht Eg (DA (M)) ist hechstensfer B lesbar,da nur B den
SdlusselDg kennt und somit nur B denText DA (M) herstellenkann. Da E 5 fer
B jedoch bekannt ist, kann B jetzt EA(DA(M)) bilden und sodie ursprengliche
Nacdhricht M erhalten.

6. Die Multiplik ativit at der Eulersc hen ' -Funktion

Wir beweisennun noch einenwichtigen Satz der elemeraren Zahlertheorie.

Satz 1.41 (Multiplik ativit at der ' -Funktion). Seienn,m 2 N, n 2, m 2
Wenn n; m relativ prim sind, dann gilt

“(nm)y="(n) " (m):
Der Beweis der Multiplik ativit &t erfordert noch etwas Information eber Ringe.
Satz 1.42 Falls R; und R, Ringe mit Eins sind, dann ist

(R1 R2*R; Rsy R: Rss R1 R2iOR: Ryi1R: Ry)

wieder ein Ring mit Eins. Dalei sind die Verknupfungenauf R; R, de niert
durch

r + S1 ._ rh+r; S1
R1 R2 O
o Sy rr)+g, S
M R S1 _ N rS1
ro PR s f2 R, S2
0 R r — R, M1
R R, M2
Or
0R1 R2 = ORl
2
1z
]_Rl R, \= 1R1
2

R: R, mit diesenOperationenerfellt aud alle Ring mit Eins-Rediengesetze.
Redinenwir zum Beispielin Z, Zs.

BL  RL . 2
4L I3k [2)
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R: R, heit dasdirekte Produkt von R; und R,.

Definition  1.43 R;S seienRinge mit Eins. Die Abbildung " : R! S heit
Ring mit Eins-Homomorphisnus: ,
8ri;ra2R: " (rp+rry) =" (ry) +s(r2);
"(rr)= s (r);
"(rirr2) =" (r) s' (r2);

" (Or) = Os;
" (1r) = 1s:
Definition  1.44 Ein Homomorphisnus ' hei t:
Epimorphismus:, ' ist surjektiv;
Monomorphismus:, ' ist injektiv;
Isomorphismus:, ' ist bijektiv.

Beispiel: Wollen wir uns dies zunadst an zwei Beispielenveransaulichen.

2\ Zs, z 7' [X]g ist surjektiv, aber nicht injektiv. Also ist ' ein
Epimorphismus.
Wir untersuchen @ Zs ! Z; [x]; 7! x. Hier ergibt sich folgendes
Problem: ([3];) = 3,und ([3];) = ([8]y) = 8.| Das Problemist,
dass nicht wohlde niert ist. Man kann das audh so ausdricken, dass
man sagt, dassdie Relation
= f([xls:x) J x 2 Zg
nicht funktional (d. h. eine Funktion = Graph einer Funktion) ist. Sie
ist nicht funktional, weil ([2];;2)2 und ([2]5;7) 2
Definition  1.45 SeiR ein Ring mit Eins. Dann heit r 2 R invertierbar, falls
eseiny, 2 R gibt, sadass
ryey=1g undy, r = 1g:
Satz 1.46 Seienn;m 2 N mit ggT (n;m) = 1. Dann ist die Abbildung
Zon ' Zn Zn
Xlmn 70 (X]n i [X])
ein Ring mit Eins-lsomorphismus.

Beweis: Wir fahren den Beweisin drei Sdritten.

(1) ' ist wohlde niert: Zu zeigenist, dassfur alley;z 2 Z mit [y]., , = [2],, ,
die Gleichheiten[y], = [z], und [y],, = [z],, gelten.Zu zeigenist ist also,
dassfer alley;z 2 Z qgilt:

mnjy z) (mjy z”*njy 2):
Das ist aber o ensichtlich
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(2) " ist Homomorphisnus: Wir wberprafen die Homomorphisnuseigen-
sthaft fur +. Wir beredinen dazu

Xt V) = (XYW

(x+yl, i x+ vyl

(xI, + vl s XD + YD)
1], vl
A Y/

(X))

(3) ' ist bijektiv: Da beideMengenendlich und gleich gro sind, reicht es,zu
zeigendass' injektiv ist. Wir nehmenalsoan' ([x],,) = ' ([Yl,,)- Das
heit ([x],;[x],) = (Iyl,;[yl,)- Dahergilt njx yundmjx vy.Dader
ggT (n;m) = 1list, gilt: n mjx y. Wir erhaltendaher([x],,, = [Y],,-
Die Abbildung ' ist alsoinjektiv, somit surjektiv und damit bijektiv.

WennderggT(n; m) = list, dannist Z, Z,, alsoisomorphzuZ, .. Dalsomor-
phismendie Invertierbarkeit erhalten, haben beide Ringe gleich viele invertierba-
re Elemerte. Darauskennenwir jetzt die Multiplik ativit &t der’ Funktion, also
Satz 1.41, herleiten.

Beweisvon Satz1.41:

(1) Anzahl derinvertierbarenElemerte vonZ, Z,: Wir zeigendass { 2
Z, Z, genaudann invertierbar ist, wenn a invertierbar in Z, und b
invertierbar in Z,, ist. Dazu xieren wir zunacdst 3 272, Zn und

nehmenan, dass §{ invertierbar ist; esgibt also ; 2 Z, Zg; sadass
voog =1z 2 = [[11]]; : Daherist ain Z,, invertierbar (mit Inversem
C), ebensobin Z,, (mit Inversemd).

Nun xieren wir a2 Z,; b2 Zn; beideinvertierbar. Fallsa c= [1] ;

und b d = [1],; dannist § daslInversezu 2. In Z, gibt es' (n)
invertierbare Elemerte, in Z,, gibt es' (m) invertierbare Elemene, und
somit gibt esin Z,, Z, genau' (n) ' (m) invertierbare Elemerte.

(2) Anzahl der invertierbaren Elemerte in Z,, ,: Hier gibt es' (n m) inver-
tierbare Elemerte (nach der De nition von' ).

Damit ist
“(nm)y="(n) " (m)

fur n;m 2 N mit ggT (n; m) = 1 bewiesen.
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Aus der Primfaktorzerlegungvonnundaus' (p) = p p ! kannman jetzt

leicht ' (n) durch Q
") = o R
= “pY)
= Pl pl,
= N P ° 1 &
Q Pi
= n 1

beretinen. Dazu noch ein Beispiel:

Beispiel:' (12)=12 1 3 1 =4=22="(3) ' (4.

1
3
Ubungsa uf gaben 1.47.

(1) Fer das RSA-Verfahrenwahlenwir p= 5;q= 11 und k = 13. Chirieren Sie
(01; 22,03, 08) und dedirieren Sie das Ergebnis!

(2) Frau Huber sendet Herrn Meuller mit dem RSA-Verfahren die Nachricht
PMOXY. Herr Muller wei, dassFrau Huber das RSA-Verfahren mit (n =
35,k = 5) verwendet hat (A=0, Z=25). EntschlusselnSie die Nachricht!

(3) (Mathematica) Entschlusseln Sie (verbotenerweise) die Nachricht
(2;3;5,7,11,13), die mit k = 13 und pg = 1334323339vershlusselt
wurde.

(4) (Mathematica) [Lidl and Pilz, 1998, p. 265] In einem RSA-System ist
n = pgq= 32954765761773%963 und k = 1031.Bestimmen Sie t, und ert-
schlesseln Sie die Nachricht

8991502611204825
(A =0,Z= 25).



KAPITEL 2

Grupp en

1. Motiv ation

Im 19.Jahrhundert sudite man Lesungsformelrfer Gleichungender Form
xX"+a, X"+ +ax+a=0
mit a;;ay;:::;8n 12 Q. Fur einequadratismeGg]eidwung derForm x2+ px+q= 0

erhalten wir die Lesungendurch x;, = 5§ g 2 g. Gleichungen dritten

Grades der Form x3 + ax? + bx+ ¢ = 0 kann man mit den Cardano'stien
Lesungsformelnlesen; die ersten Lesungsformelnstammen von Tartaglia und
Scipionedel Ferro (ca. 1515). Fur dieseLeosungsformelnbraucht man die kom-
plexen Zahlen, auch wenn alle Lesungenreell sind. Luigi Ferrari (ca. 1545)fand
Lesungsformelnfur Gleichungenvom Grad 4. In allen diesenFormeln wird ein
Verfahren angelen, die Lesungaus den Koe zien ten durch Verwendung der 4
Grundredhnungsartenund dem Ziehen von Quadratwurzeln und n-ten Wurzeln
(n 2 N) zu bestimmen.Die Sude nadh einer Au esungsformelfer Gleichungen
funften Grades blieb erfolglos. GegenEnde des 18. und Anfang des 19. Jahr-
hunderts gelanges Ru ni, Abel und Galois, zu beweisen,dasses Gleichungen
5. Gradesgibt, derenLesungensich nicht durch die vier Grundrechnungsarten
und Wurzelziehen nden lassen(cf. [Rotman, 1998, Robinson, 2003]). Zum
BeweisdiesesResultatswurden Vertausdungender Wurzeln einesPolynomsstu-
diert.

Wir werden in diesem Kapitel folgendesProblem lesen: Wir wollen die Sei-
ten aden eines Werfels mit zwei Farben (rot und blau) einfarben. Wieviele
Farbungengibt es?Dabei sehenwir zwei Farbungenals gleich an, wennsiedurch
DrehendesWuwrfels ineinander ebergebihrt werdenkennen. So gibt esz. B. nur
eine Farbung, bei der eine Fladche rot ist, und alle anderenFlachen blau sind.

2. De nition einer Grupp e

Eine Gruppe ist eine algebraistie Struktur
(G; ;is €);
wobei eine zweistellige Verkneipfung ist, i einstellig, und e ein Elemert von G

ISt. 31
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Definition 2.1 Eine MengeG zusammenmit den Operationen :G G! G,
i :G! GundeinemElemen e2 G ist genaudann eine Gruppe, wenn fer alle
X;y;z 2 G folgendeEigenstaften gelten:

(1) xy) z=x (y 2);
(2) e x=x;
B)i(x) x==e

Beispiel: Sei X eineMenge,und sei

Sy (= ff : X I X jf istbijektivg:
Fer f1;f> 2 Sx de nieren wir f; f, durch

f1 fo(x) = f1(f2(x)) fur allex 2 X;

i(f,) alsdie inverseFunktion zu f; mit idx bezeitinen wir die identische Funk-
tion auf X. Dannist (Sx; ;i;idy) eine Gruppe.

In jeder Gruppe gelten folgendeGleichungen.
Satz 2.2 Sei(G; ;i; €) eine Gruppe. Dann gilt:

(1) Furallez2 G:z e= z
(2) Furallez2 G:i(i(2) = z
(3) Furallez2G:z i(z)= e

Beweis: Wir zeigenzunadist (1), und wahlendazu z 2 G beliebig, aber fest. Es
gilt
z e=e (z ¢

=(e 2) e

= ((i(i(2) i(2) 2) e

= ((i(i(2) (2)) 2 (i(2) 2)

= (i(i(2)) (i(2) 2)) (i(2) 2)
(ii(2) ¢ (i1 2
i(i(2)) (e (i(2) 2)
i(i(2) (i(2) 2)
(i(i(2)) i(z)) z

e z

Z:
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Nun zeigenwir (2). Wir wahlenz 2 G beliebig, aber fest, und rechnen:

i(i(2) = i(i(2)) e

=i(i(@) (@ 2

= (1(i(2)) 1(2) z

ez

=z

Fur (3) beredinen wir
z i(2) = i(i(2)) 1(2)

= e

Ubungsa uf gaben 2.3

(1) Sei(G; ;i; e) eine Gruppe. Zeigen Sie, dassfur alle a;b 2 G die Gleichung
a X = bgenaueine Lesunghat.

(2) Sei (G; ;i; e) eine Gruppe. Benutzen Sie das vorige Ubungsbeispiel, um zu
zeigen,dassi(€) = e, und dassfer alle x;y 2 G gilt:

i(x y)=i(y) i(x):

(8) Sei(G; ;i; e) eine Gruppe. ZeigenSiedurch eine Kette von Gleichungenwie
im Beweisvon Satz 2.2, dassi(e) = e, und dassfur alle x;y 2 G gilt:

i(x y) = iy) i(x):

(4) Finden Sieeine MengeH, eineFFunktion vonH H nach H, eine Funktion
i von H nach H, und ein Element e 2 H, sadassalle folgende Eigensdaften
erfullt sind:

(@) Fur allex;y;z2 H gelten:(x y) z=x (y 2),e x=Xx,Xx i(X)=e
(b) (H; ;i; e) ist keine Gruppe.

(5) Zeigen Sie, dassbei einer Gruppe G die Funktion, die das inverse Elemernt
bestimmt, und das neutrale Elemert der Gruppe, bereits durch die zwei-
stellige Grupp enoperation vollstandig bestimmt sind. D. h., zeigenSie: Seien
(G; ;i1;e) und (G; ;i2; &) zwei Gruppen. (Die beiden Gruppen haben also
die TragermengeG und die zweistellige Operation gemeinsam.)Zeigen Sie
ipr=iund e = e.

Es ist erfreulich, dass man Satz 2.2 automatish beweisen lassen kann;
die theoretisthhe Grundlage dafur ist die Methode von Knuth und Bendix
[Kn uth and Bendix, 1970], die z. B. in [Buchberger, 1982] bestrieben
wird. Eine Implemertation diesesAlgorithmus, der \Larc h"-prover, liefert bei
Eingabe der Gleichungen

e X = X
ix) x = e
xy) z=x( 2
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innerhalb weniger SekundenfolgendeKonsequenzeraus diesenGleichungen:

group.1: e X = X
group.2: i(x) x = e
group.3: Xy z = x (y 2
group.4: i(y) (y 2 = z
group.6: zZ e = 2
group.8: i(el = e
group.10: i(i(z) = z
group.11: z i(z) = e
group.12: z (i(z2) 9 = ¢
group.24: i(g y) = i(y) i(9)

3. Beispiele fur Grupp en

In manden der folgendenBeispielegeben wir eine Gruppe (G; ;i; €) einfach als
(G; ) an.

3.1. Matrixgrupp en.
(1) SeiGL (n; p) die Mengealler regulerenn  n-Matrizen uber Z,,.
GL(n;p); ; HEM

ist eine Gruppe.
(2) SeiSL(n;p) := fA 2 GL (n;p) j detA = 1g.

SL(n;p); . E™
ist eine Gruppe.

3.2. Restklassen von Z mit Multiplik ation.

(1) Sein 2. Dannist (Z,; ) keine Gruppe.

(2) Sein 2. (Z,nf[0],g; ) ist genaudann eine Gruppe, wenn n eine
Primzahl ist.

(3) Sein  2,und sei

Z, =1[xX]hjx2 Z und ggT(x;n) = 1g:
Dannist (Z, ; ; !;[1],) eine Gruppe mit ' (n) Elemerten.
3.3. Zyklisc he Grupp en. Eine Gruppe (G; ) heit zyklisch wenn esein
g 2 G gibt, sadass
G=1fg"jn2Ng[ f(g )"jn2 Ng[ flcg:
(1) Sein 2 N. (Zn; +) ist einezyklische Gruppe mit n Elemerten.
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(2) Sein 2 N. (fx 2 Cjx" = 1g; ) ist einezyklische Gruppe mit n Elemen-
ten.

3.4. Symmetriegrupp en geometrisc her Ob jekte. Wir zeidinen das
Quadrat mit den Eckpunkten ( 1; 1), (1; 1), (1;1), ( 1;1), und betrachten
alle bijektiven linearen Abbildungen von R? nach R?, die das Quadrat auf sich
selbstabbilden (diese Abbildungen bezeitinen wir als Symmetrieabbildungen.

Es kann hedistens 8 solthe linearen Abbildungen geben, denn 1 kann auf
hedhstensvier Ecken landen, 2 muss zu 1 benadbart bleiben (hedstens zwei
Meglichkeiten), 3 mussdie anderezu 1 benatbarte Stelle einnehmenund ist al-
so,ebensowie 4, durch die Lagevon 1 und 2 bereits xiert. Esgibt alsohedstens
4 2 1 1 Symmetrieabbildungen.

Die Hintereinanderauséihrung zweier Symmetrieabbildungenst wiedereine Sym-
metrieabbildung. Die identische Abbildung ist eine Symmetrieabbildung, und
zu jeder Symmetrieabbildungd ist die inverse Abbildung wieder eine Symme-
trieabbildung. Die Mengealler Symmetrieabbildungen,mit der Hintereinander-
auskihrung als zweistelliger Operation, ist eine Gruppe.

Ubungsa uf gaben 2.4

(1) Bestimmen Sie die Matrixdarstellung der acht linearen Abbildungen, die das
Quadrat mit den Eckpunkten ( 1; 1), (1; 1), (1;1), ( 1;1) in sich selbst
eiberfehren.

Wir bezeitinen nun eine Drehung desQuadratsum 90 gegenden Uhrzeigersinn
mit a und eine Spiegelungan der y-Achse mit b. Was kennen wir nun aus a
und b zusammebauen?Uberlegenwir uns zunadst einmal die folgendenbeiden
Beispiele:

(1) b a=a b
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2 1 1 4 4 1
a b
2 — 5
3 4 2 3 3 2
2 1 1 2
b a’
—iy
3 4 4 3

(2) baba= abba= a®la= a*= 1.
Wir kennendie Symmetrieabbildungenalso auf zwei Arten darstellen:

(1) Als Matrizen;
(2) Als Worte in a und b. So ist aaabbaeine Symmetrieabbildung. Beim

Redinen berucksichtigen wir, dassa* = 1, > = 1, und ba = a3b gilt.
Damit kennenwir jedesWort zu einemWort ausder Menge
f 1, a;aa;aaa;b;ab;aab;aaaly

umformen,dasdie gleithe Symmetrieabbildungdarstellt. Dahergibt man
dieseGruppe der Symmetrieoperationen (=Symmetrieabbildungen) des
Quadrats, die man als D4 (Diedergruppe mit 8 Elemenren) bezeitinet,
audh oft soan:, +

D, = I?ZP jat= 1 ?zl; ba= a3f) :

Erzeuger de nierende Relationen

Ubungsa uf gaben 2.5

(1) Wir betrachten alle Abbildungen ff : C! Cg, die sich als Hintereinander-
ausfuhrung der Funktionen x ! i x und x! X schreiben lassen.(Dabei ist
a+ bi:=a bi.

(a) Wieviele Funktionen lassensich daraus zusammerauen?
(b) WasmadhendieseFunktionen mit denPunktenf 1 i;1 i; 1+i; 1+ig?

(2) Wir betrachten in R? das Sehisedk mit den Eckpunkten f(Re(z):;1m(z2))jz 2
C; z°% = 1g: Bestimmen Sie alle Dedkabbildungen, die diesesSedised auf sich
selbst abbilden.

(38) Wir betrachten in R? das Setise& mit den Eckpunkten f (Re(z);1m(z))jz 2
C; z® = 1g. Wie kennen Sie die Gruppe aller Symmetrieoperationen dieses
Sedisekes durch Worte in a und b angeben? Was sind die \Rechenregeln"?
(Diese Rechenregelnbezeitinet man auch als de nier ende Relationen.)

(4) Als \Wort" betrachten wir eine endliche Folge von Buchstaben aus
fa;b;c;:::;zg. DieseWorte verknepfenwir durch Aneinanderhangen,alsoz.B.
afc of f = af cof f. Fur manche Worte wq;w, gilt wy;  wy = Wy wq, Zzum
Beispielaaa aa = aa aaa, oder, komplizierter, avd avdavd = avdavd avd.
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Besdireiben Sie alle Wortpaare (w1; W»), sodasswy; Wy = Wo  Wj.

3.5. Grupp en, die durc h die Grupp entafel gegeben sind. Wir de nie-
ren eine Gruppenoperation auf f 0; 1; 2; 3g durch

+ | 01 2 3

0O | 01 2 3

1 ]10 3 2

2 12 3 01

313210
Eine Gruppentafel sieht alsosoaus: 9
g9 G

3.6. Permutationsgrupp en und die Zyklensc hreib weise. Fur n 2 N
sei

S, =ff:f1;2:::;ng! f1,2;:::;ngjf ist bijektiv g:
Wir kennenjedesElemert von Sz soansdireiben:

1 2 3
f(1) (2 13"

Damit kennenwir

S;
sdhreiben als:
S, = 123 123 123 123 123
N 123 ' 213 ' 321 ' 132 " 231"

Kurzer ist die Zyklenscheibweise
%= (0; 12 ;13 ;23 :123:;: 132

Wie die Zyklensdireibweise Permutationen kodiert, geht aus folgendemBeispiel
hervor.

12345 _ _ -
32154-13 45 = 31 54 = 54 31
12345
23541
In S; gibt esx;y, sodassx y6 y X.

Definition 2.6, Eine Gruppe (G; ; !;1) ist atelsch wenn fur alle x;y 2 G die
Gleichungx y =y x gilt.

w Pk

=N

N W
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Die Gruppe S; ist nicht abelsd:

12 13 2
13 = 123

Wir sehenalso:wennn 3, dannist S, nicht abelsd.

13
12

Ubungsa uf gaben 2.7.

(1) Geben SieBeispielefur Gruppen an, die bis jetzt noch nicht erwahnt wurden.
(2) Sei(G; ) eine abelsde Gruppe mit n Elemerten. Zeigen Sie, dassfer jedes
g2 G gilt: g" = 1. Hinweis: Fur G := (Z, ;) ist das der Satz von Euler.
Bemerkung: Dieser Satzgilt nicht nur fur abelsche,sondernfur alle Gruppen.

4. Permutationsgrupp en und der Satz von Cayley

Definition 2.8 Sei (G; ; 1;15) eine Gruppe und sei H G. H heit
Tragermengesiner Untergruppe von G :,

(1) 1 2 H
(2) 8h1;h, 2 H :hy h,2 H und h, 22 H.

(H; ju n; jn;1e) ist dann eineUntergruppe von G.
Ubungsa uf gaben 2.9.

(1) Sei G;; ;1 eine Gruppe und seiH eine nichtleere Teilmengevon G, so-
dassfur alle hy;h, 2 H audch hl1 h, in H liegt. Zeigen Sie, dassH dann
Tragermengeeiner Untergruppevon G; ; 1;1 ist.

(2) Sei G; ; ;1 eineGruppeund seiH einenichtleere Teilmengevon G, sadass
fur alle h1;hy 2 H auch hy hy in H liegt. Muss H dann Tragermengeeiner
Untergruppevon G; ; 1;1 sein?

(3) Sei G;; 1;1 eineGruppeund seiH eine nichtleere Teilmengevon G, so-
dassfur alle hy 2 H auch h; ! in H liegt. Muss H dann Tragermengeeiner
Untergruppevon G; ; 1-1 sein?

(4) Sei G;; ;1 eineGruppe,seiH eine nichtleere Teilmengevon G, und sei
e ein Elemert von H. Wir nehmenan, dass H; ju n; %ju;e eineGruppe
ist. ZeigenSiee= 1.

(5) Sei G;; ;1 eineGruppeund seiH eineendliche nichtleere Teilmengevon
G, sadassfur allehy;hy, 2 H audh hy hy in H liegt. MussH dann Tragermenge
einer Untergruppevon G; ; 1:1 sein?

Wir bestimmendie Tragermengervon Untergruppender Gruppe Sz und erhalten
(1) fidg,

(2) fid; (12)g,
(3) fid; (13)g,
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(4) fid; (23)g,
(5) fid: (123); (132)g,
(6) Sa.

Die Tragermengerder Untergruppenkann mandurch  ordnen,und wir erhalten
folgendesHasse-Diagramm.

3
Anzahl der
{id,(123) (132)} <2 Elemente der
Untergruppen
«—1

{id}
Ubungsa uf gaben 2.10

(1) Weldhe der folgenden Mengen sind Tragermengenvon Untergruppen der
Gruppe Sp?(n  2).
@ A=ff2S,jf(Q) = 1g;
(b) B=ff 2S,jf(2) > f(1)g;
(c) C=ff28S,j8k2f1;2:::;ng:f(k) k f(1) (modn)g.
Berednen Sie die Anzahl der Elemerte von A, B, und C!

Definition  2.11 Seien(G; ; *;1); (H; ; ' ;14) Gruppen. Eine Abbildung
" :G! H heit Gruppenhomomorphismas:,

D" (o ®)=" () ' (g furaleg;x 2 G,
2" gt =( (@) ",
3" (1)= 1.

Beispiele:

(1) SeiG := (R*; )und seiH := (R;+). Dannist' : R! R*;x 7! In(x)
ein Homomorphisnus.
(2) Die Abbildung
Z! Z,
x 7! [x],
ist ein Homomorphisnus von (Z; +) nad (Z,;+).

Definition  2.12 Homomorphismendie
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injektiv sind, hei en Monomorphismen

surjektiv sind, hei en Epimorphismen

bijektiv sind, hei en Isomorphismen
Homomorphismenvon G! G hei en Endomorphismen

Bijektive Endomorphismenhei en Automorphismen

Beispiel: SeienH und K die Untergruppen von S; mit den Tragermengen

S3

K

H:=f(:;(1,23);(1;3,2)g,K := f();(1; 20
Dann ist H isomorph zur Gruppe (Z3;+), und K isomorph zur Gruppe (Z,; +).

G=S§
A=Zs 3

Ubungsa uf gaben 2.13

(1) Wir haben einen Gruppenhomomorphisnus als eine Abbildung ' : G ! H
de niert, die folgendedrei Bedingungenerfulit:
(@ "(01 6 %) ="(0) n'(g) furalleg;g?2G;
(b) ' (g1 = ( (9u)y* fer alle g 2 G;
© ' (1c) = 1n.
SeienG und H Gruppen, und sei eine Abbildung, die die erste Bedingung

(01 e @)= () v () furalleg;;022 G

erfullt. ZeigenSie,dass dann ein Gruppenhomomorphisnus ist, das hei t,
zeigenSie,dass aud die anderenbeidenBedinungenerfellt. Hinweis: Star-
ten Siemit der dritten Bedingung!

(2) Finden Sie alle Gruppenendomorphismenvon (Z,;+)! Wieviele davon sind
Automorphismen?
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(3) Die Ordnung einesGruppenelemetts g ist daskleinste n 2 N, sodassg" = 1.
Sei' ein Gruppenhomomorphisnus. SeienG und H endliche Gruppen, und
sei' : G! H ein Gruppenhomomorphisnus. ZeigenSie, dassfur jedesg 2 G
die Ordnung von g ein Vielfachesder Ordnung von ' (g) ist.

(4) Finden Siedaskleinstem 2 N, sodassdie Gruppe (Z30;+) in die symmetrische
Gruppe Sy, einbettbar ist!

(5) Finden Sie eine 4-elemetige Untergruppe der S4, die nicht isomorph zur Z4
ist.

(6) SeienG und H Gruppen, sei h ein Homomorphismus von G nach H. Sei A
Tragermengeeiner Untergruppe von G. Zeigen Sie, dassh(A) Tragermenge
einer Untergruppe von H ist.

(7) SeienG und H Gruppen, sei h ein Homomorphismus von G nach H. Sei
B Tragermengeeiner Untergruppe von H. Zeigen Sie, dassh 1(B) = fx 2
Gjh(x) 2 Bg Tragermengeeiner Untergruppe von G ist.

(8) Zeigen Sie, dassein Homomorphismus, der die Eigensdaft

farallex2 G:h(x)=14) x=1g

erfellt, injektiv ist.
(9) Seienn; m 2 N. Finden Sie alle Homomorphismenvon (Z,;+) nadh (Zpy;+).
(10) Zeigen Sie, dassdie Abbildung f : G! G;g 7! g ! genaudann ein Homo-
morphismus ist, wenn G abelsd ist.
(11) SeiG die Gruppe ((Z2)";?) mit der Verknepfung

(X1 X2;0005Xn) 2(Y1s Y2t Yn) = (X1 Y X2 Y2::i0 Xn Yn)s

wobei  die Addition modulo 2 ist. SeiX eine Menge mit n Elemerten, und
sei P(X) die Potenzmengevon X . Zeigen Sie:

H := (P(X);) isteineGruppe.(Finden SiedaslnversezuY X,

und das Einselemert.)
Geben Sie einen Grupp enisomorphismus von H nach G an!

Definition  2.14 Die Gruppe A heit einkettbar in G (gestiriebenalsA ! G),
wenn eseinen Monomorphisnus von A nach G gibt.

Da dasBild ' (A) = f' (a) j a2 Ag Tragermengeeiner Untergruppe von G ist
(" seider Monomorphisnmus von A nach G), ist A dann sogarisomorphzu einer
Untergruppe von G.

Also gilt: einbettbar in :::, isomorphzu einer Untergruppe von :::.
Beispiel:

(1) Ist S3 einbettbar in S, ? Wir betrachten folgendeAbbildung:

' . 83 ! 84
£ 70 (f);
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wobei ' (f) de niert ist durch
“(f) : f1,23;49 ! 12,349
f(x) fallsx 3
X4 fallsx= 4

Die Abbildung ' ist ein Monomorphisnus; S; ist also einbettbar in S,.
(2) Ist (Z4;+) in Sy einbettbar? Da

d 1234 ; 13 24 ;1432
Tragermengeeiner Untergruppe von S, ist, die isomorph zur Gruppe
(Z4;+) ist, qilt (Z4;+) )} S4.

Der Satzvon Cayley sagt, dassjede Gruppe in irgendeineGruppe Sy einbettbar
ist; andersgesagt:jede Gruppe ist isomorph zu irgendeinerUntergruppe irgend-
einer Sy .

Satz 2.15(Satzvon Cayley). SeiG = (G; ; !;1) eine Gruppe. Dann gilt: G ist
einkettbar in (Sg; ; !;idg):

Eine n-elementigeGruppe ist alsoisomorph zu einer Untergruppe der S,,.

Beweis: Sei
G! Sg .
g7t (9)°’
wobei
(99: G! G
X7'g x

Wir zeigennun einige Eigenstaften von :

(1) Fur alle g 2 G ist (g) eine bijektive Abbildungvon G nach G. Wir
xieren g 2 G, und zeigenalserstes,dass (g) injektiv ist. Dazu xieren
wir x;y 2 G so,dass ( 9)(x) = ( g)(y). Esgilt danng x = g vy, daher
auhg?! (g x) =gt (g y) und somit x = y. Um zu zeigen,dass
( g) surjektiv ist, xieren wir y 2 G und sudeneinx mit ( g)(x) = .
Wir nden diesesx alsx :=g ! v.

(2) st injektiv. Seieng;h 2 G. Wir nehmenan, dass (g) = (h) gilt.
Dann gilt auch (g)(1) = (h)(1), alsog 1= h 1: Dahergilt g= h.

(3) ist Homomorphismus.Dazu ist zu zeigen:

8g;h2G: (g h)= (99 (h)
Wir xieren g;h 2 G und zeigen:
(4.1) 8x2G: (g hh(x)=( (9 (h)X):

Wir xieren x 2 G und beretcinenbeide Seitenvon (4.1). Die linke Seite
erhalten wir durch

(@ H(x)=(g h) x
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Die rechte Seite:
( (@ ()= (9 (h)(X)
= (9)(h x)
=g (h x):

Daherist ein Monomorphisnus.
Beispiel: Wir betten (Z3;+) in die Gruppe Sto;:115s:[21s9 €IN-

[0k 7' " o; " o(X) = [0+ x; ' o= ([O]z)([1]:)([2]3) = ()
[k 7' "1 " 1(X) = [+ x; " 1= ([0]:[1]s[2])
2L 7' 20 " 2(x) = [2h+ X5 ' 2= ([0]:[2)s[1k)

5. Satze von Lagrange und Fermat

Satz 2.16 SeiH eine Tragermengeeiner Untergruppe von (G; ). Wir de nieren
auf G eine Relation durch

X ny:; Xt y2H:
Dannist 4 eine Aquivalenzelation. Au erdem gilt:

QD x py, x2y H=fy hjh2Hg;

(2) Die Aquivalenzklasserony beaglich  ist die Mengey H;

(3) Alle Aquivalenzklasserhalen gleich Kardinalitat, und die Kardinalitat
einer solchenKlasseist jH]j.

Beweis: Wir zeigenzunadhst, dass 4 eine Aquivalenzrelationist.

n Ist re exiv: Wir xieren x 2 G. Zu zeigenist x 4 X. Dasqgilt, falls
x 1 xin H liegt. Da H Tragermengesiner Untergruppe von (G; ) ist,
gilt 12 H.

n Ist symmetrisch: Wir xieren x;y 2 G mit x 4y y. Zu zeigen
isty 4 X,alsoy! x2 H.Dax?! y 2 H und H Tragermenge
einer Untergruppe ist, liegt auch (x ' y) Yin H. Daher gilt aud
yl xYH)lt=y?!lx2H.

y ist transitiv: Wir xieren X;y;z 2 G, sodassx y yundy 4 z.
Zu zeigenist x y z. Dax ! y2 Hundy ! z 2 H, gilt auch
x1yy?lz2H,unddaherx ! z2 H.

Nun zeigenwir die drei angegelenenEigensbaftenvon :

(1) \) " Seix 4 Yy.Zuzeigenistx2y H.Dax 4 Vy,gitx ! y2H.
Esgibt alsoh2 H mit x ! y= h. Danngilt x 1= h y ! und damit
authx =y h 1 Somitgilt x2y H.\( ": Seih2 H so,dassx =y h.
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Dannisty ' x = h, somitgilt y 4 X, und, da  symmetrist ist,
gilt audh x 4.
(2) Seiy 2 G. Wir sudendie Menge

y] =fx2Gjx uye

WegenEigenstaft (1) ist dieseMengegegelendurch fx 2 G j x 4
yg=Yy H. Die Menge[y] sdireibt man oft auch alsy=
(3) Fur alley 2 G ist die Abbildung

H ! yH
h 71 'y h
bijektiv.

Die letzte Eigenstaft sagt, dassalle Aquivalenzklasserder Relation  gleich
viele Elemenie haben. Das ergibt folgendeKonsequenz:

Satz 2.17(SatzvonlLagrange) SeiH Tragermengeiner Untergruppevon (G; ),
wolei G endich ist. Dann gilt: jH] teilt jGj.

Die Anzahl der Elemente von G heit aud die Ordnung von G. Der Satz von
Lagrangesagt also, dassdie Ordnung einer Untergruppe ein Teiler der Ordnung
der Gruppe ist.

Definition 2.18 SeiG eineGruppeund g 2 G. Die kleinste Untergruppe von G,
die g erthalt, heit die von g erzeugteUntergruppe. Wir keirzendie Tragermenge
der von g erzeugtenUntergruppe mit hgi ab.

Wie kann hgi aussehen?

wobei m daskleinstem 2 N mit g™ = 1 ist. Die Gruppe (hgi; ) ist dann
isomorphzu (Zp;+).

(2) Fall: Es gibt kein n 2 N mit ¢g" = 1. Dann gilt hgi =
f:ii:0 2,9 % 1¢;0,0%:::9. Die Gruppe (hgi; ) ist dann isomorph zu
(Z;+).

Eine Gruppe G die ein g 2 G besitzt, sodasshgi = G, heit zyklisch Jede
zyklische Gruppe ist isomorph zu einem(Z,;+) (m 2 N), oder zu (Z;+) .

Definition  2.19 Sei (G; ) eine Gruppe, und sei g ein Element von G. Mit
ord(g) (Ordnung von g) bezeitinen wir das kleinste m 2 N, sadassg™ = 1g,
falls esein soldhhesm gibt; sonstsdireibenwir ordg= 1 .

Beispiel: Wir beretinen die Ordnung zweier Elemerie der Gruppe (Zsnf0g; ).
Esgilt ord([2]s) = jhgij = jf 2;4;3; 1g) = 4, und ord ([4]s) = jf 4, 1gj = 2.



6. DIE ABZAHLTHEORIE VON POLYA 45

Satz 2.20 (Satz von Fermat). Sei (G; ) eine endiche Gruppe und seig 2 G.
Dann gilt:

(1) ord(g) teilt jGj;
(2) g° = Le.

Beweis: Die Gruppe (hgi; ) hat ord(g) Elemerte. Nach dem Satz von Lagrange
teilt alsoord (g) die Zahl jGj. Die zweite Eigenstaft zeigenwir so:Aus der De ni-

L jGj
tion von ord (g) erhalten wir @@ = 1. Daher gilt auch g& = (g°¢ @)sate =
1;.

Der Satz von Fermat liefert audh ein Ergebnisaus der Zahlertheorie. Fur Z, :=
f[x]n j X 2 Z und ggT(x; n) = 1g hat die Gruppe (Z,; ) genau' (n) Elemerte.
Fur jedesElemert a dieserGruppe gilt dahera ™ = [1],.

Fur jede Permutation 2 S, gilt: " = id. Das hat Konsequenzerin der Kryp-
tologie: Eine Vershlusselungsabbildundge ist oft eine Permutation einer endli-
chen Menge;esgibt alsoein n 2 N, sodassE"(x) = x. Kennt man also E (x)
und die Funktion E, so iteriert man die Anwendungvon E so lange, bis man
E"*1(x) = E(x) erhalt. Dann ist E"(x) der gesubte Klartext (repeated encryp-
tion).

6. Die Abz ahltheorie von Polya

Wir lesenfolgendesProblem: Auf wieviele Arten kann man die Ecken einesQua-
drats mit drei Farbenfarben?Dabei sehenwir zwei Farbungenals gleich an, wenn
man siedurch Drehungenoder SpiegelungerdesQuadratsineinandereberfehren
kann.

Definition  2.21(Gruppenoperation). Sei(G; ) eineGruppeund X eineMenge.
Eine Verknupfung :G X ! X heit Gruppenoperation, falls gilt:

(1) Furalle 2 X :1g = ;
(2) furalleg;h;2Gund 2X :g (h )=(g h)

Diese Gruppenoperationen gelen uns eine Meglichkeit, ein mathematistesMo-
dell fur das Farbeproblemzu nden. Eine Farbung ist eine Funktion von der
Mengeder Ecken f 1; 2; 3;4g in die Mengeder Farben fr; b;gg. Die Mengealler
FarbungenX ergibt sich alsoals:

X = f:f1,2,3;49! fr;b;gg :
Jede Symmetrieoperation des Quadrats ist eine Permutation der vier Eckpunk-

te. Alle Symmetrieogerationen erhalten wir aus folgendem Dialog mit GAP
[GAP , 1999]. Diese Symmetriegruppe nennenwir D4.



46 2. GRUPPEN

gap> D4 := Group ((1,2,3,4), (1,2)(3,4));

Group([ (1,2,3,4), (1,2(3,4) ]

gap> AsList (D4);

[ 0, (2,4, (1,2)3,4), 1,2,3,4), (1,3), (1,3)(2,9), 1,4,3,2, (1,423 ]
gap>

Zwei Farbungen ; sind gleich, wennesein g ausder "Symmetriegruppe” gibt,

sodassfur alle Eckpunkte z 2 f1; 2; 3; 49 gilt:

(9(2) = (2):
Wir de nieren nun eine Gruppenoperation von D, auf der Menge X der
Farbungen:

G X ! X
g ) 7 g ;
wobei
g » f1,234g ! 12,349 .

z 70 (9 Y(2)
(Die naherliegendéDe nition g (z) := (g(z)) ergibt keine Gruppenoperation.)

Definition  2.22 Sei G eine Gruppe, X eine Mengeund eine Gruppenope-
ration von G auf X . Wir bezeitinen und in X als G-aquivalent, falls esein
g2 G gibt, sadass =g . Wir sdireiben dafer G

Esgilt also
c » 992G:g =

Satz 2.23 Sei G eine Gruppe, X eine Mengeund eine Gruppenogeration von
G auf X . Dann gilt:

(1) ¢ ist eine Aquivalenzelation.
(2) Fur ein 2 X ist die Aquivalenzklasse= g=f 2 X j c 0 gae-
ben durch

f 2Xj c g=fg jg2Gg:

G :=1fg jg2 Ggheit \Bahn" oder\Orbit" von unter der Operation von
G. Wenn wir alsodie nichtaquivalerten FarbungendesQuadrats zahlen wollen,
dann messenwir die Anzahlder Bahnen der Gruppenoperation von D4 auf der
Mengeder FarbungenX beretinen. Diese Anzahl der Bahnen erhalten wir aus
folgendemSatz:

Satz 2.24 (Frobenius-Burnside-Lemma) Sei G eine Gruppe, sei X eine Menge,
und sei eine Gruppenogeration von G auf X . Sein die Anzahlder Bahnenvon
G auf X. Dann qilt: X

1
n=-—  JFix (9);
|G 026



6. DIE ABZAHLTHEORIE VON POLYA 47

wokei Fix(g)=f 2Xjg = ¢

Bewor wir diesenSatz beweisen,wendenwir ihn auf das Abzehlproblem an. Wir
beredinen also Fix (g) fer alle Elemerte g 2 G. Wir tun das zum Beispiel fer
g= (1,4;3;2). Eine Farbung liegt in Fix (g), falls fur alle z 2 f 1; 2; 3; 4g qilt:

(z2) = (9(2). Damit gilt: (1)= (4), 4= (3, Q= 2, @= Q).
Also liegenin Fix (g) alle Farbungen, die alle 4 Eckpunkte gleich farben. Das
sind, bei drei Farben, genaudrei Stack. Fur g = (1;2)(3;4) liegen genaujene
Farbungenin Fix (g), die (1) = (2)und (3)= (4) erfullen. Dassind3 3= 9
Steck. Fur g = (1; 3) werdengenaudie Farbungenvon g xiert, beidenenlund 3
gleich gemrbt werden. Das sind 27 Farbungen.Der Satz von Burnside-Fobenius
ergibt alsofur die Anzahl n der Farbungen

n= %(34+ P+ P+ 3+ P+ P+ 3+ B

Es gibt also 21 verstiedeneFarbungen.

Beispiel: Wir farben ein Setise& mit den Farben rot und blau so, dass
drei Ecken rot und drei Ecken blau sind. Zwei Farbungen des Setise&s seien
gleich, wenn sie durch Drehung ineinanderubergetihrt werdenkennen. Wieviele
Farbungengibt es?

Die MengeX aller Farbungenist gegelen durch
X= "' j"' fy2:::;69! fr;bg; g *(frg) =3, g *(fbg) =3 :
Auf dieserMengeX operiert die Gruppe G (Untergruppe der Sg) durch

g ' @=" 90

Wir suden die Anzahl der Bahnender Gruppe G auf X . Nggh dem Frobenius-
Burnside-Lemma erhalten wir feur diese Anzahl n = % 26 JFIX (9)] mit

Fix(g=f' 2Xjg ' ="g

Weldhe Permutationen auff 1; 2; : : :; 6g liegenin der\Drehgrupp edesSetise&s"?
Wir nden die Drehungen:

G = f() ; (123456) (135)(246); (14) (25)(36) ; (153)(264): (165432 :

Wir erhalten die Tabelle:

| iFix (9)j
0 T =20
(123456) |0

(135)(246) |2
(14)(25)(36) | 0

A OWNBE

Die Anzahl der Bahnenergibt sich alsn = % (20+ 2 2)= 4.
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Wieviele verstiedene Farbungen eines Setise&s gibt es, wenn wir zwei
Farbungen als gleicdh betrachten, wenn sie durch Spiegelungenund Drehungen
desSetseks ineinander mbergehenVieder sollendrei Eckpunkte rot und drei
blau sein. Wir erhalten folgendeTabelle:

0 =20
(26)(35)(1) (4) 4
(13)(46)(2) (5) 4
(15)(24)(3) (6) 4
4 (12)(36)(45) |0
2 (123456) 0
2 (135)(246) 2

Wir bekommennun fer die Anzahl n der Bahnenn = % (20+ 12+ 4) = 3.

Beweisdes Satzesvon Frokenius-Burnside: Wir zehlen die Elemerte der Menge
F auf zwei Arten, wobei

F:=1(g )jg2G, 2X;9 = g:
Wir erhalten X X .
jFi= jf 2X:g = g¢g=  JFix(9)
92G g92G
und . . X . .
jFj=  jfg2G:g = g¢:
2X
Die Mengefgjg = g heit Stabilisator von . Wir sdireiben dafer auch
stabg( ) = G . Wir zeigenzunadist, dassfur alle 2 X gilt:
. o , . : _ iG]
(6.1) jG j=ijfg jg2 Gg = Gree desOrbits von = jstabs ]

Die Abbildung :G! G ;g7!qg istsurjektiv. Auerdem gilt (g)= (h),
fallsg = h .Dasgilt genaudann,wenng ' h 2 stabg . Nunist S := stabg
eine Untergruppe von G. Die Gleichheit (g) = (h) gilt alsogenaudann, wenn
g ! h2S. JedesElemen in G hat alsogenaujSj Urbilder unter , und es
gilt:

S| jG j=]Gj:

Wir bekommenalso:

X
ffg2G:g = g = jstabg j
2X 2X
X iG]

2X
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Wir wahlen nun Reprasertanten fur die Orbits. Wir wahlenalso i; ,;:::; , SO,
dassG (\ G =;,undG ;[ G ;] [ G = X.Alle Elemerte
in G erfullen G = G ;. Wir verwendendieseEigensbaft, und rechnen:
X6 iG]
.Gi. = JG nl G :
ox I a J n)
=n jGj:
Die Anzahl der Elemerte von F ist alson jGj. Wir erhalten also:
X
JFix (9)j = iG] n:
g2G

Ubungsa uf gaben 2.25

(1) Wir farben die Ecken einesregelma igen Fenfeds mit den Farben rot, blau,
und gelb.

(a) Wieviele Meglichkeiten gibt es, die Ecken zu farben, wenn wir zwei
Farbungenals gleich ansehenwenn sie durch eine Drehung desFenfeds
ineinander ubergekihrt werden kennen?

(b) Wieviele Meglichkeiten gibt es, die Ecken zu farben, wenn wir zwei
Farbungen als gleich ansehenwenn sie durch Drehungen und eine Spie-
gelungendesFenfeds ineinander ubergekihrt werden kennen. (Hinweis:
esgibt jetzt 10 Symmetrieoperationen.)

(2) Wir farben Flachen einesWeurfels.

(a) Wieviele verstiedeneFarbungengibt es,wenn wir zwei Farben nehmen
und zwei Farbungen als gleich betrachten, wenn sie durch eine Symme-
trieoperation desWerfels ineinander ebergekihrt werden kennen. Dabei
operiert auf denFlachenf 1; 2; 3; 4; 5; 6g desW urfels die Untergrupp e der
Se, die von (4;2;3;5);(1;2;6;5); (3; 1, 4;6) erzeugt wird. Ihre Elemerte
entnehmen Sie dem folgendenDialog mit GAP (steht fur Groups - Algo-
rithms -Programming, ein in Aachen und St. Andrews entwickeltes, im
wesetllic hen frei verfugbaresGrupp ertheoriesystem[GAP , 1999)):
gap> G := Group ((4,2,3,5), (1,2,6,5), (3,1,4,6));

Group( (2,3,54), (1,2,6,5, (1,4,6,3) ]
gap> Size (G);

24

gap> AsList (G);

[ 0, (2,354), (2453), (25)(34), (1,2)(3,4)(5,6), (1,2,3)(4,6,5),
(1,2,4)(3,6,5), (1,2,6,5), (1,3,2)(4,5,6), (1,3,6,4), (1,3)(2,5)(4,6),

(135)(264), (142)(356), (1463), (14)(25)3.6),
(1,4,5)(2,6,3),

(156,2), (154)(236), (153)(246), (15)(26)3.4),
(1.6)(2,3)(45),  (1.6)243E5),  (1.6)25) ]
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(b) Wieviele verstiedeneFarbungen gibt esmit 3, wieviele mit n Farben?
(3) Auf wieviele versdiedene Arten kennen Sie die Ecken eines Quadrats mit

drei Farben farben, wenn jede Farbe wirklich vorkommen soll? Dabei sind

zwei Farbungengleich, wenn siedurch eine Symmetrieoperation desQuadrats

ineinander ebergekihrt werden kennen.

gap> G := Group ((1,2,3,4), (1,2) (3,4);

Group([ (1,2,3,4), 2,234 )

gap> Size (G);

8

gap> AsList (G);

[ 0. 24, 12@E4, (1234, (@3, 13)(24, (1432,

(4) Auf wievieleversdiedeneArten kennen Siedie Ecken einesQuadrats mit drei
Farben farben, wenn zwei Farbungen dann als gleich angeseherwerden,wenn
sie durch Vertauschung der Farben ineinander ubergekhrt werden kennen?
Das Quadrat derfen wir dabei nicht bewegen. Au erdem messenbei einer
Farbung nicht alle 3 Farben vorkommen. Hinweis: Sie brauchen eine neue
Gruppenoperation. Es operiert jetzt die S3 auf den Farbungen. Aber wie?
gap> G:= Group ((1,2), (1,2,3));

Group([ (1,2), (1,2,3) ]
gap> AsList (G);
[ 0. 23, 12, @23, (@132, (13 ]

7. Kongruenzrelationen auf Grupp en

Definition  2.26 Sei(G; ) eine Gruppe, und sei eineRelation auf G. Diese
Relation ist komgatibel mit , wennfer alle g;; g;h;;h, 2 Gmit g g und
hy  hy audch

 hi o h
gilt. Eine Aquivalenzrelationauf G, die kompatibel mit ist, heit Kongruenz-
relation auf (G; ).

Beispiel: Auf der Gruppe (Z; +) ist die Relation , die durch
X y: b5teiltx vy
de niert ist, eine Kongruenzrelation.
Ubungsa uf gaben 2.27.
(1) Sei(G; ) eine Gruppe, und sei  eine Kongruenzrelation auf (G; ). Seien

a;b2 G so,dassa b. ZeigenSiea ' b 1.
Sei (G; ) eine Gruppe und sei  eine Kongruenzrelation Auf der Menge G=
aller Klassenmodulo  de nieren wir folgendeVerknepfung} .

h=} &= =(h )= furaleg;?2G:

(1,4)(2,3)
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Wir mussennadhweisen,dass} wohlde niert ist. Dazuist zu zeigen,dassg  g°
und h  h%impliziert, dassg h g° hPgilt. Dasgilt, weil eine Kongruenz-
relation ist.

Wir bestreiben jetzt alle Kongruenzrelationenauf einer Gruppe.

Satz 2.28 Sei (G; ) eine Gruppe, und sei  eine Relation auf G. Dann sind
folgendeAussagemaquivalent:

(1) Die Relation ist eine Kongruenzelation auf G.

(2) Es gibt eine Untergruppe (N; ) von (G; ), sadassgilt:
(@) 8g2G8n2N : g?! n g2 N (Normalteilereigenschaft)
(b) 8x;y2G : x vy, x! y2N

Wenn N die Tragermengeeiner Untergruppe von (G; ) ist, die die Eigenstatft
furalleg2 G;n2N :g! n g2N
erfullt, dannheit N Normalteiler von (G; ).
Beispiele:
SeiG = (Z;+) ;N =5 zjz2 Zg. Dann ist N ein Normalteiler von
(S%e’izc)s.; ) abelst. Dann st jede Tragermengeeiner Untergruppe ein Nor-

malteiler von G.
In S; sind folgendeUntergruppen Normalteiler:

Ss= 6

6
3 nicht normal T

T 3
ol
nur
Normalteiler

1 Normalteiler

Esgilt (132) (12) (123) = (13), daherist die Mengef(); (12)g kein
Normalteiler.

Beweisvon Satz 2.28: Wir zeigenzunadst die Implikation (1) ) (2):

Wir xieren eineKongruenzrelation auf G. Wir behaupten,dass
N =fx2Gjx 10

ein Normalteiler ist, und dassdie Bedingung

(7.1) X vy, xty2N
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erfullt ist. Zunadst zeigenwir, dassN TragermengesinerUntergruppevon (G; )
ist. Wir xieren x;y 2 N und zeigenx ! 2 N. Wir wissen,dassx 1; gilt. Da

eine Kongruenzrelationist, gilt auch x * x x ! 1g. Dahergilt 1o x ?!
und somit auch x ' 2 N. Nun zeigenwir, dassauch x y 2 N liegt. Wir wissen
X lgundy 1g;alsogilt x y 1s 1s = 1g, und daherliegtx yin N.

Um zu zeigen,dassN ein Normalteiler von (G; ) ist, xieren wir g 2 G und
n2 N undzeigeng! n g2 N.DasElemert g! n gliegtin N, falls
g! n g 1 gilt. Wir wissen,dassn 1 gilt. Dahergit g* n g *und
gl n g L.

Nun zeigenwir, dassdie Eigensbaft (7.1) ebenfallserfullt ist: wir zeigenzuerstdie
Implikation\) ". Wir xieren x;y 2 Gmit x y.Danngilt auchx * x x !y,
und somitliegt x * yin N. Fur\( " xieren wir ;y2 Gmit x * y2 N.Es
gilt dannx ' y 1, unddaherauchx x ! y x 1g,undsomity X.

Jetzt zeigenwir die Implikation: (2) ) (1): SeiN ein Normalteiler von G und
de niert durch

x y, x! y2N:
Wir messen zeigen, dass  eine Kongruenzrelation ist. Dazu xieren wir
X1;X2;Y1; Y2 2 G mit X3 X2 und y; Yo. ZU zeigenist X; Yy X2 Yo,
d.h.,

(X1 y1) ' X2 y22N;

also

1 1

Yi© Xgo Xz Y22 N
Wir habeneinn 2 N, sodassxl1 X2 = n. Dann ergibt sich
Vit Xt X2 2=yt onoy,
ZY11 n ym yll Ya:
Der letzte Ausdrudk liegt in N.

Wenn (G; ) eine Gruppe und N ein Normalteiler von (G; ) ist, dann ist

ni= f(x;y) 2 G Gjx 'y 2 Ng eine Kongruenzrelationvon (G; ). Die
Faktorgruppe (G= y;} ) sdireibt man aud einfac als G=N. Die Gruppe G=N
heit Faktorgruppe von G modulo N.

Satz 2.29 Seien(G; ) und (H; ) Gruppenundsei' : G! H ein Homomor-
phismus.Dann ist ker' = fxj' (x) = 149 ein Normalteiler von G. Au erdem
gilt fur alle x;y 2 G, dassx ! y genaudannin ker' liegt, falls' (x) ="' (y).

Fur einenGruppenhomomorphisms' von (G; ) nach (H; ) bezeitbinenwir mit
im' die Mengef' (g)jg 2 Gg. Die Mengeim' ist dann Tragermengeeiner
Untergruppe von (H; ), und esgilt folgenderSatz:

Satz 2.30 Seien(G; ) und (H; ) Gruppenundsei' : G! H ein Homomor-
phismus.Dann ist die Gruppe (im*; ) isomorph zur Faktorgruppe G=ker" .
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Satz 2.31 (Satz von Sylow). Seip eine Primzahl, seia2 N, und seim 2 N so,

dassggT (p;m) = 1. Sei G eine Gruppe mit p? m Elementen.Dann hat G eine
Untergruppe mit p* Elementen.

Beispiel: Jedel2-elemetige Gruppe hat eine Untergruppe mit 4 Elemenen.



KAPITEL 3

Ausgew ahlte Kapitel der Diskreten Mathematik

1. Graphen

1.1. Denition eines Graphen.

Definition 3.1 Ein Graphist ein Tripel (V; E; 1), wobei V; E endliche Mengen
sind, V 6 ;, | V E, und fur alle e 2 E die Mengefv 2 Vj(v;e) 2 Ig
zweielemetig ist. Die Elemerte ausV sind die Knoten, die Elemerte ausE die
Kanten desGraphen.

Falls (v;e) 2 I, dann sagenwir, dassdie Kante e mit dem Knoten v inzidiert.
Falls x;y 2 V sosind, dassesein e 2 E gibt, sadass(x;€) 2 | und (y;e) 2 I,
dann sagenwir, dassxy eine Kante desGraphenist.

Ein Graph heit einfach wennzwishenzwei Knoten immer hechstenseineKante
verlauft. UnsereDe nition einesGraphen lasstkeine Sdhleifen, also Kanten mit
dem gleichen Anfangs-und Endpunkt zu.

Definition 3.2 Sei(V;E;|) ein Graph, und seiv ein Knoten desGraphen.Dann
ist der Grad von v de niert als die Anzahl der Kanten, die mit v inzidieren.

Ubungsa uf gaben 3.3
(1) Sei(V;E;I1) ein Graph. ZeigenSie:
X

jilj = Grad (v):
v2V
(2) Sei(V;E;|l) ein Graph. ZeigenSie:
jlj=2 jEj:
(3) ZeigenSie, dassein Graph eine geradeAnzahl von Knoten ungeradenGrades

hat.

(4) Geben Sie eine De nition von Ggaphen, die Schleifen zulasst. De nieren Sie
den Grad einesKnoten so,dass ,, Grad(v) das Doppelte der Kantenan-
zahl ist.

(5) Geben Sie eine De nition von Graphen, die Schleifen zulasst, und die eser-
laubt, dasszwisdhen zwei Knotengnehr als eine Kante verlauft. De nieren Sie
den Grad einesKnoten so,dass ,, Grad(v) das Doppelte der Kantenan-

zahl ist. ”
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1.2. Eulersc he Wege.

Definition 3.4 Seik 2 Ng. Eine Folge (Xo; €1; X1; €; X2; 111 &; Xk) heit Ver-
bindungder Langek, wenn alle x; Knoten und alle e, Kanten desGraphensind,
und au erdem fur allei 2 f1;2;:::;kg die Knoten x; ; und X; genaudie Knoten
sind, die mit g inzidieren. Eine Verbindung heit Weg, wenn alle ¢ voneinander
verstiedensind. Ein Wegist geschlossenvenn X, = Xp.

Zwei Knoten einesGraphensind verbundenwenn eseineVerbindung mit Anfang
Xo und Ende xi gibt. Die Relation \v erbundensein” ist eine Aquivalenzrelation
auf denKnoten. lhre Aquivalenzklasserhei en Zusammenhangskongmentendes
Graphen. Ein Graph mit nur einer Zusammenhangsimponerte heit zusam-
menhangend

Definition 3.5 Ein gestilossenerWeg in einem Graphen heit Eulerscher
Kreis, wenn er jede Kante desGraphen genaueinmal erthalt.

Der Name komnt daher, dasssich Euler uberlegt hat, ob eseinen Spaziergang
eiber die sieben Brecken Kenigskergsgibt, bei dem man eber jede Breicke genau
einmal geh.

Satz 3.6. Ein Graph enthalt genau dann einen EulerschenKreis, wenn nur
hechstenseine Zusammenhangskongmente Kanten enthalt, und jeder Knoten
geaden Grad hat.

Beweis: Wir zeigenzunadst, dassdie Bedingung, dassjeder Knoten geraden
Grad hat, notwendigist. Seik die LangedesWegesseiv ein Knoten, und sei

I(v) :=fi2f0;:::;k  1gj x; = va:

Danninzidiert v mit allenKantenin fe ji 2 1 (v)g[ fe+1 ji 2 1 (v)g. Der Knoten
v inzidiert nur mit Kanten in dieserMenge:Wennv mit einer Kante e inzidiert,
musse irgendwo im Eulersden Kreis vorkommen,und somit gleich irgendeinem
g sein.Dannist aber entwederx; ; oderx; gleich v. Au erdem sindfuri;j 2 1 (v)
mit i 6 | die Mengenfe;e.;gundfeg;eg.,gdisjunkt: wenne = g.,, dann gilt
audh i = j + 1. Somitist x;ex; ein Teil desKreises.Da x; = x; = v, inzidiert g
nur mit v { ein Widerspruch zur Sdleifenfreiheit desGraphen. Somit inzidiert v
mit einer geradenAnzahl von Knoten.

Da ein Eulersder Kreis nur Knoten der gleichen Zusammenhangsikmponerte
erthalt, messenalle Kanten zwisdien Knoten in der gleichen Zusammenhangs-
komponerte verlaufen.

Wir zeigennun, dassdie Bedingung,dassjeder Knoten geradenGrad hat, hinrei-
chend ist. Wir gehenmit Induktion nach der Anzahl der Kanten vor. Wenn der
Graph keineKanten erthalt, soseiv ein Knoten. Die Folge (V) ist ein Eulersder
Kreis der Lange 0. Wenn der Graph eine Kante e; von X nadh x; erthalt, so
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verlangern wir diesenWeg, bis wieder nicht mehr weiter kennen. Da alle Kno-
ten geradenGrad haben, kann das erst passieren,wenn wir ein kK mit xx = Xg
gefundenhaben. Wir haben also einenWeg Xxpe1 Xy :::exXx mit kK 2 N gefunden.
Wir bilden nun einenneuenGraphen G° indem wir aus G die Kanten ey;:::;
entfernen. Jeder Knoten von G° hat geradenGrad. Wir kennen nad Indukti-
onswraussetzungn jeder Zusammenhangskmponerte Z von G° die zumindest
eineKante enthalt, einenEulerstien Kreis C(Z) nden. JededieserKomponen-
ten enthalt zumindestein x;, und dann auch einedamit inzidierendeKante. Also
kennenwir jedenKreis C(Z) an denKreis Xpe;  Xx anhangen.

1.3. Planare Graphen.

Definition ~ 3.7. Ein Graph ist planar, wenn er sich in R? \ bersdineidungsfrei
zeicnen lasst".

Definition 3.8, Ein ebener Graph ist ein Paar (G;Z), wobei G ein planarer
Graph und Z eineuberstineidungsfreieZeichnung von G in R? ist.

Satz 3.9 (Euler). Sei G ein zusammenkngender,elener Graph mit v Knoten
und e Kanten, der die Ebenein f Flachenunterteilt. Dann gilt

v et+f =2
BeweisskizzeWir zeigen,dassfur jedenebenenGraphenmit z Zusammenhangs-

komponenen die Gleichungv e+ f = 1+ z gilt. Daskann man durch Induktion
nad der Kantenanzahlzeigen.

Satz 3.1Q SeiG ein einfacherplanarer Graph. Dann hat G einenKnoten, dessen
Grad hechstens5 ist.

Beweis: ([Aigner and Ziegler, 1998]) Sei G ein einfacdher ebener Graph, und
seienv; e;f die Anzahl der Knoten, Kanten, Flachen. Wir nehmenv 3 an. Wir
bilden die Menge

F=1f(xy;a)jx2V;y2V,xy ist Kante von V;
a liegt redchts von xy; wenn man von x nach ygeh.g
Fur jede Fladche a de nieren wir die MengeseinerBegrenzungsseitemls
f(x;y)2V?j(xy;a) 2 Fg:

Fur jedesi 2 N seif; die Anzahl der Flachen mit genaui BegrenzungsseitenEs
gilt X
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und X
jFj= fi i
i2N
Da G einfad ist, gilt f; = f, = 0, und somit
2 3f O

Fur jedesi 2 N seiv; die Anzahl der Knoten vom Grad i. Fur die Inzidenzrelation
| zwischen Knoten und Kanten gilt

jlj= 2e
und X
jihj= v, I
i2N
Ausserdemgilt X
Vi = V.
i2N

Wenn wir annehmen,dassalle Knoten Grad 6 haben, sogilt v; = v, = =
vs = 0.Alsogilt 2e 6v 0.Alsoqgilt (2e 6v)+2(2e 3f) O0,somitv e+tf O
im Widersprud zur Eulersdien Flachenformel.

Ubungsa uf gaben 3.11

(1) [Aigner and Ziegler, 1998, p.59] Sei G ein einfacher planarer Graph mit
v 3 Knoten und e Kanten. Dann gilt e 3v 6.

(2) [Aigner and Ziegler, 1998, p.59] Zeigen Sie, dass die Graphen K (der
vollstandige Graph mit 5 Knoten) und K 3.3 (der vollstandige bipartite Graph
mit 2 mal 3 Knoten) nicht planar sind.

Satz 3.12 SeiG ein einfacherplanarer Graph. Dann kann man die Knoten von
G so mit 6 Farben farben, dasskeine zwei Knoten, zwischendeneneine Kante
verlauft, die gleicheFarbe halen.

Esreichen sogar4 (statt 6) Farben (Vierfarbensat?).

2. Der Satz von Ramsey

Feur eineMengeX und eineZahl p2 N bezeitinenwir mit 7§ die Mengealler
p-elemenigen Teilmengenvon X . Eine Partition einer MengeU in t Teilmengen

Al A [ Ac=Uist,und fur allei;j 2 f1;2;:::;tgmit i 6 j die Menge
Ai\ A; leerist.

Satz 3.13 Seienp;t;n 2 N. Dann gibt eseine Zahl N 2 N, salassfolgendes
erfullt ist:
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Fur jede MengeX mit jXj N und jede Partition von % in
t Teilmengender Form

>,() = A1l Az [ At

gibt es eine n-elementige TeilmengeY von X und ein j 2
f1,2;:::;tg, sadass Y, A;. (Das heit, dassalle alle p-
elementigenTeilmengenvon Y in der gleichenKlasseder Par-
tition sind).

Aquivalert ist:

Satz 3.14 Seienp;t;n 2 N. Dann gibt eseine Zahl N 2 N, salassfolgendes
erfullt ist:

Sei X eine Menge mit N Elementen. Wir farben jede p-
elementige Teilmengevon X mit einer von t Farben. Dann
gibt es eine Menge Y X mit n Elementen, sadass alle p-
elementigenTeilmengenvon Y die gleicheFarbe halen.

Das kleinste N, fur das die Aussageerfullt ist, bezeitinen wir mit r(p;t; n)
(Ramsey-Zahl).

Wir betrachten Spezialille:

p= 1,n= 2: Esgibt ein N, sadassfer jede MengeX mit N Elemerten
folgendesgilt: Wenn man die Elemerte von X in t Klassenaufteilt, so
gibt eszwei Elemerte, die in der gleichen Klasse liegen. Daraus sehen
wir r(1;t;2) = t + 1. (Schubfadchprinzip)

Ubungsa uf gaben 3.15
(1) Beredinen Sier(1;t; n) fur allet;n 2 N.

Weitere Spezialflle:

p=2t=2,n= 3:Man wei, dassr(2;2;3) = 6ist. Dashei t:
Wenn man jede 2-elemetige Teilmengeneiner 6-elemetigen
Mengeentwederrot oder blau farbt, dann gibt esdrei Elemerte
a;b;c, sadassf a;bg, fa;cg und f b;cg die gleiche Farbe haben.

Das kann man auch soformulieren:

SeiK der vollstandige Graph mit 6 Knoten und (§) Kanten.
Wir farbenjedeKante entwederrot oder blau. Dann erthalt der
Graph ein einfarbigesDreied, alsodrei Knoten Xx;y; z, sadass
Xy, Xz und yz die gleiche Farbe haben.

Ubungsa uf gaben 3.16
(1) ZeigenSier(2;2;3) 6.
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(2) ZeigenSier(2;3;3) 17.

(3) ZeigenSier(2;k;3) (r(2;k 1;3) 1) k+ 2.

(4) (Lastiger Spezialfall I) Beredinen Sier(p;t; p)!

(5) (Lastiger Spezialfall [I) Seip n. Wasist r(p;1;n)?
(6) (Lastiger Spezialfall I11) Seip> n. Wasist r(p;t; n)?

Lemma 3.17 Seienp;t 2 N. Dann sind folgendeAussagenaquivalent:

(1) Fur alle n 2 N gibt esein N 2 N, salass es fur jede Farbung
der p-elementigenTeilmengenvon f1;2;:::;Ng mit t Farben eine n-
elementigeTeilmengeY vonfl;2;:::;Nggibt, sadassalle p-elementigen
Teilmengenvon Y die gleicheFarbe halen.

(2) Fur allen 2 N gibt esein M 2 N, salassfolgendesgilt: fur jede M -
elementigeTeilmengeX der naturlichen Zahlenund fur jede Farbungder
p-elementigenTeilmengenvon X mit t Farben gibt eseine n-elementige
TeilmengeY von X, salassalle p-elementigenTeilmengenvon Y, die
das gleicheminimale Element haten, die gleicheFarbe haten.

Beweis: (2) ) (1): Wir xieren n 2 N. Wegen(2) gibt esein M, sadasses
fur jede Farbung der p-elemetigen Teilmengenvon f1;2;:::; Mg mit t Farben
einet(n 1)+ l-elemetige TeilmengeY von f1;2;:::;Mg gibt, sadassalle
p-elemernigen Teilmengenvon Y, die das gleiche minimale Elemert haben, die
gleiche Farbe haben. Wir behaupten,dassN := M in (1) dasGeweinsdite leistet.
Wir xieren eine Farbung der p-elemetigen Teilmengenvon f1;2;:::;M g mit
t Farben, und wahleneine(t(n 1) + 1)-elemetige TeilmengeY wie oben. Fur
jede Farbe f der t Farben de nieren wir die MengeM; = fx 2 Y j jede p-
elemetige Teilmengevon Y mit x als minimalem Elemert hat die Farbe f g.
Eine der MengenM; hat zumindestn Elemene. Alle p-elemeiigen Teilmengen
von M haben dann die gleiche Farbe.

BeweisdesSatzesvon Ramsey:Wir de nieren ein Pradikat
G(p;t; n)

dadurch, dass G(p;t; n) wahr ist, wenn der Satz von Ramsey fur p;t; n gilt,
das heit, wenn esein N gibt, sodassfur alle N-elemenigen Mengenund al-
le Farbungender p-elemettigen Teilmengen. ... Wir wissen,dassz.B. G(2; 2; 3)
wahr ist.

Wir beweisenjetzt, dassG(p;t; n) fur alle p;t; n 2 N gilt, durch Induktion nac
p.
p = 1. Wir xieren t;n 2 N. Dann leistet N := t(n 1)+ 1 das
Geweinsdite.
Wir xieren p  2undt 2 N. Wir zeigennun, dassdie Eigensbaft (2)
ausLemma3.17gilt. Wir zeigendieseEigensbaft durch Induktion nad
n.
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{ Farn pleistet M := p das Geweinsdite.
{ Wir xieren n > p. Mit der Induktionsvoraussetzungproduzieren
wir ein M fur n 1. Wir behauptennun, dass

M%=1+r(p 1t;M)

das Geweinsdite leistet. Wir xieren dazu eine Farbung der p-
elemenigen Teilmengenvon X = f1;2;:::; M % mit t Farben.

Wir gebennun jederp 1-elemetigen TeilmengeZ von X nf 1g die
Farbevon f1g[ Z. Wir nden dann (wegender Induktionsvoraus-
setzungder Induktion nac p) eineM -elemeitige TeilmengeA von
X nflg, sodassallep 1-elemetigen Teilmengenvon A die gleiche
Farbe haben.

Wir wahlennun nacd Induktionsvoraussetzung(der Induktion nach
n) eine (n  1)-elemenige Teilmenge B von A, sodass alle p-
elemenigen Teilmengernvon B mit demgleichen minimalen Elemert
die gleiche Farbe haben.

Wir behaupten,dassB [ f1g das Geweinsdite leistet. Wir wahlen
dazu zwei p-elemenige TeilmengenP;;P, von B [ f1g mit dem
gleichen minimalen Elemernt. Ist diesesElemen 1, so haben Py; P,
die gleidhe Farbe, da alle p-elemenigen Teilmengenvon A[ f1g, die
1 erthalten, die gleiche Farbe haben.

Ist diesesElemen nicht 1, dann sind P4; P, beide p-elemenige Teil-
mengenvon B und haben daher die gleiche Farbe.

Satz 3.18 (Erdps-Szekres) Sein 2 N. Dann gibt eseine Zahl N, salassjede
Mengevon N Punkten in der Ebene, von denenkeine drei auf einer Geraden
liegen, n Punkte enthalt, die die Eckpunkteeineskonvexenn-Ecks sind.

Hinweis zum Beweis: Far n = 4 funktioniert N = 5. Fer n > 4 kann man
N := r(4;2;n) wahlen.

Satz 3.19 Seit 2 N. Dann gibtesein N, sadassesfur jede Gruppe G mit mehr
als N Elementenund jede Aufteilung von G nf1g in t Klasseneine Klassegibt,
die drei verschigleneElementex;y;z mit z = x y enthalt.

Mengef x;; xjg mit der Farbe von Xmﬁ(i-j) Xmax(ij ) -

Ubungsa uf gaben 3.20

(1) Seit 2 N. ZeigenSie, dasseseine Zahl N gibt, sodassfer jede Aufteilung der
Mengef1;2;:::;Ng in t Klassen es eine Klasse gibt, die zwei versdiedene
Zahlen und deren Summeerthalt.

(2) ZeigenSieden\unendlichen" Satz von Ramsey:
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Sei M eine unendliche Menge. Wir farben jede p-elemeriige Teil-
mengevon M mit einer von endlich vielen Farben. Dann gibt es
eineunendliche TeilmengeT von M, sodassalle p-elemertigen Teil-
mengenvon T die gleiche Farbe haben.
Hinweis: Nehmen Sie an, M sei abzahlbar unendlich. Gehen Sie mit Induk-
tion nadh p vor. Konstruieren Sie eine Folge (ai;ap;:::) von Elemerten in
M, sodassalle Teilmengenvon fa;ji 2 Ng, die das gleiche \minimale Ele-
ment" besitzen, die gleiche Farbe haben. (Der Beweis steht auch im Artik el
\Ramsey's Theorem" in http://en.wikipedia.org/w iki )
Verwenden Sie Ubung (2), um zu zeigen, dass jede reelle Zahlenfolge eine
monoton fallende oder eine streng monoton steigendeTeilfolge ernth alt.
(Dixons Lemma) Fur zwei Vektoren v;w 2 NK schreiben wir v Ow falls fur
allei 2 f1;:::;kg:vi w. Sei(vy;Vvz;:::) eine Folge von Vektoren in Ng.
Dann gibt eseine (unendliche) Teilfolge, die bezuglich © schiwach monoton
aufsteigendist. Hinweis: VerwendenSie den unendlichen Ramseysatzfur eine
bestimmte Farbung von Paaren von Vektoren mit 2 Farben.
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Polynome und Kerper

1. Kerper

Definition 4.1 Ein kommutativer Ring mit Eins R = (R;+; ; ;0;1) ist ein
Kerper wenn

(1) iR} 2,
(2) Fur allex 2 Rnf0Og gibt eseiny 2 R mit x y= 1.

Ubungsa uf gaben 4.2

(1) ZeigenSie, dassesin einemKerper fur jedesx hedhstenseiny mit x y =1
geben kann.

(2) Zeigen Sie, dassdas Produkt zweier Elemerte in einem Kerper nur dann 0
ist, wenn einer der Faktoren gleich O ist.

In einemKerper hat jedesElement a 6 0 genauein multiplik ativ inversesEle-
ment; wir bezeibnenesmit a *. Fur jede Primzahl p ist der Ring Z, ein Kerper.

Definition 4.3 SeiE = (E;+; ; ;0;1) einKerper,undseiK E. Die Menge
K ist dann Tragermengesines Unterkerpers von E, wenn

(1) 02K, 12K,
(2) farallex;y2 K git x+y2 K, x y2K,x y2K,
(3) fur allex 2 K nfOg gilt x 12 K.

Wenn K Tragermenge eines Unterkerpers von E ist, so ist K =
(K;+jk k3] k5 Jk k:;0;1) selbstein Kerper. Wir bezeitinen K dann als Un-
terkerper von E, und E als Erweiterung von K .

Ubungsa uf gaben 4.4

(1) ZeigenSie: Der Durchsdnitt beliebig vieler Tragermengenvon Unterkerpern
einesKeorpersist wieder TragermengeeinesUnterkerpers.

(2) Sei E ein endlicher Kerper, und sei K E mit jKj 2 so, dassfer alle
X;¥y 2 K auch x + y und x y in K liegen. Zeigen Sie, dassK Tragermenge
einesUnterkerpersvon E ist.
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2. Polynome
Definition 4.5 Sei K kommutativer Ring mit Eins. Dann ist K[t] .= fa 2
KN joi2N8 2N:j i) a = 0g.
Definition  4.6. Addition und Multiplik ation auf K [t].
Definition  4.7. Seif 2 K[t]. degf = :::, deg0:= 1.

P .
Mit t = (0;1;0;:::) gilt a= (ag;aq;::) = %92 gt
Definition 4.8 SeiK Kerper, und seienf ;g2 K t].

(1) f teilt g, wennesq?2 K|t] gibt, sadassg=q f.

(2) f ist invertierbar, wenn degf = 0.

(3) f istirreduzikel mber K (ein irreduziblesPolynomin K [t]), wenndegf
1undfeur allea;b2 K[t] mit a b= f entwedera oder b Grad 0 hat.

(4) f ist normiert, wenn esfahrendenKoe zien ten 1 hat.

Satz 4.1 SeiK Kerper, undseienf;g2 K[t]. Wennf 6 O, sogibtesq;r 2 K|t]
mit g=q f + r und degr < degf .

Definition 4.9, Sei(R;+; ) ein Ring, und seil R. | ist ein Ideal von R,
wennfer allei;j 21 undr 2 Rgilt: i j21,r i21,i r2l.

Kongruenzrelationenund Ideale einesRingessind einanderdurch 7! 0= bi-
jektiv zugeordnet.

Satz 4.2 (K [t] ist Hauptidealbereid). SeiK ein Kerper, und seil ein Ideal von
K[t]. Dann gibtesf 2 K[tJmit | = fp f jp2 KJt]g= (f).

Wenn | 6 0, dann gilt fur jedesf mit degf = minfdegi ji 2 | nfOgg, dass
| = (f).

Satz 4.3 (ggT in K[t]). SeiK ein Kerper, und seienf ;g 2 Kt], nicht beideO.
Dann gibt esgenauein d 2 K [t], sadass

(1) dif , djg.
(2) Fur alle u mit ujf und ujg gilt ujd.
(3) dist normiert.

Diesesd heit derggT vonf undg. Esgibtu;v 2 K]Jt], sadassu f +v g=d.
BeweisskizzeWir wahlenfer d einennormierten Erzeugerdesidealsl = fu f +
v gju;v2Kitlg.

Satz 4.4 SeiK Keorper, f 2 K|[t] irreduzitel wker K. Dann ist K[t]=(f) ein
Kerper.
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3. Zerfallungsk erp er

Satz 4.5 SeiK ein Kerper, und sei f ein normiertes Polynom in K|[t] vom
Grad n. Dann gibt es einen Erweiterungslerper E von K, sadassjeder in E[t]
irreduzibleTeiler vonf Grad 1 hat.

Beweis: Wir beweisenfolgendeAussagedurch Induktion nad n:

Fer jedenKerper K und jedesnormierte Polynomf 2 K[t] vom
Grad n gibt eseinenErweiterungslerper E von K, sodassjeder
in E[t] irreduzible Teiler von f Grad 1 hat.

Fur n = list die Aussageklar. Wir xieren nun einenKerper K und ein Polynom
f 2 K[t] mit degf = n> 1. Wir zerlegenf in ein Produkt von normierten, uber
K irreduziblen Polynomenin K [t]. Seig einer der irreduziblen Faktoren. Wir
bilden denKerper L := K [t]=(g). Wir %gigennun, dasst + (g) eineNullstelle von

f ist'. Dazuberedinenwir f (t+(g)) = %9 f; (t3 (g))'. Wir wissen,wje manin
Quotienten, alsoin K [t]=(g) rechnet, und erhalten %9' f, (t+(g))' = ( *9' f,
t') + (g). Wir wi&en,dasjedesPolynomf = (forfa;foriit;faegr; 0;0;::2) die
Eigensbaft f = 9" f; t erfullt, Slajat = (L,0,0;::9), th = (0,10;,0;::),

t? = (0;0,1;0;0;:::2);:::. Also gilt ( *9"f; t)+ (g) = f + (g). Da gjf, gilt
f +(g) =0+ (g). Alsoist t+ (g) eineNullstelle vonf in L. Daf eineNullstelle
[ in L hat, gibt esh 2 L[t], sodassf = (t 1) h. Dah kleinerenGrad alsf hat,
gibt esnach nadh Induktionsvorraussetzungeinen Erweiterungslerper M von L,
sadassjeder in M [t] irreduzible Teiler desPolynomsh Grad 1 hat. In M [t] hat
jederirreduzible Teiler von f alsoGrad 1.

Definition  4.1Q SeiF ein Kerper, und seif 2 F[t], n := degf 1, und sei
E ein Kerper. E heit Zerfallungslerper von f eber F, wenn er ein Erweite-

rungskerper von F ist, und esa;ey;:::;e, 2 E gibt, sodass
'
f=a (t e)
i=1
und E dervon F und fe;; e;:::;eg erzeugteUnterkerper von E ist.

Satz 4.6. Fur jedes nichtkonstante Polynom f wlker einem Kerper K gibt es
einen Zerfallungslerper von f wuber K.

1L ist zunachst kein Erweiterungskerpervon K , da K keine Teilmengevon L ist. Man kann
aber leicht einen Kerper L° angeten, der zu L isomorph ist, und K als Unterkerper erthalt,
indem man in L jedeskonstante Polynom (ko; 0;0;:::) durch kg ersetzt.
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4. Irreduzible Polynome wber Q

P .
Definition ~ 4.11 Seia= [, at' 2 Z[t], a6 0. Wir de nieren den Inhalt von

Lemma 4.12 Seienf;g2 Z[t]nf0g. Dann gilt cori(f g) = cort(f) cort(g):

Satz 4.7 Seif 2 Z[t]nf0g, seieng;h 2 QIt] so, dassf = g h, und seien
; 2 Zso,dass g2 Z[tjund h2 Z[t]. Wir setzen:
L cort( g) cort( h);

0 .— 1 .
g = contg g) g,

ho = cont( h)
Danngilt f = (g° h9 und 2 Z, g°2 Z[t], h°2 Z][t].

P :
Satz 4.8 (EisensteinKriterium) . Seienn 2 N, p Primzahl, a= ., ait' 2 Z[t]
so, dass

(2) pGa,
(3) P* §ao.

Dann ist a ein in Q[t] irr eduziblesPolynom.

Satz 4.9 Seia 2 Z[t], n := dega, und seir eine rationale Nullstelle von a =
aot’+  + a,t". Dann gibtesp;q2 Z, sadassr = g und pjag, gja,.



KAPITEL 5

Endlic he Kerp er

1. Primk erper

Der Durchsdnitt aller Unterkerper einesKerpers E ist wieder ein Kerper, er
heit Primkerper von E.

Satz 5.1 SeiE ein endicher Kerper. Dann gibt eseine Primzahl p, sadassder
Primkerper von E isomorphzu Z,, ist.

Beweis: O ensichtlich sind allea 1 mit a 2 Z in jedem Unterkerper von E
erthalten. Da E endlich ist, gibt esa;b2 Nmit a> bunda 1= Db 1, also
(@ b 1= 0.Wir zeigennun, dass

minfn2 Njn 1= 0g

eine Primzahl ist. Seip diesesMinimum. Wennesc;d < p gibt, sodasscd = p,
danngilt (c 1) (d 1)= 0, alsoertwederc 1= O0oderd 1= 0.Daswidersprict
der Minimalit at von p. Die Abbildung

Z ! E

z 7' z 1

ist ein Ring mit Eins-Homomorphisnus. Sie hat den Primkerper von E als Bild,
ihr Kern ist pZ. Der Primkerper von E ist alsoisomorphzu Z=pZ = Z,,.

Sei E ein Kerper. Das kleinste p 2 N sodassp 1 = 0 heit Charakteristik von
E. Wenn eskein solthhesp 2 N gibt, dann de nieren wir die Charakteristik von
E alsO.

Ubungsa uf gaben 5.2

(1) Bestimmen Sie den Primk erper desKerpers der komplexen Zahlen.
(2) ZeigenSie, dassder Primk erper einesbeliebigenK erpers entweder isomorph
zu Z, fur irgendeine Primzahl p, oder isomorph zu Q ist.

Satz 5.3 Die Anzahlder Elementeeines endichen Kerpers ist eine Primzahl-
potenz.

Wir beweisenfolgendestarkere Aussage:

Satz 5.4 Sei K ein Unterkerper des endichen Kerpers E. Dann gibt es ein

n 2 N, sadassjEj = jKj". 66
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Beweis: Durch die skalare Multiplik ation : K E ! E,k e:= k ewird
(E;+; ;0; ) zu einem Vektorraum eber K. Wegender Endlichkeit von E hat
E eine endliche BasisB = (by;:::; k). Die Abbildung, die jedeme 2 E sein
Koordinatentupel (e)g zuordnet, ist eine Bijektion von E nach K".

Satz 5.4 folgt nun, wenn man als K den Primkerper von E wahlt.

Satz 5.5 SeiE ein Kerper der Charakteristik p mit g = p™ Elementen. Dann
gilt fur alle x;y 2 E:

(1) (x+y)P=xP+ yP.
(2) x9= x.

Beweis: (1): Nadch dem binomisten Lehrsatz gilt
X1 o
(x+y)P=xP+ (7)) xyPl+yP
i=1
Da(P) furallei 2 f1;2;:::;p 1g Vielfache von p sind, gilt (x + y)P = xP + yP.

(2): Wir verwendenden Satz von Fermat fer die Gruppe (E ; ) und erhalten,
dassalle x 6 0 die Gleichung x% * = 1 erfullen.

®Ubungsa uf gaben 5.6.

(1) SeiK ein Kerper der Charakteristik p, seim 2 N, und seienx;y 2 K. Zeigen
Sie:(x + y)P" = xP" + yP"

(2) Sei K ein Kerper, und seif 2 K|[x]. Seien g 2;:::; k 2 K paarweise
versdiedeneNullstellen von f . ZeigenSie,dass ~(x i) ein Teilervonf in
K [x] ist.

(3) ZeigenSie, dassein Polynom in K[x] vom Grad n, dasn + 1 versdiedene
Nullstellen hat, automatisch das Nullp olynom sein muss.
(4) SeiK ein Kerper der Charakteristik p und sei 2 K.
() Zeigen Sie mithilfe des Satzes,dassfur alle z 2 Z die Kongruenz zP
z (mod p) gilt, dassdas Polynom

f(x)=(xx+ )P xP P

zumindest p Nullstellen hat (probieren Sie n mit n 2 Z).

(b) Bestimmen Sie den Grad diesesPolynoms.

(c) Sdlie en Sie daraus, dasspj(';’) far allei 2 f1;2;:::;p 1g, und dass
faralle ; 2K gilt: ( + )P= P+ P,

2. Die multiplik ativ e Grupp e eines endlic hen Kerp ers
Satz 5.7. Die multiplikative Gruppe einesendichen Kerpers ist zyklisch.

Wir zeigendiesenSatz mithilfe desfolgendenSatzes.
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Satz 5.8 SeiA = (A; ) eine akelscheGruppe mit neutralem Element 1. Wenn
es fur jedesn 2 N hechstensn Elementein A mit x" = 1 gibt, dann ist A
zyklisch.

Beweis: Seih := jAj. Falls h = 1, ist A klarerweisezyklisch. Wir nehmenalso
nun h 2 an. Wir bilden die Primfaktorzerlegungvon h und nden alsoN 2 N,

W
h= Pm' ™
m=1

Wir werdennun fur jedesi 2 1;2;:::;NgeinElemert a und einElemert b 2 A
h
wahlen: Da& < h, gibt esein Elemert g 2 A, sadassa;» 6 1. Wir setzen

b= ai?th:
Es gilt dann (Satz von Fermat)
(2.1) h?" = 1.

Seinun k die Ordnung von by, alsodaskleinsten 2 N, sadass(h)" = 1. Dakjp"
gibt eseins; 2 f0;1;:::;r;g, sodassk = p;%. Wir zeigennun

(22) ST
Nehmenwir ans; r; 1. Dann gilt

bpi'i T 1;
also i

ar =1L

Daswiderspricht der Wahl von a;; dieserWidersprud beweist (2.2). Die Ordnung
von b ist alsop"'. Wir bilden nun

c= h:

i=1

Klarerweisegilt ¢" = 1. Wir zeigennun, dassc wirklich Ordnung h hat. Wennc
h
gilt

(2.3) hri = 1

i=1
Fallsi 6 j, soqilt pi“jg. Wegen(2.1) sind alsoFaktorenin (2.3) mit i 6 j gleich
1. Wir erhalten also
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Da b wegen(2.2) die Ordnung p;"i hat, gilt p; rij%. Daher gilt p"i*jh, was
im Widersprudh zur Primfaktorzerlegung von h steit. Das Elemert c hat also
wirklich Ordnung h, und ist somit ein erzeugende&lemert fer die GruppeA.

Aus dem Satz 5.8 folgt nun direkt der Satz5.7,dain jedemKerper und fur jedes
n dasPolynom x" 1 hedhstensn Nullstellen hat.

Ubungsa uf gaben 5.9

(1) Sei(A; ) eine Gruppe,und seia2 A und n 2 N so,dassa" = 1. Zeigen Sie,
dassn ein Vielfachesder Ordnung von a ist.

3. Kerper aus irreduziblen Polynomen

Satz 5.10 Sei K ein Kerper, und seif 2 K|[x] irreduzitel wber K. Dann ist
K [X]=(f ) ein Kerper.

Als Quotient eineskommutativen Ringesmit 1ist K [x]=(f ) wiederein kommuta-
tiver Ring mit 1. Esreicht alsozu zeigen,dassjedesh 2 K [x]=(f ) mit h 6 0+ (f)
invertierbar ist. Seih®2 K|[x] so,dassh = h%+ (f). Daf irreduzibel ist, und h°®
kein Vielfachesvon f ist, gilt ggT(h%f) = 1. Es gibt alsou;v 2 K|[x], sadass
u h%+v f = 1.Esgilt also(u+ (f)) (h"°+ ) =u h+({Ff)=(@Q v f)+(f)=
1+ (F).

WennK ein endlicher Kerper mit g Elemerten ist, und f ein eber K irreduzibles

Polynom vom Grad n, dannist K [x]=(f ) alsoein Kerper mit " Elemerten. Wir
braudhen also zunadst irreduzible Polynome.

Satz 5.11 SeiK ein endicher Kerper mit g Elementen,und seif ein irr eduzibles
Polynom vom Grad n. Dann gilt f jx&  x.
Wir betrachten denKerper K [x]=(f ). DieserKerper hat " Elemerte. Esgilt also
wegenSatz 5.5 (2) (x + (f))¥ = x + (f). Das bedeutet

fix®  x
Satz 5.12 SeiK ein Kerper \r(nit g Elementen.Dann gilt

x )=x% x:

2K

Beweis: Beide Polynome haben q Nullstellen: fur das linke Polynom ist das of-
fensiditlich; fur dasredite eine Konsequenzaus dem Satz von Fermat bzw. aus
Satz5.5. Die Di erenz dieserbeidenPolynomehat alsomindestensq Nullstellen,
und einenGrad q 1. Die Dierenz ist alsodas Nullpolynom.

Lemma 5.13 SeiK ein endicher Kerper mit g Elementen,seim 2 N, und sei
f ein wber K irr eduziblesPolynom vom Grad m. Sei E ein Erweiterungslerper
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von K mit " Elementen.Dann zerfallt f in E[x] in ein Produkt lauter linearer
Polynome.

Beweis: Da degf = m, gilt nach Satz 5.11, dassf das Polynom x9"  x teilt.
Nacdh Satz5.12qilt Y
x a=x¥ x
a2E
DasPolynomf ist auch ein Polynom in E[x]. Jedereber E irreduzible Teiler von
f in E[X] teilt alsoeinesder Polynomein fx bj b2 Eg. Dasbedeutet, dassf
in E[x] vollstandig in Linearfaktoren zerfallt.

Wir bezeitinenein Polynomf alsnormiert, wennseinfehrenderKoe zien t (also
der Koe zien t von x%9")) gleich 1 ist.

Satz 5.14 Seip einePrimzahl, seim 2 N, undseiqg= p™. Seif ein normiertes,
uber Z,, irr eduziblesPolynomin Z,[x] vom Grad m. Dann ist jeder Kerper mit q
Elementenzu Z,[x]=(f ) isomorph.

Beweis: Sei E ein Kerper mit g Elemerten. Aus dem Lemma 5.13 wissenwir,
dassf eineNullstelle in E hat. Seib2 E so,dassf (b) = 0. Wir bilden nun die
Abbildung

D ZpIx] ' E

g 7' ob:

Die Abbildung ist ein Ring mit Eins-Homomorphisnus. Ihr Kern ist fg 2
Z,[x]j g(b) = 0Og. Seih der normierte Erzeugerdeslidealsker . Daf 2 ker,
gilt hjf . Da f irreduzibel wber Z,, ist, ist h erntweder von Grad 0 oder gleich f .
Im Fall, dassh vom Grad 0 ist, gilt wegenh(b) = 0, dassh dasNullpolynom ist,
was hjf widerspricht. Also ist h = f. Es gilt alsonach dem Homomorphiesatz,
dassZ,[x]=(f ) isomorphzu E ist.

4. Existenz irreduzibler Polynome

Wir geben im folgendeneinen Beweis daferr, dasses fur jedesn und fer jeden
endlichen Kerper K ein irreduzibles Polynom vom Grad n eber K gibt.

Satz 5.15 SeiK ein Kerper, und seif ein normiertes Polynom in K[x] vom
Grad n. Dann gibt es einen Erweiterungslerper E von K, sadassjeder in E[x]
irreduzibleTeiler vonf Grad 1 hat.

Wir beweisenfolgendeAussagedurch Induktion nach n:

Fur jedenKerper K und jedesPolynom f 2 K[x] vom Grad n
gibt eseinenErweiterungslerper E von K, sadassjeder in E[x]
irreduzible Teilervon f Grad 1 hat.
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Fer n = 1 ist die Aussageklar. Wir xieren nun einen Kerper K und ein Po-
lynom f 2 K[x] mit degf = n > 1. Wir zerlegenf in ein Produkt von nor-
mierten, eber K irreduziblen Polynomenin K[x]. Sei g einer der irreduziblen
Faktoren. Wir bilden den Kerper L := K[x]=(g). Wir zelgg,nnun dassx + (Q)
eine Nullstelle von f ist. Dazu beretinenwir F(x + (g)) = *9"f; (x + (g))'".
}A/Ig ¥VISS€I‘1 wie man in IQ;JOElenten also in K[x]=(g) redchnet, und erhalten

,eg fi x+ (@) = ( = fi x)+ (g). Wir wisgen, das jedes Polynom
f = (foif1ifa i ifaegr;0,0;::) die Eigenstaft f = ol f; x' erfullt, da
j?gxo—(loo )xl—(0100 ), x2 = (0;0;1;0;0;::2);:::. Also gilt
( %97 f, x)+(g) = f + (g). Dagjf, gilt f + (g) = 0+ (g). Also ist x + (g) eine
Nullstelle von f un L. Da f eine Nullstelle | in L hat, gibt esh 2 L[x], sadass
f = (x |) h.Dah kleinerenGrad alsf hat, gibt esnach nach Induktionsvorr-
aussetzungeinen Erweiterungslorper M von L, sadassjederin M [x] irreduzible
Teiler desPolynomsh Grad 1 hat. In M [x] hat jederirreduzible Teilervonf also
Grad 1.

Satz 5.16 SeiK ein endicher Kerper, und sein 2 N. Dann gibt esein uker K
irr eduziblesPolynom vom Grad n in K [x].

Beweis: Seiq := K. Es gibt einenErweiterungskerper E von K, in demx®  x
in lauter Linearfaktoren zerfallt. Wir bilden

L:=fe2Eje" e=Og:

Mit Satz 5.5 (1) erhalten wir, dassL ein Unterkerper von E ist; mit mit
Satz 5. 5 (2), dassL ein Erweiterungslorper von K ist. Da x4 x wber E in

] Y?“
¥ x=  (x &)
r=1
Mithilfe der Ableitung zeigt man, dassx® x quadratfrei ist, und dassdaheralle
e verstiedensind. Alle g liegenin L. Der Kerper L hat daher mindestensq"
Elemerte. Dax¥ x in E hechstensqg® Nullstellen haben kann, hat L hechstens
g" Elemerte.

Seinun ein erzeugende&lemert der multiplik ativen Gruppe (L ; ) vonL, und
seif 2 K|[x] ein normiertes, erzeugende&lemert desldeals

I =fg2 K[x]jg( )= 0g.
Wegenx? x 2 1 gilt | 8 f0g. Wir zeigennun:
(4.2) f ist einirreduziblesElemert von K [x]:

V_Vir neh_menan, es gibt normie_rte fi;f, 2 K[x] sadassf = f; f,. Dann gilt
fi( ) f2( ) = 0. Wennnun fy( ) = 0, soqilt fjf;, und somit f, = 1. Das
beweist (4.1).
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Die Abbildung
Kix] ! L
g 7t 9()
ist surjektiv (( x¥) = K fur alle k); ihr Kern ist 1. Wir wissen,das L genau

g" Elemene hat. K[x]=I hat daher ebenfallsgenauq" Elemerte, und somit gilt
degf = n. DasPolynom f ist alsoirreduzibel vom Grad n.
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