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Teil 1

Logik und Mengenlehre



KAPITEL 1

Aussagenlogik

1. Aussagen

Wir bezeichnen als eine Aussage eine ,,Behauptung®, von der man sinnvollerweise fragen
kann, ob sie wahr oder falsch ist. Beispiele:

(1) 5> 2.
Das ist eine Aussage, und sie ist wahr.

(2) b<2.
Das ist eine Aussage, und sie ist falsch.

(3) 5+ 2.
Es hat keinen Sinn, zu fragen, ob 5 4+ 2 wahr oder falsch ist. 5 + 2 ist daher
keine Aussage, sondern ein Ausdruck oder Term.

(4) Es gibt eine natiirliche gerade Zahl, deren Quadrat ungerade ist.
Das ist eine Aussage, und sie ist falsch.

(5) Es gibt ein n € N, sodass n gerade und n? ungerade ist.
Das ist eine Aussage, und sie ist falsch. (Wir bezeichnen mit N := {1,2,3,...}
die natiirlichen Zahlen, Ny := N U {0}.)

(6) Fiir alle n € N gilt: wenn n gerade ist, so ist n? gerade.
Das ist eine Aussage, und sie ist wahr.

(7) n ist gerade oder durch 3 teilbar.
Das ist keine Aussage, weil eine Variable, n, vorkommt. Wir bezeichnen eine
solche Behauptung, die noch von Variablen abhéingt, als Aussageform. Obige
Aussageform stimmt fiir manche n, zum Beispiel fiir n = 8 und n = 9, und fiir
andere nicht, zum Beispiel fiir n = 7.

(8) n ist gerade oder n + 1 ist gerade.
Das stimmt zwar fiir alle natiirlichen Zahlen, ist aber keine Aussage, da n
vorkommt.

(9) Fiir alle n € N ist n gerade oder n + 1 gerade.
Das ist eine Aussage, und sie ist wahr. Hier kommt zwar n noch vor, aber es
ist durch ,fiir alle“ gebunden.

(10) Jede gerade natiirliche Zahl n mit n > 4 lésst sich als Summe zweier Primzah-

len schreiben.
Das ist eine Aussage. Man weif3 nicht, ob sie wahr ist. Der Mathematiker Chris-
tian Goldbach hat 1742 in einem Brief an Leonhard Euler (1707-1783) vermutet,
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2. DIE JUNKTOREN ,, UND¥, ,ODER* UND ,NICHT* 3

dass diese Aussage wahr ist. Euler hielt sie fiir ,ein ganz gewisses theorema,
ungeachtet ich dasselbe nicht demonstriren kann“. Diese Aussage heifit Gold-
bachsche Vermutung.

(11) Jede natiirliche gerade Zahl ist Summe von hochstens 6 Primzahlen.
Das ist eine Aussage. Seit 1995 weifl man, dass sie wahr ist.

Wir werden nun genauer untersuchen, wie Aussagen aufgebaut sein kénnen.

2. Die Junktoren ,,und“, ,,oder* und ,,nicht*

Atomare Aussagen sind Aussagen folgender Form: 5 > 2, 3=4,2+5 > 6.

Diese Aussagen konnen nun mit logischen Junktoren zu neuen Aussagen verbunden
werden.

2.1. Logisches ,,und“.

e 5>2und 3 =4.

Diese Aussage ist falsch.
e 5>2und 3 < 4.

Diese Aussage ist wahr.
e 5<2und 3 < 4.

Diese Aussage ist falsch.
e 5<2und 3 =4.

Diese Aussage ist falsch,

DEFINITION 1.1. Wenn A und B Aussagen sind, dann betrachten (definieren) wir die

neue Aussage
Aund B

dann als wahr, wenn A und B beide wahr sind.

Diese Festlegung prézisiert die Bedeutung von ,,und® in der Mathematik, schrankt aber
gleichzeitig ein. Wenn wir im Alltag sagen: ,,Sie ging zum Arzt und wurde krank*, oder
wenn wir sagen: ,Sie wurde krank und ging zum Arzt“, so schwingt im ersten Satz,
neben einer zeitlichen Abfolge, auch ,,der Arztbesuch war Schuld“ mit, im zweiten ,, weil
sie krank war, ging sie zum Arzt“. Wenn wir mathematische Zusammenhénge in der
Sprache der Prédikatenlogik ausdriicken, verzichten wir bewusst auf mitschwingende
Nebenbedeutungen.

Fiir die Aussage ,A und B* schreiben wir auch A A B und bezeichnen sie als die
Konjunktion von A und B.

DEFINITION 1.2. Wir bezeichnen den Wahrheitswert einer Aussage A mit w oder 1,
wenn die Aussage wahr ist, und mit f oder 0, wenn die Aussage falsch ist. Wir kiirzen
den Wahrheitswert von A auch mit W (A) ab.



4 1. AUSSAGENLOGIK

Sei M die Funktion von {0,1}* — {0,1}, die durch 0M0 =0M1=1M0=0und 1M1 =1
definiert ist. Dann ist der Wahrheitswert von A A B durch

W(AA B) = W(A) N W(B)

gegeben. Wir halten insbesondere fest, dass der Wahrheitswert von A A B nur von den
Wahrheitswerten von A und B abhéngt.

2.2. Logisches ,,oder*.

e 5 >2oder3=4.
Diese Aussage ist wahr.
5> 2 oder 3 < 4.
Diese Aussage ist wahr.
5 < 2 oder 3 < 4.
Diese Aussage ist wahr.
5 < 2 oder 3 =4.
Diese Aussage ist falsch.

DEFINITION 1.3. Seien A und B Aussagen, und sei C' die Aussage
A oder B.

Dann ist C' genau dann wahr, wenn zumindest eine der beiden Aussagen A und B wahr
ist. Wir schreiben fiir ,, A oder B“ auch AV B, und bezeichnen C' als die Disjunktion
von A und B.

Wir normieren hier den Gebrauch des Wortes ,,oder*.

Wenn etwa eine Mutter ihrem Kind verspricht: ,,Du bekommst ein Eis oder eine Torte“,
so ist das Versprechen auch dann erfiillt, wenn das Kind Eis und Torte bekommt. Es ist
aber vorstellbar, dass die Mutter gemeint hat: ,Du bekommst ein Eis oder eine Torte,
aber nicht beides“. Fiir den mathematischen Gebrauch normieren wir, dass AV B auch
dann wahr ist, wenn beide Aussagen A und B wahr sind.

DEFINITION 1.4. Sei U die Funktion von {0,1}* — {0,1}, die durch 0 LU0 = 0 und
OUl=1U0=1U1=1 definiert ist. Dann ist der Wahrheitswert von A VV B durch

W(AV B)=W(A)UW(B)
gegeben.

Der Wahrheitswert von A V B héngt also nur von den Wahrheitswerten von A und B
ab.
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2.3. Verneinung.

e 5 ist nicht grofler als 7.
Da 5 > 7 falsch ist, ist diese Aussage wahr.
e Nicht alle Primzahlen sind ungerade.
Die Aussage ,,alle Primzahlen sind ungerade* ist falsch, da 2 gerade und eine
Primzahl ist. Also ist die Aussage ,,nicht alle Primzahlen sind ungerade“ wahr.
e 5 ist nicht grofer als 3.
Diese Aussage ist falsch, weil 5 grofer als 3 ist.

DEFINITION 1.5. Sei A eine Aussage, und sei C' die Aussage
nicht A.

Dann ist C' dann wahr, wenn A falsch ist, und C' ist dann falsch, wenn A wahr ist. Wir
schreiben fiir ,,nicht A“ auch —A.

DEFINITION 1.6. Sei ~ die Funktion von {0,1} — {0,1}, die durch ~(0) = 1 und
~(1) = 0 definiert ist. Dann ist der Wahrheitswert von —A durch

W(=4) = ~(W(4))

gegeben.

Die Bedeutung von ,,nicht“ in der Mathematik weicht also nicht vom iiblichen Gebrauch
ab. Verneinungen konnen aber manchmal durchaus schwierig zu durchblicken sein. Die
Behauptung

,nicht alle natiirlichen Zahlen sind nicht ungerade*
lésst sich etwa viel einfacher als

,nicht alle natiirlichen Zahlen sind gerade*
oder

»es gibt ungerade natiirliche Zahlen“

ausdriicken. Wir werden in Kiirze sehen, wie wir solche Vereinfachungen fast mechanisch
durchfiihren kénnen.

Mehrfache Verneinungen sind logische Stolperfallen: in ,Emilia Galotti“ von G.E. Les-

sing warnt eine Mutter ihre Tochter:

,Wie wild er [der Vater| schon war, als er nur horte, dass der Prinz
dich jiingst nicht ohne Missfallen gesehen!*.

Die Tragodie beruht aber dann darauf, dass der Prinz die Tochter vielmehr ganz ohne
Missfallen gesehen hat.
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3. Rechengesetze fiir Junktoren

DEFINITION 1.7. Seien A und B Aussagen. Wir bezeichnen A und B als dquivalent,
wenn A und B beide wahr, oder beide falsch sind. Wir schreiben dafiir A = B.

SaTz 1.8. Seien A, B Aussagen. Dann gilt:

(1) =(=A) = A.
(2) (A A B) = (=A)V (=B) (De Morgansches Gesetz")
(3) =(AV B) = (=A) A (—B) (De Morgansches Gesetz)

Beweis: (1) Wir betrachten zuerst den Fall, dass A wahr ist. Dann ist A falsch, also
ist =(—A) wahr. Nun betrachten wir den Fall, dass A falsch ist. Dann ist =A wahr, also
ist =(—A) falsch. In jedem Fall haben A und —(—A) also den gleichen Wahrheitswert.

(2) Wir nehmen zuerst an, dass =(AA B) wahr ist. Dann ist AA B falsch. Das bedeutet,
dass A und B nicht beide wahr sein kénnen; eine der beiden Aussagen ist also falsch.
Wenn A falsch ist, so ist =A wahr, und somit erst recht (=A) V (=B). Wenn B falsch
ist, so ist =B wahr. Auch dann ist (—A) V (=B) wahr.

Nehmen wir nun an, dass =(A A B) falsch ist. Dann ist A A B wahr, also sind sind beide
Aussagen A und B wahr. Folglich sind beide Aussagen —A und —B falsch; dann ist auch
(=A) V (=B) falsch.

Den Beweis von (3) lassen wir hier aus. O
UBUNGSAUFGABEN 1.9.

(1) Zeigen Sie =(AV B) = (=A) A (-B). Verwenden Sie dazu #hnliche Formulierungen
wie im Beweis von Satz 1.8 (2).

Wir geben nun eine zweite Variante des Beweises von Satz 1.8 (2) an.
Beweis II: Sei a der Wahrheitswert von A, und sei b der Wahrheitswert von B. Dann
gilt

W(=(AAB)) = ~(W(ANB))

Ebenso gilt
W((=A)V (=B)) = W(=A) UW(=B)
W(A)))u(~(W(B)))

~a) L (~b).

~Y

o~~~

1Augustus De Morgan, 1806-1871, englischer Mathematiker.
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Nun bleibt zu zeigen, dass fiir alle 4 Belegungen von a und b gilt, dass ~(aMb) = (~a)L!
(~b). Wir machen dazu folgende Tabelle; eine solche Tabelle heiit auch Wahrheitstafel.

a bilanb ~(amb)|~a ~b (~a)l(~b)
0 0 0 1 1 1 1
01 0 1 1 0 1
10 0 1 0 1 1
11 1 0 0 O 0

Da die 4. und die 7. Spalte dieser Tabelle gleich sind, gilt fiir alle (a,b) € {0,1}?, dass
~(ab) = (~a) U (~b). Somit gilt insgesamt W (—(A A B)) = W(—=(A) V =(B)), und
somit sind =(A A B)) und (=A) V (-B) dquivalent.

SATZ 1.10. Seien A, B, C' Aussagen. Dann gilt:

1) (ANB)vC =(AVCO)A(BVC) (Distributivgesetz).
2) (AVB)ANC =(ANC)V (BACQC) (Distributivgesetz).
3) ANA= A (Idempotenz von A).
4) Av A= A (Idempotenz von V).

5) AN (AV B) = A (Verschmelzungs- oder Absorptionsgesetz).
AV (AN B)= A (Verschmelzungs- oder Absorptionsgesetz).
7) AN B = BA A (Kommutativitit von N ).

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8) AV B = BV A (Kommutativitit von V).
(9) (ANB)NC = AN(BAC) (Assoziativitat von A).

(10) (AV B)vC = AV (BVC(C) (Assoziativitit von V).
Beweis: Wir beweisen diese Eigenschaften jeweils mit vollkommen verschiedenen Stra-
tegien.
(1) Wir nehmen zuerst an, dass (A A B) V C wahr ist und zeigen, dass dann auch
(AVC)A(BVC) wahr ist. Da (AA B)V C wahr ist, ist entweder AA B wahr, oder C'ist
wahr. Wir betrachten zuerst den Fall, dass A A B wahr ist. Dann sind A und B beide
wahr, also sind auch AV C und B V C beide wahr. Somit ist auch (AV C) A (B V C)
wahr. Wir betrachten nun den Fall, dass C' wahr ist. Dann sind AV C und BV C beide
wahr, und somit ist (AV C) A (B V C) wahr.

Nun nehmen wir an, dass (A A B) V C falsch ist und zeigen, dass dann auch (A V C) A
(B Vv () falsch ist. Wenn (A A B) v C falsch ist, dann ist sowohl (A A B) als auch C
falsch. Da A A B falsch ist, muss zumindest eine der beiden Aussagen A und B falsch
sein. Wir betrachten zuerst den Fall, dass A falsch ist. Da dann A und C' beide falsch
sind, ist AV C falsch; damit ist aber (AV C) A (B V C) auch falsch. Wir betrachten nun
den Fall, dass B falsch ist. Da dann B und C beide falsch sind, ist B Vv C' falsch; damit
ist aber (AV C) A (B V C) auch falsch.



8 1. AUSSAGENLOGIK

(AVB)AC =(=((AVB)AQ)) wegen Satz 1.8 (1)
=((=(AV B)) Vv (=C)) wegen Satz 1.8 (2)
—((=(A) A—(B )) (=C)) wegen Satz 1.8 (3).
Nun verwenden wir (1) (fir A’ := =A, B’ := =B, (" := =) und erhalten, dass der
letzte Ausdruck gleich —(((—A)V (=C))A (( B)v (—C))) ist. Wir verwenden nun wieder

die De Morganschen Gesetze und erhalten

(A vV (=C)) A ((=B) v (=0))) = ﬁ((ﬂA) (ﬂC)) =((=B) v (=C))
= (- A (=(=0))) V ((=(=B) A (=(=C)))
= (A/\(J) (BACO).

(3) Wenn der Wahrheitswert von A gleich a ist, so ist der Wahrheitswert von A A A
gleich aMa. Da 00 =0und 1M1 =1, gilt also fiir alle a € {0,1}, dass aMa = a.
Somit sind die Wahrheitswerte von A A A und A gleich.

(5) Wir zeigen folgendes:

(1) Wenn A A (AV B) wahr ist, so ist A wahr.
(2) Wenn A wahr ist, so ist AA (AV B) wahr.

Wir iiberlegen uns, warum das ausreicht. Wir sollten ja eigentlich zeigen, dass AA(AV B)
und A den gleichen Wahrheitswert haben. Wenn sie verschiedenen Wahrheitswert haben,
dann ist entweder A A (AV B) wahr und A falsch, oder es ist AA (AV B) falsch und A
wahr. Die erste Alternative wird aber von der Uberlegung (1) ausgeschlossen, die zweite
von der Uberlegung (2).

Wir nehmen also an, dass A A (A V B) wahr ist. Dann sind A und A vV B beide wahr.
Insbesondere ist also A wahr.

Nun nehmen wir an, dass A wahr ist. Dann ist AV B (erst recht) wahr, also sind A und
AV B beide wahr. Folglich ist AA (AV B) war.

UBUNGSAUFGABEN 1.11.

(1) Wir haben im Beweis von Satz 1.10 die Eigenschaft (2) aus (1) und den De Morgan-
schen Gesetzen hergeleitet. Geben Sie einen Beweis von (2), der so aufgebaut ist, wie
der Beweis von (1); starten Sie also damit, dass Sie annehmen, dass (AV B) AC wahr
ist, ....

(2) Geben Sie einen Beweis von Satz 1.10 (1) durch Wahrheitstafeln.

(3) Finden Sie zwei Ausdriicke p,q der Form A A B, (—=A) V B, ..., sodass folgendes
gilt: wenn p wahr ist, ist auch ¢ wahr, aber wenn ¢ wahr ist, muss deshalb p nicht
notwendigerweise wahr sein.

(4) Zeigen Sie Satz 1.10 (6), indem Sie die Funktionen f(a,b) = aM (a Ub) = a und
g(a,b) = a tabellieren.

(5) Zeigen Sie Satz 1.10 (6), indem Sie so vorgehen wie im angegebenen Beweis von
Satz 1.10 (5).
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(6) Zeigen Sie, dass fiir alle Aussagen A, B gilt: AVB =BV Aud ANB=BAA
(Kommutativgesetz).

(7) Zeigen Sie, dass fiir alle Aussagen A, B,C gilt: (Av B)vVC = AV (BV () und
(AANB)ANC = AN (BACQ) (Assoziativgesetz).

(8) Seien A, B, C Aussagen. Zeigen Sie, dass (AVB)AC und (AANC)V (BAC) dquivalent
sind, indem Sie die Funktionen [ und r tabellieren, die durch I(a,b,c) := (aLUb) Me¢
und r(a,b,c) ;= (aMNc)U (bMe) fiir a,b,c € {0,1} definiert sind.

(9) Seien A, B, C Aussagen. Zeigen Sie, dass (AVB)AC und (AANC)V (BAC) dquivalent
sind, und geben Sie einen Beweis in der Form des Beweises von Satz 1.10(1) oder
Satz 1.10(5) aus dem Skriptum an. Nehmen Sie also an, dass (A V B) A C wahr ist,
und zeigen Sie, dass dann auch (A A C) V (B A C) wahr ist. Dann nehmen Sie an,
dass (AN C)V (B A C) wahr ist, und zeigen Sie, dass (A V B) A C wahr ist.

Wir kiirzen nun die wahre Aussage 0 = 0 mit T, und die falsche Aussage 0 # 0 mit F
ab.

SATZ 1.12. Sei A eine Aussage. Dann gilt:

(1) ANT = A,
(2) AVT =T,
(3) ANF=F,
(4) AVF=A

Beweis: (1) Wir nehmen an, dass A A T wahr ist. Dann ist A wahr und T wahr. Somit
ist A wahr. Nun nehmen wir an, dass A wahr ist. Da dann A und T beide wahr sind,
ist auch A AT wahr.

(2) Sei a der Wahrheitswert von A. Dann ist der Wahrheitswert von AV T gleich a U 1.
Nun sehen wir, dass 0 U1 = 1 U1 = 1, also ist der Wahrheitswert von a LI 1 gleich
1. Der Wahrheitswert von T ist ebenfalls 1. Somit haben AV T und T den gleichen
Wahrheitswert, und somit dquivalent.

(3) Wir verwenden De Morgan und erhalten AAF = =(=(AAF)) = —((—-4)V (-F)) =
—((mA)VT) =-T =F. (Warum gilt jedes der vier =7?)

(4) wird ausgelassen.

O

UBUNGSAUFGABEN 1.13.

(1) Geben Sie einen Beweis fiir Satz 1.12 (4) in jener Form an, in der wir Satz 1.12 (1)
bewiesen haben.

(2) Geben Sie einen Beweis fiir Satz 1.12 (4) in jener Form an, in der wir Satz 1.12 (2)
bewiesen haben.

(3) Geben Sie einen Beweis fiir Satz 1.12 (4), indem Sie die De Morganschen Gesetze und
—-(—=X) = X ausniitzen und damit (4) auf eine der bereits bewiesenen Aquivalenzen
zuriickfiithren.
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4. Die Implikation

In diesem Abschnitt normieren wir den Gebrauch von ,wenn ..., dann“. Betrachten
wir dazu folgendes Beispiel (cf. [BT09, S. 49]). Anton sagt zu Berta:

,Wenn du mir das Buch morgen zuriickbringst, zahle ich dir einen
Kaffee*.

In welchen der moglichen vier Félle hat Anton seine Zusage gehalten?

(1) Berta bringt das Buch zuriick, und Anton zahlt ihr einen Kaffee: Zusage gehal-

ten.
(2) Berta bringt das Buch zuriick, und Anton zahlt ihr keinen Kaffee: Zusage nicht

gehalten.

(3) Berta bringt das Buch nicht zuriick, und Anton zahlt ihr keinen Kaffee: Auch
hier kann sich Berta nicht beschweren: fiir diesen Fall hatte ihr Anton nichts
versprochen. Zusage gehalten.

(4) Berta bringt das Buch nicht zuriick, und Anton zahlt ihr einen Kaffee: Das ist
sehr nett von Anton, und verletzt die Abmachung sicher nicht: dariiber, was
Anton tut, wenn Berta das Buch nicht zuriickbringt, hat er nichts zugesagt.
Insgesamt: Zusage gehalten.

Die einzige Moglichkeit, dass eine Aussage ,wenn A, dann B* falsch ist, ist also die,
dass die Pramisse A eintritt, die Konklusion B aber nicht.

DEFINITION 1.14. Seien A und B Aussagen, und sei C' die Aussage
wenn A, dann B.

Dann ist C' genau dann falsch, wenn A wahr und B falsch ist. Sonst ist C' wahr. Wir
kiirzen die Aussage ,wenn A, dann B“ auch mit A = B ab und bezeichnen C' als eine

Implikation.

Sei — die Funktion von {0, 1}? nach {0, 1}, die durch folgende Tabelle erklirt ist:

a billa—0b
00 1
0 1 1
10 0
1 1 1

SATz 1.15. Seien A und B Aussagen, sei a der Wahrheitswert von A, und sei b der
Wahrheitswert von B. Dann ist der Wahrheitswert von A = B gleich a — b.

Beweis: Wir betrachten als erstes den Fall, dass A = B falsch ist. Das bedeutet, dass A
wahr und B falsch ist. Dann ist a = 1 und b = 0. Wegen 1 — 0 = 0 gilt dann a — b = 0.
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Nun betrachten wir den Fall, dass A = B wahr ist. Nehmen wir im Widerspruch zur
Behauptung an, dass a — b = 0. Dann gilt ¢« = 1 und b = 0 und somit ist A wahr
und B falsch. Dann ist ist A = B falsch, im Widerspruch zur Fallannahme. Somit kann
a — b = 0 nicht gelten. Also gilt a — b = 1. O

Ahnlich wie bei ,oder“ gibt die Normierung nur eine der normalsprachlichen Bedeutun-
gen von , wenn, dann® wieder. Wir betrachten folgende Beispiele:

(1) (5>2) = (10> 4).
(5> 2) und (10 > 4) sind beide wahr. Also ist (5 > 2) = (10 > 4) wahr.

Im Satz ,,wenn 5 grofler als 2 ist, dann ist auch 10 grofler als 4* schwingt aber
auch mit “klar, denn ich brauche 5 > 2 nur zu verdoppeln. Der Wahrheitswert
von A = B sagt aber nichts iiber einen kausalen Zusammenhang von A und B
aus, sondern nur, dass es nicht so ist, dass A wahr und B falsch ist.

(2) (5 >2) = (6 ist eine gerade Zahl).
Beide Teilaussagen sind wahr, also ist die Implikation wahr.

Dass die beiden Aussagen inhaltlich keine Verbindung haben, stort nicht.
Der Wahrheitswert der Implikation hidngt nur von den Wahrheitswerten der
Teilaussagen ab.

(3) (5<4) = (5<11).
Hier ist A = (5 < 4) falsch und B = (5 < 11) wahr. Ingesamt ist A = B also
wabhr.
(4) (3<2) = (103 < 102).
Da 3 < 2 und 103 < 102 beide falsch sind, ist die Implikation wahr.
(5) (5>3) = (5> -3).
Da 5 > 3 wahr ist, und —5 > —3 falsch, ist die Implikation falsch.
(6) Wenn Paris in Ungarn liegt, so ist Schnee schwarz.
Die Implikation ist wahr.

In der mathematischen ,,Umgangssprache® kommt es manchmal vor, dass ,, wenn, dann*
auch ein heimliches , fiir alle“ enthélt. Wir betrachten die Aussage:

Wenn n gerade ist, so ist n? durch 4 teilbar.

Wir konnen das so sehen: G(n) ist die Aussageform ,n ist gerade®, V(n) ist die Aussa-
geform ,,n ist Vielfaches von 4“. Dann meint obige Behauptung vermutlich:

Fiir alle n gilt: wenn G(n), dann V(n?),
was man auch als
fiir alle n € N : (G(n) = V(n?))

schreiben kann. Diese Aussage ist wahr: wenn n gerade ist, so gibt es ein £ € N mit
n = 2k. Also gilt n? = 4k?, und das ist ein Vielfaches von 4. Wir betrachten nun die
Aussage:
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Wenn n gerade ist, so ist n durch 3 teilbar.
Wenn wir ¢ | n fiir ,,¢ teilt n“ schreiben, so wire
2|n=3]n.

eine Formalisierung. Die Aussageform I(n) := (2 | n = 3 | n) ist fiir manche n wahr
(etwa fiir n = 5, n = 6, n = 3), fir andere n falsch (etwa n = 2). Es kénnte aber auch
sein, dass

firallen e N: (2| n=3]|n)

gemeint ist. Das konnte man so ausdriicken:

Fiir alle natiirlichen Zahlen n € N gilt: wenn n gerade ist, so ist n
durch 3 teilbar.

Diese Aussage ist falsch, da die Aussageform I(n) fiir n = 2 nicht gilt.

Wir werden die Formulierung
Fiir alle n € N gilt: wenn n gerade ist, so ist n? durch 4 teilbar
gegeniiber
Wenn n gerade ist, so ist n? durch 4 teilbar.
bevorzugen.
UBUNGSAUFGABEN 1.16.

(1) Schreiben Sie folgende Sidtze so um, dass sie die Form ,fir alle  ...€ ...gilt :
A(z) = B(z)“ haben.
(a) Wenn 2 eine reelle Zahl ist, so ist 22 > 0.
(b) Wenn n kein Vielfaches von 3 ist, so hat n? bei Division durch 3 Rest 1. Hinweis:
B(x) ist dann ,,x hat bei Division durch 3 Rest 1¢.
(2) Schreiben Sie folgende Sétze so um, dass sie die Form ,fiir alle z ...€ ...gilt :
A(x) = B(x)“ haben.
(a) Die Wurzel einer natiirlichen Zahl ist eine natiirliche Zahl oder irrational. (Fiir
eine reelle Zahl x sei A(x) die Eigenschaft, dass x Wurzel einer natiirlichen Zahl
ist, N(x) die Eigenschaft, dass x natiirlich und R(x) die Eigenschaft, dass z
rational ist.)
(b) Ein Quadrat ist auch ein Rechteck.

Die meisten mathematischen Zusammenhédnge lassen sich erst darstellen, wenn man
Aussageformen (also ,,Aussagen iiber Variablen*) und die Quantoren ,fir alle ... gilt:*
und ,es gibt ein ..., sodass“ verwendet. Die Prddikatenlogik ist jenes Teilgebiet der
Mathematik, dass sich mit Ausdriicken, die aus Aussagen, Aussageformen, Junktoren
und Quantoren gebildet werden, beschéftigt. Die Aussagenlogik beschéftigt sich den
Ausdriicken, die aus Aussagen und Junktoren gebildet werden.
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Die Implikation lédsst sich auch durch Konjunktion, Disjunktion und Negation aus-
driicken.

SATZ 1.17. Seien A, B Aussagen. Dann gilt:

(1) A= B=(-A)VB.
(2) A= B=-(AA(—B)).
(3) A= B = ((—-B) = (—A4)) (Kontrapositionsregel ).

Beweis: Wahrheitstafeln.

Wir halten nun noch einige sprachliche Moglichkeiten, die Tatsache, dass A = B wahr
ist, auszudriicken, fest:

(1) A impliziert B.

(2) Wenn A, dann B.

(3) A gilt nur dann, wenn B gilt.

(4) B gilt, wenn A gilt.

(5) Wenn B nicht gilt, so gilt auch A nicht.

UBUNGSAUFGABEN 1.18.
(1) Sei p die Aussage
(AVB)A((mA) V) = (BVC).

(a) Finden Sie einen zu p #quivalenten Ausdruck, der nur die Junktoren A,V,—
verwendet.

(b) Zeigen Sie, dass p eine Tautologie ist, dass also p fiir alle Aussagen A, B, C' wahr
ist.

5. Weitere Junktoren

DEFINITION 1.19. Seien A und B Aussagen. Dann definieren wir:

(1) A < B steht fir B = A.
(2) A < B ist genau dann wahr, wenn (A = B) A (B = A) wahr ist.

Wir bezeichnen A < B als die Aquivalenz von A und B.

SATZ 1.20. Seien A und B Aussagen. Dann ist A < B genau dann wahr, wenn A und
B beide wahr oder beide falsch sind.

Dass die Aquivalenz A < B wahr ist, kann auch durch folgende Formulierungen ausge-
driickt werden.

(1) A genau dann, wenn B.
(2) A gilt dann, und nur dann, wenn B gilt.
(3) (englisch) A if and only if B.
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(4) (englisch + P. Halmos?) A iff B.
(5) A und B sind dquivalent.

UBUNGSAUFGABEN 1.21. Uberpriifen Sie jeweils, ob die die Aussagen p und q fiir alle Aus-
sagen A und B #quivalent sind. Geben Sie dafiir (im Fall der Aquivalenz) einen Beweis an, und
finden Sie im Fall, dass die Aussagen nicht dquivalent sind, Belegungen fiir die Wahrheitswerte
von A und B, sodass eine Seite wahr und die andere falsch ist.

1) p=—-(A= B),q=AN(—-B).
2)p=(A=B)=C,q=A= (B=20C).
3) p=A< B,q=(AV(=B))A((-A) vV B).
)p=A=(B=0C),q=(AANB)=C.

5) p=A=(B=C),q=B= (A= C).
6) p=A=(B=DB),q=B= (A= A).

) p=(A=B)= A, ¢= A

DEFINITION 1.22. Seien A und B Aussagen. Dann ist AV B definiert als (A A (=B)) V
((=A) A B).

AVB ist das ,ausschliefende oder“: eines von beiden, und nicht beide.

SATZ 1.23. Seien A, B Aussagen. Dann gilt AVB = —(A < B) = (AVB)A(-(AAB)).

Die dazu gehorige Boole’sche Funktion bezeichnet man mit . Sie ist durch 0 6 0 =
11=0,001=1&0=1 definiert.

DEFINITION 1.24. Die Sheffer-Funktion? ist definiert durch
zly == ~(z My).

Die Shefferfunktion verdankt ihre Popularitit der Tatsache, dass sie imstande ist, alle
anderen logischen Junktoren auszudriicken: ~x = z|z, z My = (z|y)|(z|y), z Uy =
(z]|z)|(yly), * ®y = (z|(x|y))|(y|(z]y)) fir alle z,y € {0,1}. Das kann aufler der Shef-
ferfunktion keine der Funktionen L, 1, ~, @ allein. Allerdings reichen zum Beispiel auch
M und ~ gemeinsam aus, um alle anderen Junktoren auszudriicken.

UBUNGSAUFGABEN 1.25.

(1) Finden Sie fiir jede der 16 moglichen Funktionen von {0,1}? nach {0,1} einen
moglichst einfachen Ausdruck, der 0, 1, LI, M, &, ~ verwendet und die entsprechende
Funktion beschreibt.

a b{? aentb ? 7 7 27?7
0oo0jo o0 O00OO0OCOOCOTI1TTI1TI1T1T1TT1T11
o140 0 O0OO111100001111
1 0/0 0 1 1001100110011
1140 1 01 0101O01O01O01QO01

2Paul Halmos, 1916-2006
3Henry Sheffer, 1882-1964
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(2) Finden Sie jeweils einen Ausdruck, der nur 0,z,y und den Junktor — verwendet,
und der folgende Funktionen beschreibt:
(a) ~ax.
(b) xUy.
(c) zMy.



KAPITEL 2

Pradikatenlogik

1. Aussageformen

Kapitel 3 vorwegnehmend verwenden wir in der Folge einige Mengen:

N = {1,2,3,4,...}
No = {0,1,2,3,4,...}
R = die Menge der reellen Zahlen

Es gilt 4 € N, 7 ¢ N, N € Ny. Als Aussageform bezeichnen wir eine Aussage iiber
Variablen, etwa

(1) x ist gerade,

(2) 2= 2+y,

(3) 3z — 2y =38,

(4) x und y haben denselben Rest bei der Division durch 5.

Wenn wir fiir alle Variablen Werte einsetzen, dann erhalten wir Aussagen, die wahr
oder falsch sein kénnen. Wenn etwa A(z) die Aussageform ,x ist gerade“ ist, so ist
A(3) die Aussage ,,3 ist gerade” und A(4) die Aussage ,,4 ist gerade“. Bei der Definition
einer Aussageform ist es sinnvoll, anzugeben, welche Werte z annehmen darf, etwa in
folgender Form:

Fir « € N definieren wir
A(z) & x ist gerade.

Damit ist klar, dass A(m) nicht definiert wurde.
Wir kénnen aus Aussageformen mithilfe der logischen Junktoren neue Aussageformen
bauen. Die Aussageform A(n) iiber den natiirlichen Zahlen, die durch

A(n) :< n ist gerade oder n ist durch 3 teilbar

gegeben ist, gilt nicht fiir alle n € N, da 5 weder gerade noch durch 3 teilbar ist, aber
doch fiir manche, zum Beispiel fiir n = 2 und n = 18.

DEFINITION 2.1. Seien A(xy,...,x,) und B(xy,...,x,) Aussageformen, die fiir alle
x1,...,x, € X definiert sind.

16
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(1) A(zq,...,2,) und B(zy,...,x,) sind dquivalent, wenn fur alle ay,...,a, €
X die Aussagen A(ay,...,a,) und B(ay,...,a,) den gleichen Wahrheitswert
haben. Wir schreiben dafiir A(zy,...,x,) = B(z1,...,z,).

(2) A(zxq,...,xy,) ist hinreichend fir B(zi,...,x,), wenn fur alle a;,...,a, € X,
fir die A(ay, ..., a,) wahr ist, auch B(ay,...,a,) wahr ist.

(3) B(z1,...,x,) ist notwendig fir A(zy,...,x,), wenn A(xy,...,z,) hinreichend
fir B(zy,...,z,) ist.

So ist sind etwa iiber den reellen Zahlen die Aussageformen x4y = 3 und z = 3—y dqui-
valent. Daher kommt der Begriff ,, Aquivalenzumformung“. Man formt eine Aussageform
in eine dquivalente Aussageform um.

2. Quantoren

Wir betrachten die Aussageform A(x,y) iiber den natiirlichen Zahlen, die durch
Alz,y) o =2y—1
geben ist. Aus dieser Aussageform bilden wir eine Aussageform B(z), die durch
B(z) :< es gibt ein y € N, sodass A(z,y) gilt.

definiert ist. B(z) gilt also genau dann, wenn es ein y in den natiirlichen Zahlen
gibt, sodass © = 2y — 1. Die Aussageform A(z,y) ist fiir folgende Paare (z,y) wahr:
(1,1),(3,2),(5,3),(7,4),(9,5), . ... Die Aussageform B(z) ist genau dann wahr, wenn z
eine ungerade natiirliche Zahl ist.

Wir betrachten als néchstes folgende Aussageform C(z,y) tiber den reellen Zahlen:
C(z,y) & 2* =y.
Wir bilden eine neue Aussageform D(y) durch
D(y) < es gibt ein z € R, sodass C(x,y) gilt.

Wir fragen uns nun, ob D(2) gilt. Es gibt zwei z, die die Eigenschaft C(x,2) erfiillen, da
(v2)? = 2 und (—+/2)? = 2. Wir normieren die Bedeutung von ,es gibt ein“ dahinge-
hend, dass wir damit immer ,,es gibt mindestens ein“ meinen, und nicht ,es gibt genau
ein“. Somit ist D(y) genau fiir die y € R erfiillt, die y > 0 erfiillen. Die Aussageform
D(y) ist also dquivalent zu y > 0.

DEFINITION 2.2. Sei A(x,1,...,y,) eine Aussageform, die fir alle z,y1,...,y, € X
definiert ist. Wir definieren eine neue Aussageform

B(yi,...,yn) = es gibt ein x € X, sodass A(z, 41, .., Yn)-
Seien by,bs,...,b, € X. Dann ist B(by,...,b,) genau dann wahr, wenn es mindestens

ein a € X gibt, sodass A(a, by, ...,b,) wahr ist.

Fiir die neue Aussage B(yi, ..., y,) schreiben wir auch
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dre X Alx,y1, -, Yn),
(Jz € X) (A(z,91,...,Yn)), oder (Fz € X) A(x,y1,...,Yn). Lies:

e Es gibt ein x € X, sodass A(z,y1,...,Yn)-

e Es existiert ein z € X, sodass A(x,y1,...,Yn).
e Es gibt ein z € X mit A(z,y1,...,Yn)-

e Es existiert ein z € X mit A(z,y1,...,Yn)-

Wir nennen 3 den Existenzquantor. Wenn wir aus einer Aussageform A(z,y) die Aus-
sageform B(y) = (Jdz € X)(A(z,y)) machen, so wird die Variable x ,verschluckt; der
Fachausdruck dafiir ist, dass z durch den Quantor gebunden wird. Wenn eine Variable
nicht durch einen Quantor gebunden wird, so heifit sie frei.

Wir betrachten nun folgende Aussageform iiber den reellen Zahlen:
E(z,y) = 2° > .
Wir bilden nun eine neue Aussageform F'(y) durch
F(y) & fur alle x € R gilt E(x,y).

F(y) ist also genau dann wahr, wenn fiir alle z € R gilt, dass 2% > y. F(y) ist dquivalent
zuy < 0.

DEFINITION 2.3. Sei A(x,,...,y,) eine Aussageform, die fir alle z,yy,...,y, € X
definiert ist. Wir definieren eine neue Aussageform

B(y1,...,yn) & fiir alle z € X gilt A(z,y1,...,Yn)-
Seien by, by, ..., b, € X. Dann ist B(by,...,b,) genau dann wahr, wenn A(a, by, ..., b,)
fiir alle a € X wahr ist.
Fiir die neue Aussage B(yi, ..., y,) schreiben wir auch
Ve e X A(z,y1, -+, Un),
(Ve € X) (A(z,v1,...,yn)) oder (Vo € X) A(x,y1,...,y,) Lies:
Fir alle z € X gilt A(z,y1,...,Yn).

Wir nennen V den Allguantor.

Wir formulieren nun ein paar Zusammenhénge mithilfe dieser Quantoren. Wir betrach-
ten folgende Aussage:

Es gibt eine gerade Zahl, die durch 3 und durch 5 teilbar ist.
Wir koénnten das so schreiben: sei G := {2,4,6,...} = {z € N| Ik € N: z = 2k} die

Menge der positiven geraden Zahlen. Dann konnen wir die Aussage so schreiben:

dr e G: (3]x) A (5]z)
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oder so:

dr e N: (z € G)A(3|x) A (5|x).
Diese Aussage ist wahr. Das wird zum Beispiel von x = 60 belegt. Die Aussage ,das
Quadrat einer geraden Zahl ist ein Vielfaches von 4 kénnen wir so ausdriicken:

Vr € G : 22 ist ein Vielfaches von 4.

Oder, anders:

VieN:(zeqG) = (4] 2.

Ve eN: ((r € G)= (Fy e N: 2% =4y)).
Die letzte Zeile liest man etwa so

Fiir alle z aus den natiirlichen Zahlen gilt: wenn z ein Element von
G ist, so gibt es ein y aus den natiirlichen Zahlen, sodass x Quadrat
gleich 4 mal y ist.

oder so:
Fiir alle z aus N mit x € G gibt es ein y aus N, sodass 2?2 = 4y.
Interessant ist, dass die Formalisierung von
Es gibt ein x € N mit A(x), sodass B(z)

durch die logische Formel
dr € N: (A(x) A B(x))
gegeben ist, die Formalisierung von

Fiir alle z € N mit A(z) gilt B(x)

aber durch
Vr e N: A(z) = B(x).

Mithilfe mehrerer Quantoren kann man kompliziertere Aussageformen zusammenbauen.
Betrachten wir etwa folgende Aussageformen iiber den reellen Zahlen:

Fiir alle z € R gibt es ein y € R, sodass ay = x.

Die Aussageform ay = x ist eine Aussage iiber a, z,y. Somit ist
VieR:(3yeR:ay=ux)

eine Aussage iiber a. Die Variablen x und y sind durch Quantoren gebunden. Sie ist
aquivalent zur Aussageform a # 0. Um das zu beweisen, nehmen wir zundchst an, dass
a # 0 ist. Sei nun x € R. Es ist zu zeigen, dass es y € R gibt, sodass ay = x. Wir wéihlen
y := 2. Dann gilt ay = % = x. Somit belegt y := % die Giiltigkeit von Jdy € R : ay = .
Nehmen wir nun an, dass a # 0 falsch ist, dass also a = 0. Dann gibt es fiir z = 2 kein
y mit Oy = 2. Somit widerlegt = := 2 die Giiltigkeit von Vx € R : (Jy € R : ay = x).
Also ist dann Vo € R : (Jy € R : ay = x) falsch.
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Somit sind die beiden Aussagen dquivalent. Andere mogliche Schreibweisen sind:
VieRIyeR :ay=2x

oder
(Vo € R)(Jy € R) (ay = z).

Die Reihenfolge der Quantoren darf man nicht einfach umdrehen. Wir betrachten dazu
JyeRVreR : ay = . (2.1)

Diese Aussageform ist fiir alle a € R falsch: Nehmen wir an, a € R ist so, dass dy €
RVz € R : ay = x gilt. Dann gibt es ein y € R, sodass fiir alle € R gilt, dass ay = =.
Damit gilt aber auch fiir x = ay+1, dass ay = ay+ 1. Das ist falsch. Dieser Widerspruch
zeigt, dass die Annahme, dass es ein a gibt, fiir das (2.1) gilt, falsch ist. Somit ist (2.1)
fiir jedes a € R falsch.
Wir betrachten nun

Ve RVyeR : ay ==x.
Das ist fiir alle a € R falsch, da x = 1 und y = 0 die Gleichung ay = z nicht erfiillen.

Die Aussageform

JreRVyeR :ay==x
ist fiir @ = 0 wahr, und sonst falsch. Wenn a = 0, so belegt x = 0, dass dv € RVy €
R : ay = = wahr ist. Dann gilt ndmlich fiir jedes y € R, dass ay = Oy = 0 = x. Wenn
a # 0, so ist die Aussage falsch. Nehmen wir an, € R ist so, dass Vy € R : ay = x
wahr ist. Dann gilt a = a-1 =2 = a-0 = 0, im Widerspruch zur Annahme, dass a # 0.
Also gibt es kein x € R mit Vy € R : ay = .
Die Aussageform

VyeRdzeR : ay==x
ist fiir alle @ € R wahr. Sei dazu a € R und y € R. Wir finden das gesuchte = als
x := ay. Die Aussage

VoeRVyeRIdreR :ay==x

ist also wahr.

Die Aussageform
JyeRIreR :ay==x
ist fiir alle @ € R wahr. Die Werte y = a und x = a? belegen, dass Jy €¢ R 3z € R :

ay = x wahr ist.

Mithilfe des Allquantors kénnen wir auch die Begriffe dquivalent, hinreichend und not-
wendig besser beschreiben.

SATZ 2.4. Seien A(xq, ..., x,) und B(xy, ..., x,) Aussageformen, die fir alle xy, ..., x, €
X definiert sind.
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(1) A(zy,...,x,) und B(xy, ..., x,) sind genau dann dquivalent, wenn die Aussage
(Vo € X)(Vag € X) ... (Vo,, € X) (A(21,...,2,) & B(z1,...,2,))

wahr ist.
(2) A(xy,...,x,) ist genau dann hinreichend fiir B(xq,...,x,), wenn die Aussage

(Vz, € X)(Vas € X) ... (Yo, € X) (A1, ..., 20) = B(z1,. ... 20))

wahr ist. Genau dann ist auch B(x1, ..., x,) notwendig fir A(zy,...,x,).

3. Rechenregeln fiir Quantoren

Die Rechenregeln fiir Quantoren sind schwieriger als die Rechenregeln fiir die Aussa-
genlogik. Wir halten nur einige Aquivalenzen fest.

SAaTz 2.5 (Umbenennung von Variablen). Seien z,y1, ..., yn, 2 voneinander paarweise
verschiedene Variablen, und sei A(x,y1,...,yn) eine Aussageform, die fiir alle Belegun-
gen von x,y1, ...,y mit Werten aus X definiert ist. Dann gilt

(HxEX)A<$7y17---ayn) = (EIZGX)A(Zaylavyn)

und

(Ve € X) Az, y1, .-, yn) = (V2 € X) A(2, 41, -+, Yn)-

Beweisskizze: Seien by, ..., b, € X so, dass (dx € X ) A(x,by,...,b,) gilt. Dann gibt es
ein a € X, sodass A(a, by, ...,b,) gilt. Also belegt z := a, dass auch

(3z € X) A(z,b1,...,b,)

gilt. Die umgekehrte Implikation und die Aussage iiber den Allquantor werden ganz
dhnlich bewiesen. OJ

SATZ 2.6 (Vertauschung gleicher Quantoren). Sei A(z,y) eine Aussageform, die fir alle
x e X undy €Y definiert ist. Dann gilt:

(1) Bz e X)FyeY)Alx,y) =Ty e Y)(Tr € X) Az, y).
(2) Ve e X)(VyeY)A(x,y) = Vy € Y)(Vx € X) A(x, y).

Der nédchste Satz sagt, dass ,,nicht alle Schafe sind weifl* dquivalent zu , es gibt ein Schaf,
das nicht weif3 ist® ist.

SATZ 2.7 (Regel von De Morgan fiir Quantoren). Sei A(x) eine Aussageform, die fir
alle x € X definiert ist. Dann gult:

(1) ~((3z € X) A(z)) = (Vz € X)(~A(z)).
(2) ~((Vz € X) A(z)) = (3z € X)(~A(x)).
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Beweis: (1): Wir nehmen zunéchst an, dass —((3z € X) A(x)) wahr ist. Wir wollen
zeigen, dass (Vo € X)(—A(x)) gilt. Sei dazu y € X. Wir wollen zeigen, dass —A(y)
wahr ist. Wenn A(y) wahr ist, so gilt belegt dieses y, dass (Jz € X)A(z) wahr ist, im
Widerspruch zur Annahme. Also ist A(y) falsch, und somit —A(y) wahr. Insgesamt gilt

also (Vzx € X) (-A(z)).

Nehmen wir nun an, dass (Vo € X)(—A(z)) wahr ist. Wir wollen zeigen, dass =((3z €
X) A(z)) wahr ist. Dazu zeigen wir, dass (3z € X) A(x) falsch ist. Nehmen wir, im
Widerspruch zur Behauptung, an, dass (3z € X) A(x) wahr ist. Sei y € X ein Element
aus X, das das belegt, also so, dass A(y) gilt. Dann ist = A(y) falsch, im Widerspruch
zur Annahme, dass (Vo € X)-A(z) wahr ist. Somit ist die (3z € X) A(z) falsch.

(2): wird hier ausgelassen. O

SaTz 2.8 (Vorziehen des Quantors). Seien A(x) und B(x,y) Aussageformen, die fir
alle v € X undy €'Y definiert sind. Dann gilt:

(1) A(z) ANy €Y) B(x,y) = (Fy €Y) (A(x) A B(z,y))
(2) A(z)V (Vy € Y) B(z,y) = (Vy € Y) (A(x) V B(z,y)).

Beweis: (1) Nehmen wir an, dass a € X so ist, dass A(a) A (Jy € Y)B(a,y) gilt. Dann
gibt es ein b € Y, sodass B(a, b) gilt. Nun belegt dieses b, dass (Jy € V') (A(a) A B(a,y))
gilt.

Sei umgekehrt a € X so, dass (Jy € Y)(A(a) A B(a,y)) gilt. Sei b € Y so, dass
A(a) A B(a,b) gilt. Dann gilt A(a), und b belegt, dass (Jy € Y)B(a,y) gilt. Somit gilt
A(a) A (Jy € Y)B(a,y).

Die beiden Aussageformen gelten also fiir die gleichen a € X, und sind somit dquivalent.

(2) Vorlesung. O

Entscheidend ist hier, dass im Ausdruck A(z) die Variable y nicht vorkommen darf.

SATz 2.9 (Vorziehen des Quantors). Seien A(x) und B(x,y) Aussageformen, die fir
allex € X und y € Y definiert sind. Wenn die Menge Y nicht leer ist, so gilt:

(1) A(z) vV (Jy € Y)B(x,y) = (3y € Y) (A(x) V B(z,y)).
(2) A(z) A (Vy € Y)B(z,y) = (Vy € Y) (A(z) A B(z,y)).

SATz 2.10. Sei A(x,y) eine Aussageform, die fir alle x € X und y € Y definiert ist.
Wenn (Jz € X)(Vy € Y) A(z,y) gilt, so auch (Vy € Y)(3x € X) A(z,y).

Wir schlielen diesen Abschnitt mit einer auf den ersten Blick iiberraschenden Tauto-
logie. Als Tautologie bezeichnet man eine Eigenschaft von Aussageformen, die fiir alle
Aussageformen gilt, wie etwa (Vo € X) (A(x) V (mA(2))).

SATZ 2.11. Sei X eine nichtleere Menge, und sei A(x) eine Aussageform, die fir alle
x € X definiert ist. Dann sind die folgenden Aussagen wahr:
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(1) (3 € X) (Ax) = (7 € X) AWw)) ).
(2) Bz € X)(vy € X) ((-A(z)) v Ay)).

Beweis: (1) Wir miissen ein € X finden, sodass A(x) = ((Vy € X) A(y)) gilt. Wir
betrachten dazu zwei Félle.

e 1.Fall: (Vy € X) A(y) gilt: Wir benutzen, dass X nicht leer ist und somit ein
Element a besitzt. Wir setzen x := a. Es gilt dann A(a) = ((Vy € X) A(y)),
da wegen der Fallannahme die Konklusion dieser Implikation wahr ist.

e 2.Fall: (Vy € X)A(y) gilt nicht: Dann gilt =((Vy € X) A(y)), also (Jy €
X)(=A(y)). Sei a € X so, dass = A(a) gilt. Dann gilt A(a) = ((Vy € X) A(y)),
da die Pramisse der Implikation falsch ist.

(2) Ubung.
Die Aussage von Satz 2.11 wird manchmal so formuliert:

Es gibt immer einen, sodass, wenn der einen Hut trégt, alle einen Hut
tragen.

Die Aussage A(x) ist dann .z trigt einen Hut“. Abgesehen davon, dass diese Formu-
lierung die Bedingung iibergeht, dass die Menge X nicht leer sein soll, konnte sie in
folgender Weise missverstanden werden:

Es gibt ein # € X, sodass fir alle Aussageformen A gilt: wenn A(x)
gilt, so gilt fiir alle y € X, dass A(y).

In dieser Weise missverstanden heifit der obige Satz:

Es gibt einen in unserer Gruppe, wir nennen ihn Franz, sodass folgen-
des gilt: wann immer Franz einen Hut auf hat, haben alle einen Hut
auf.

Es ist aber offensichtlich, dass es so einen Franz nicht geben kann. Es ist ndmlich moglich,
dass Franz einen Hut trigt, aber sonst niemand. Der Satz mit dem Hut sollte also so
verstanden werden:

Fiir alle Aussageformen A gibt es ein # € X mit folgender Eigenschaft:
wenn A(z) gilt, so gilt fir alle y € X, dass A(y).

Das ist jetzt genau die Aussage von Satz 2.11(3), und wir konnen dieses z schnell finden.
Ubertragen auf die Formulierung mit dem Hut ist dieser eine jemand, der keinen Hut
tragt, falls es so jemanden gibt, und irgendjemand sonst.

UBUNGSAUFGABEN 2.12.

(1) Zeigen Sie: Wenn Y nicht leer ist und (Vy € Y)(C(y)) gilt, so gilt auch (Jy €
Y)(C(y))-
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Zeigen Sie in den folgenden Beispielen jeweils, dass die Aussagen p und ¢ nicht dquivalent sein
miissen, indem Sie konkrete Aussageformen finden, sodass p und ¢ nicht dquivalent sind.

(2) p=VzreR)(Jy € R)A(z,y), ¢ = (Jy € R)(Vx € R) A(z,y). Hinweis: Versuchen
Sie fiir A(z,y) eine Gleichung in z und y.
(3) p= (¥z € R)(3Fy € R) A(z,y), g = (Ju € R)(¥Vy € R) A(z, ).
(4) p=(3z € R) (A(x) = B), ¢ = ((3z € R) A(z)) = B.
Bestimmen Sie in den folgenden Beispielen, ob p und ¢ fiir alle Aussageformen
dquivalent sind.

(5) p=Jz€eR : A(x) ANB(z),q=(Fr € R : A(x)) A (Fz € R : B(x)).

(6) p=3zx€R : A(x)VB(z),¢q=(Fr R : A(x))V (Fr € R : B(x)).

(7) p=VzeR : A(zx) V B(x), q—(V:L‘ER A(m))\/(VmER B(x)).

(8) Seien A, B Aussageformen, sodass (Vz € R) (A(z) = B(z)) und (3= € R) A(x) beide
gelten. Zeigen Sie, dass (3x € R) (A(z) A B(z)) gilt.

(9) Ist folgende Aussage fiir alle Aussageformen wahr? (Jz € R) (Vy € R) (A(y) =
(10) Zeigen Sie Satz 2.11 (2).
(11) Bestimmen Sie jeweils den Wahrheitswert folgender Aussagen.
(a) Ve eN:2 |22 = 2|z
(b) Ve e N:4 | 2% = 4| x.
(c) Ixr eN:4 |22 N4 |
(d) 3x eN:4 |22 A (=4 ] z)).
(12) Beweisen Sie folgende Aussagen:
(a) Ve e NIz eN:x <22 A 22 < a2+ 3/
(b) Ve,yeN:z-y=T=(x=1Vy=1).
(c)Ve,yeN:2|z-y=(2]|zV2]|y).
Was bedeutet jede dieser Aussagen?
(13) Wir betrachten Aussageformen iiber den reellen Zahlen.
(a) Finden Sie eine Aussageform B(y), die zur Aussageform

JreR:y+a22=3

dquivalent ist, aber keinen Quantor enthélt.
(b) Finden Sie eine Aussageform B(y, z), die zur Aussageform

dreR: (r+22=0und z — 3y =0)

dquivalent ist, aber keine Quantoren enthélt.
ir betrachten Aussageformen iiber den reellen Zahlen.
14) Wir b hten A f ber d llen Zahl
(a) Finden Sie eine Aussageform B(y), die zur Aussageform

JreR:(x+y=5und z — 3y =-7)

dquivalent ist, aber keine Quantoren enthélt.
(b) Finden Sie eine Aussageform B(y), die zur Aussageform

(FzeR)(Vx eR)(z-(y—3) = 2)

dquivalent ist, aber keine Quantoren enthélt.
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4. Weitere Quantoren

Manchmal verwendet man auch andere Quantoren, etwa in
es gibt genau ein x € R, sodass x > 0 und z? = 4.
Eine Schreibweise dafiir ist
JreR: (z>0A22=4).
Das kann man auch ohne den neuen Quantor 3! ausdriicken, etwa durch
dreR: ((m>0/\1‘2:4)/\(‘v’y€R: ((y>0/\y2:4):>y:x))>.
Meistens ist es niitzlich, die Aussage in eine Konjunktion von ,es gibt mindestens ein“
und ,,es gibt hochstens ein® zu verwandeln. Die Formalisierung ist dann
(JzeR:(z>0A2"=4)) A
(VyERVzER : (y>0/\y2:4/\z>0/\z2:4)=>y:z).

SATz 2.13. Sei A(x) eine Aussageform, die fir alle x € X definiert ist. Dann sind
folgende beiden Aussagen dquivalent.

(1) (Blz € X) A(z),
2) ((Hx € X) A(x)) A ((Vy € X)(¥z € X) (A() A (A(2)) = y = z)).

Auch andere Formulierungen, wie ,es gibt kein“, | es gibt mindestens zwei“, ,es gibt
hochstens zwei, ... lassen sich mit 3,V, = und = gut ausdriicken. Der Sinn davon ist,
dass die gebréduchlichen Regeln unseres logischen Schlieffens genau zu den Quantoren 3
und V passen. Einen Beweis von ,es gibt genau ein* fithrt man etwa oft dadurch, dass
man zeigt, dass es mindestens ein Element gibt, und dass zwei Elemente, die beide die
geforderte Bedingung erfiillen, gleich sein miissen. Man beniitzt also Satz 9.2.

UBUNGSAUFGABEN 2.14.

(1) Geben Sie Formulierungen von ,es gibt kein x € X mit A(z)“, von ,es gibt mindestens
zwei z € X mit A(x)“, von ,es gibt hochstens zwei x € X mit A(z)“ und von ,es gibt
genau zwei € X mit A(x)* an, in denen Sie nur die Quantoren 3 und V beniitzen.



KAPITEL 3

Mengen

1. Eigenschaften von Mengen

Unter einer Menge stellen wir uns eine Zusammenfassung von Objekten zu einem Gan-
zen vor. Wenn das Objekt a zur Menge M gehort, schreiben wir

ae M,

und sagen, dass a ein Element von M ist. Zwei Mengen A, B sehen wir als gleich an,
wenn sie dieselben Elemente enthalten. Diese Eigenschaft nennt man das Eztensiona-
litdtsaxiom oder Aziom der Umfangsbestimmtheit.

Wir geben zunéchst in Form von Beispielen drei wichtige Arten an, in denen man eine
Menge angeben kann. Die Menge A = {2, 3,4} ist die Menge, die genau die drei Zahlen
2,3 und 4 als Elemente besitzt. Als néchstes geben wir eine Menge B durch

B={x€Z|IyecZ:y*=ux}

an. Wir lesen das als ,,B ist die Menge der x in Z, fiir die es ein y in Z gibt, sodass
x gleich y zum Quadrat ist“. Die Menge B enthélt also die Zahlen 1, 4, 9, 16, 25,....
SchlieBlich geben wir eine Menge C' durch

C:={2*|2€Zxr< -5}

an. Wir lesen das als ,,C ist die Menge aller 22, wobei x Element von Z ist, und o < —5
gilt. C' enthilt also alle Quadratzahlen ab 25. Man kann diese Art, C' anzugeben, auch
als Kurzschreibweise fiir C := {y € Z | 3z : (y = 2*> und x € Z und = < —5)} sehen.

Der Begriff Menge wird nicht prézise mathematisch definiert. Vielmehr gibt man einige
Eigenschaften an, die Mengen unserer Vorstellung nach erfiillen sollen. Als Grundlage
fast aller Teilgebiete der Mathematik haben sich jene Eigenschaften bewéhrt, die Ernst
Zermelo (1871-1953), Abraham Fraenkel (1891-1965) und Thoralf Skolem (1887-1963)
von 1907 bis 1929 von Mengen gefordert haben. Diese Eigenschaften sind die Aziome
der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre. Die Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre hat sich als aus-
gezeichnet geeignet herausgestellt, fast alle Resultate der Mathematik klar darzustellen
und zu vermitteln. Zum anderen sind die Axiome auch theoretisch — in der Logik und
der Mengenlehre — gut untersucht worden, ohne dass man bis heute einen Widerspruch
in ihnen gefunden hétte. Wir werden nicht alle Axiome diskutieren, aber zumindest das
Extensionalitdtsaxiom explizit angeben.

26
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Axiom 3.1 (Extensionalitatsaxiom). Seien A, B Mengen. Dann gilt A = B genau dann,
wenn fiir alle x € A auch x € B gilt, und fiir alle x € B auch x € A gilt.

Insbesondere gilt {1,2} ={2,1} ={2,1,1,2,2} ={zr e N |2 <2} ={n e N | da,b,c €
N:a" +b" = "}, da diese Mengen alle genau dieselben Elemente enthalten. Dass auch
die letzte Menge genau {1,2} ist, war allerdings 358 Jahre lang ein offenes Problem
(Fermats letzter Satz), bevor es Andrew Wiles' im Jahr 1995 gelost hat.

Das Extensionalitétsaxiom liefert insbesondere: wenn A = B und = € A ist, so gilt auch x € B.
Zusétzlich brauchen auch folgende Eigenschaft von Mengen:

Wenn z =y und z € A, so gilt auch y € A. (3.1)

FEine Menge soll also nicht zwischen gleichen Elementen unterscheiden kénnen. Um diese Ei-
genschaft zu garantieren, fordert man, dass fiir alle Aussageformen P(z) und alle a,b gilt:

(a =bund P(a)) = P(b).
Wenn man das fiir das Priadikat P(x) die Aussageform = € A verwendet, erhélt man (3.1).

DEFINITION 3.2 (Teilmenge). Seien A, B Mengen. Dann gilt A C B genau dann, wenn
fiir alle a € A auch a € B gilt.

Wir konnen nun das Extensionalitatsaxiom so umformulieren:

Seien A, B Mengen. Dann gilt A = B genau dann, wenn A C B und
B CA.

Anstelle von A C B schreiben wir auch manchmal B D A.

UBUNGSAUFGABEN 3.3.

(1) Geben Sie folgende Mengen in einer der Formen {z € A | B(x)} oder {f(z) | = €
A und B(zx)} an.
(a) Die Menge aller natiirlicher Zahlen, die durch 7 teilbar sind.
(b) Die Menge aller reeller Zahlen, die groBer oder gleich —1 sind, aber kleiner als
15.
(c) Die Menge aller ganzzahligen Zweierpotenzen.
(d) Die Menge aller ganzen Zahlen, die ein Quadrat einer natiirlichen Zahl sind.
(2) Geben Sie die Mengen {z € Z | 22 < 7} und {z% | z € Nund z < 3} jeweils in der
Form {a1,as,...,a,}, also durch Aufzihlen aller ihrer Elemente an. Wie wiirden Sie
YreZ |22 <7} und “{2? | 2 € Nund = < 3}” jeweils vorlesen?

2. Operationen auf Mengen

Wir werden nun einige Operationen definieren, mithilfe derer wir aus gegebenen neue
Mengen bilden kénnen.

1 Andrew Wiles, *1953
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DEFINITION 3.4 (Durchschnitt und Vereinigung). Seien A, B Mengen. Dann definieren

wir:
ANB = {x|z€ Aund z € B},

AUB = {x|z € Aoderz € B}.
AN B ist der Durchschnitt von A und B. AU B ist die Vereinigung von A und B.

SATZ 3.5. Seien A, B,C Mengen. Dann gilt:

(1) ANB=DBNA,

(2) AUB=DBUA,

(3) AU(BUC)=(AUuB)UC,

(4) An(BNC)=(AnB)NC,

(5) (ANB)UC =(AUuC)N(BUCQC),
(6) ( )u

6) (AUB)NC =(ANnC)U(BNQO).

Wir zeigen zwei mogliche Arten, diese Gleichungen zu beweisen, und illustrieren diese
Arten am Beispiel (5).

Beweis I von Satz 3.5 (5): Es gilt
(ANB)UC ={x|x € ANBoder z € C}
={zr|(xre ANz e B)vze(C}.

Auflerdem gilt

(AuC)N(BUC)={z|z€ AUCAz € BUC}

={z|(xreAveeC)N(zre Bvz e ()}

Wir miissen also nachweisen, dass fiir alle x die Eigenschaft (r € AANx € B)Vzx e C
genau dann gilt, wenn (z € AVe € C)A(x € BV € C). Sei dazu z fixiert.
Wir beobachten, dass beide Aussagen aus den gleichen drei Aussagen a := (x € A),

b:= (z € B), und ¢ := (z € C) zusammengebaut sind. Wir brauchen also nur 8 Fille
zu untersuchen, je nach dem ob a, b, ¢ jeweils wahr oder falsch sind.

a b claVve bve (aVe)A(bVe)|(anb) (aANb)Ve
fFrryr f f f f
ff w| w w w f w
frw [ f  w f f f
ffw w| w w w f w
w f f| w f f f f
w f w| w w w f w
w w f| w w w w w
wow w| w w w w w

Wir sehen, dass (aV¢) A (bV ) und (a Ab) V ¢ fiir alle Belegungen von a, b, ¢ mit w und
f den gleichen Wert annehmen. Somit gilt (z € AAx € B)Vx € C genau dann, wenn
(xe AVeeO)N(xe BVaxe(C). Alsogilt ( ANB)UC =(AUC)N(BUCQC). O
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In diesem Beweis haben wir die Mengengleichheit (AN B)UC = (AUC)N(BUC) also
auf die Aquivalenz der Aussagen (a Ab) V¢ und (aV c) A (bV ¢) zuriickgefiihrt. Kiirzer
kénnte man diesen Beweis so formulieren: Es gilt

c(AuC)N(BUC)<e (re AUC)AN(z € BUC)
S ((zeAV@el)AN((zreB)V(rel))
< ((reAAN(xeB)V(xel)
& (re ANB)V (xeC)
s zxe(ANB)U

Im zweiten Beweis benutzen wir jetzt eine Technik, die man oft zum Beweisen der
Gleichheit zweier Mengen X und Y verwendet. Um X = Y zu zeigen, beweisen wir
X CY und Y C X. Das Extensionalitdtsaxiom sagt dann, dass X und Y gleich sind.

Beweis II von Satz 3.5: Um zu zeigen, dass

(ANB)UC =(AUC)N(BUCQO), (3.2)
zeigen wir, dass (ANB)UC C (AUC)N(BUC) und dass (ANB)UC D (AUC)N(BUC).
»,C“ Sei x € (AN B)UC. Wir wollen zeigen, dass z € (AUC) N (BUC).
Dazu zeigen wir zuerst, dass x € AUC. Dax € (ANB)UC, wissen wir, dass z € ANB
oder z € C.

o I.Fall: x € ANB:Dadannz € AN B, gilt z € A, und somit x € AU C.

e 2.Fall: x € C': Dann liegt « in AU C.
Somit liegt x also in AU C.
Nun zeigen wir, dass x € BUC. Da z € (AN B)UC, wissen wir, dass x in AN B oder
in C liegt.

e /.Fall: x € AN B: Dann gilt x € B, und somit x € BUC.

e 2.Fall: x € C': Dann liegt « in BUC.
Somit liegt x also in BU C.
Dabher liegt x also sowohl in AUC' als auch in BUC', und somit gilt x € (AUC)N(BUC).
,2“ Seix € (AUC)N(BUC). Wir wollen zeigen, dass x € (AN B)UC. Wir betrachten

dazu zwel Falle.

e 1. Fall: x € C: Dann liegt x auch in (AN B)UC.

e 2. Fall: x ¢ C: Daxin (AUC)N(BUCQC) liegt, gilt x € AUC. Da x ¢ C, gilt
also x € A. Dazin (AUC)N (BUCQ) liegt, gilt auch x € BUC. Da z ¢ C,
gilt also x € B. Insgesamt gilt also x € AN B, und somit z € (AN B)UC.

OJ
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UBUNGSAUFGABEN 3.6.

(1) Zeigen Sie die iibrigen Aussagen von Satz 3.5. Versuchen Sie, Beweise in beiden der
illustrierten Arten (also einmal durch Verwendung von Gleichheiten der Aussagenlo-
gik, und einmal durch Beweisen von zwei Inklusionen) anzugeben.

DEFINITION 3.7. Seien A, B Mengen. Dann ist B\ A definiert durch
B\A:={z |z € Bund z ¢ A}.

Dabei steht x ¢ A fiir (nicht z € A).
Wenn man nur Mengen betrachtet, die Teilmengen einer Menge U, des Universums,
sind, so schreibt man auch Cy B fiir U \ B. Es gelten etwa folgende Zusammenhinge:
SATZ 3.8. Seien A, B,C,U Mengen, sodass A, B,C Teilmengen von U sind. Dann gilt:
(1) B\ A=Bn (LA,
(2) C\(B\ A) = (ANC)U(C\ B),
(3) (De Morgansche Regeln) Ciy(ANB) = Cy(A)UCy(B) und Cy(AUB) = Cy(A)N
Cu(B).

Beweis von (2): Es gilt
re(C\(B\A)ezeCANn(xgB\A)
sreCAN-(reBAxgA)
sreCAN(xgBVreA)
SxeChrgB)V(xelCAxeA
&S (reC\B)V(xeCnA)
szxe(C\B)U(CNA).
0

Mit @ bezeichnen wir die leere Menge, die kein Element enthélt. Fiir jede Menge A gilt

gCAund A\ A=0.

UBUNGSAUFGABEN 3.9.

(1) Zeigen Sie die iibrigen Aussagen von Satz 3.8.

(2) Seien A, B,C Mengen mit ANC = @ und AUC = B. Zeigen Sie, dass C = B\ A.

(3) Seien A, B,C Mengen, sodass C C AU B und C N A = @. Zeigen Sie, dass dann
C C B gilt.

(4) Seien A, B,C Mengen mit AN B C C und B C AUC. Zeigen Sie B C C.

(5) Gilt fur alle Mengen A, B,C, dass A\ (B\C)=(ANnC)U (A\ B)?

(6) Gilt fur alle Mengen A, B,C, dass (A\C)\ (C\ B)=AUDB?

DEFINITION 3.10. Seien A, B Mengen. Mit AAB bezeichnen wir die Menge
AAB = (A\B)U(B\ A).
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AAB heifit die symmetrische Differenz von A und B. Ein Element x liegt also in AAB,
wenn es in genau einer der Mengen A und B enthalten ist, wenn also (x € A A x ¢

B) V (x ¢ A A x € B) gilt. Wir werden im folgenden auch brauchen, wann ein Element
nicht in AAB liegt. Es gilt

rgAAB & (r e ANz eB)V(cg ANz € B).
SATz 3.11. Seien A, B,C Mengen. Es gilt:

(1) AAB=(AUB)\ (ANB).
(2) (AAB)AC = AA(BAC).
(3) AAB = BAA.
4) A A@ A.
(5) A

(6)

6( )mc (ANC)A(BNC).

Beweis: Wir zeigen (2). Dazu beobachten wir, dass fiir jedes = gilt:
r € (AAB)AC & (x € (AAB)\C)V (z € C'\ (AAB))
& (re(AAB)ANx ¢ C)V(x e C ANz & (AAB))
S ((reANxgB)V(xe BANe g A)Nx & C)
VieeCAN({(zre ANz eB)V(e g ANz ¢ B)))
SeANsEgBNANx )V (g ANz € BAx &)
Vire ANzeBANzeC)V(xg ANz g BAz e ().

Ahnliche Berechnung zeigen, dass © € AA(BAC) ebenfalls genau dann gilt, wenn (z €
AN g BAx g C)V(x g ANz € BNz gC)V(r € ANz € BAxeC)V(x g ANx ¢
B Az € C). Das beweist (2)

Wir beweisen nun (6), indem wir beide Inklusionen zeigen. Sei dazu z € (AAB) N C.
Da x € AAB liegt, gilt t € ANx € Boderz ¢ Aund z € B.

e lLFal: z € ANz g B:Dax € C,gilt x € (ANC). Es gilt x ¢ (BN C).
Insgesamt gilt also x € (AN C)A(BN(C)).

e2Fal: v € ANz € B:Dax € C,gilt z € (BNC). Esgilt x & (ANC).
Insgesamt gilt also x € (AN C)A(BN(C)).

Somit ist die Inklusion C gezeigt.

Fiir O wahlen wir z € (AN C)A(BNC). Daz € (ANC)A(BNC) liegt, gilt = €
(ANCYANzx & (BNC)oderz g (ANC)ANz € (BNO).

e l.Fal z € (ANC)Ax & (BNC):Daxe ANC gilt x € C und z € A. Da
xe€Cund x & BNC, gilt x € B. Somit gilt x € (AAB) und z € C, also
€ (AAB)NC.
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e2 Fal z ¢ (ANC)ANz € (BNC):Dax e BNC gilt z € C und = € B.
Dax e Cund xz € ANC, gilt x ¢ A. Somit gilt x € (AAB) und z € C, also

x € (AAB)NC.
0
UBUNGSAUFGABEN 3.12.
(1) Sei n € N, und seien Ay,..., A, Mengen. Zeigen Sie, dass
x € ((...((A1AA)AA3A .. )AA,_1)AA,
genau dann gilt, wenn x in einer ungeraden Anzahl der Mengen A4, ..., A, enthalten

ist. Hinweis: Induktion nach n.

DEFINITION 3.13. Sei A eine Menge. Dann ist die Menge P(A), die Potenzmenge von
A, definiert durch
P(A):={B| B C A}.

Es gilt etwa P({1,2}) = {2, {1}, {2}, {1,2}}.
SaTz 3.14. Sein € N, und sei A ={1,2,...,n}. Dann hat P(A) genau 2" Elemente.

Beweis: Wir beweisen diesen Satz mit Induktion. Sei n = 1. Dann gilt A = {1} und

P(A) = {@,{1}}. Die Menge P(A) hat also genau 2 Elemente. Wir nehmen nun an, dass

n € N, und dass P({1,...,n}) genau 2" Elemente hat. Wir berechnen nun P({1, ..., n+

1}). Es gilt

PH{1,...,n,n+1})={B|BC{l,...,n+1} An+1€ B}
U{B|BC{l,....n+1}An+1¢ B}
={Cu{n+1}|C C{l,...,n}}

u{C|CCA{l,...,n}}.

Die Menge {C'| C C {1,...,n}} ist die Menge P({1,...,n}). Nach der Induktionsan-

nahme hat diese Menge 2" Elemente. Da verschiedene Teilmengen von {1,...,n} durch

Hinzufiigen von n+1 verschieden bleiben, hat auch {CU{n+1} | C C {1,...,n}} genau

2" Elemente. Schliellich haben {CU{n+1} | C C{1,...,n}}und {C | C C {1,...,n}}

keine Elemente gemeinsam, es gilt daher

(CU{n+1}|CC{l,....n}}n{C|CC{l,....n}} =02,

Also hat ihre Vereinigung 2" + 2" = 27! Elemente. Insgesamt haben wir gezeigt,
dass P({1,...,n+ 1}) genau 2""! Elemente hat; damit ist auch der Induktionsschritt
gelungen. |

UBUNGSAUFGABEN 3.15.

(1) Wie lauten die Potenzmengen folgender Mengen:

(a) A = {1,2,3,4}.
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(b) Ag = {L {17 3}7 3}
(C) Az = {{17 2, {3}}}
ilt fiir alle Mengen A, B, dass P(A) N P(B)
ilt fiir alle Mengen A, B, dass P(A) UP(B)

(2)
(3)

P(ANB)?
P(AUB)?

QQ

Wenn eine Menge A genau n verschiedene Elemente hat (mit n € Ny), so schreiben wir
|A| = n (oder #A = n). Eine solche Menge nennen wir auch n-elementig, und wir sagen,
n ist die Kardinalitit oder Mdchtigkeit der Menge. Eine Menge, fiir die es kein solches
n € Ny gibt, bezeichnen wir als unendlich. Manchmal schreibt man |A| = oo. Eine
genauere Unterscheidung zwischen ,verschieden groflen® unendlichen Mengen werden
wir in Kapitel 8 vornehmen.

Wir halten nun die Kardinalitéit einiger endlichen Mengen fest.
SATZ 3.16. Seien A, B, Ay, ..., A, endliche Mengen. Dann gilt:

(1) Wenn ANB =g, so gilt |[AU B| = |A| + |B|.

(2) Wenn fir alle i,5 € {1,...,n} mit i # j gilt, dass A; N A; = @, so gilt:
|A; U A UL UA,| = AL+ |As| + -+ A

(3) Es gilt |[AUB| = |A|+ |B| — |AN B.

Beweis: Wir beweisen hier nur die Eigenschaft (3). Da A\ B und B disjunkt sind, und
AUB = (A\ B)UB, gilt

|AUB| =|A\ B| + |B]. (3.3)
Nun gilt (ANB)U(A\B) = Aund (ANB)N(A\ B) = @. Folglich gilt |[ANB|+|A\ B| =
|Al. Wenn man nun in Gleichung (3.3) |A \ B| durch |A| — |A N B| ersetzt, so erhélt
man |[AU B| = |A| +|B| — |AN B|. O
SaTz 3.17. Sei A eine Menge mit n Elementen, und sei i € {0,...,n}. Dann hat A

!

genau (%) = Ty Leilmengen mit i Elementen.

Beweis: Zunéchst zeigen wir, dass fir n € Nund i € {1,...,n — 1} gilt:

(M) =+ (1) (3.4)

Es gllt (n:1)+ (n—l) _ (n—l)!!i! + - (n—1)! _ (n=D!'(n—=i)+(n—-1'i _ (n—1D!n __ n!

i-1) = 129 OG- (n—o)tal = oo etd
(7). Das beweist (3.4). Nun zeigen wir den Satz mit Induktion nach n. Fiir n = 1 sehen

wir, dass eine einelementige Menge genau eine nullelementige und eine einelementige

Teilmenge hat. Sei nun n > 2. Fiir i = 0 sehen wir, dass A genau eine nullelementige
Teilmenge, ndmlich @, hat. Fiir ¢ = n hat A genau eine n-elementige Teilmenge, ndmlich
A.Seinuni € {1,...,n — 1}. Wir wihlen ein Element a aus A. Es gilt

(B|BCA,|B|=i={B|BCA,|Bl=i,a¢ BYU{B|BCA,|B|=i,a € B}
={B| B C A\ {a},|B| =1}
U{BU{a} | BC A\ {a},|B|=i—1}.
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n

Nun hat die erste dieser Mengen (";!) und die zweite (2:11) Elemente. Somit gilt

{B: BCAI|Bl=i}=(";")+ (=) = (7). O
Es gibt Mengen, deren Elemente wiederum allesamt Mengen sind. Wir geben jetzt der

Vereinigung aller Elemente einer Menge und dem Durchschnitt aller Elemente einer
Menge eine Abkiirzung.

DEFINITION 3.18. Sei A eine Menge, deren Elemente alle Mengen sind. Mit | J.A oder

U A bezeichnen wir die Menge, die durch
AeA

JA={z]34€ Az A}

definiert ist.

Beispiele:

e {{1,2},{2,5},{1,5,0}} = {0,1,2,5}.
) U]n,n+1[:{:ﬂ€R+|x21}\N
° TEjNQZQ.

DEFINITION 3.19. Sei A eine nichtleere Menge, deren Elemente alle Mengen sind. Mit

A oder ﬂ A bezeichnen wir die Menge, die durch
AcA

ﬂA:{x]VAEA:xEA}
definiert ist.
Beispiel: N{{1,2},{2,5},{2,6}} = {2}, N{ln,n + 1[| n e N} = ﬂ]n,n +1[ = @.
neN
UBUNGSAUFGABEN 3.20.

(1) Geben Sie die Menge
A=|]J{(a,a+i)|acN}

1€N
in der Form A = {(¢,d) e NxN|...... } an.
(2) Bestimmen Sie die Menge

B= m{(a,a—i—i)\aeN}.

ieN
3. Geordnete Paare

DEFINITION 3.21. Fiir beliebige a, b definieren wir das geordnete Paar (a,b) durch
(a,0) := {{a},{a, b}}.

SATz 3.22. Fir alle a,b,c,d gilt (a,b) = (¢,d) genau dann, wenn a = ¢ und b = d.
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Beweis: Wenn a = ¢ und b = d, so gilt (a,b) = {{a},{a,b}} = {{c},{c,d}} = (¢,d).

Wir zeigen nun, dass aus (a,b) = (¢, d) folgt, dass a = ¢ und b = d. Seien dazu a, b, c,d
so, dass (a,b) = (¢, d). Wir wissen also, dass {{a}, {a,b}} = {{c},{c,d}}.

e 1.Fall: a # b: Wir wissen, dass {c} € {{a},{a,b}}. Da {a,b} nicht einclementig
ist, kann nur {c} = {a} gelten. Dann gilt a = c. Somit gilt also {{a}, {a,b}} =
{{a},{a,d}}. Da {a,b} # {a}, muss {a,b} = {a,d} gelten. Somit gilt b €
{a,d}, und folglich b = d.

e 2.Fall: a = b: Dann gilt {{a}} = {{c}, {c,d}}. Also gilt {c,d} = {a}, und somit
c=d=a. Also gilt a = cund d = b.

DEFINITION 3.23. Seien A, B Mengen. Wir definieren A x B, das kartesische Produkt
von A und B, durch
Ax B:={(a,b) | a € Aund b € B}.

SATZ 3.24. Seien A, B, X,Y Mengen. Dann gilt

(1) (AUB)x X =(Ax X)U (B x X),

(2) (ANB)x (XNY)=(AxX)N(BxY),

(3) o x B=g.

(4) Wenn A x B =, so gilt A= & oder B = 0.

Beweis: Wir geben nur die Beweise von (1) und (4) an. (1): Es gilt (z,y) € (AUB)x X <
(e AV e B)INye X & (r€e ANye X)V(r e BAy € X) & (x,y) €
(Ax X)U (B x X). (4): Nehmen wir an A # @ und B # @. Dann gibt es a € A und
b € B. Somit gilt (a,b) € A x B, und folglich gilt A x B # @. O

4. Russellsches Paradoxon
SATZ 3.25. Sei A eine Menge, und sei B :={a € A|a ¢ a}. Dann gilt B ¢ A.

Beweis: Nehmen wir an, dass B € A.

e [.Fall: B ¢ B: Dann gilt B € Aund B ¢ B. Also gilt B € B, im Widerspruch
zur Fallannahme. Dieser Fall kann also nicht auftreten.

e 2. Full: B € B: Dann erfiillt B die Eigenschaft, die unter den Elementen von
A jene in B auswahlt; es gilt also B ¢ B, im Widerspruch zur Fallannahme.

Somit ist die Annahme B € A falsch; es gilt also B ¢ A. OJ

Damit gibt es auch keine Menge, die alle Mengen als Elemente enthalten wiirde: jede
Menge M enthélt zumindest die Menge {m € M | m ¢ m} nicht als Element. Der
Begriff ,die Menge aller Mengen“ ist also widerspriichlich, weil er von einem Objekt,
das es nicht gibt, ndmlich einer Menge aller Mengen, so spricht, als ob es dieses Objekt
gibe. Dass es eine ,,Menge aller Mengen® nicht gibt, ist das Russellsche Paradoxon.
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KAPITEL 4

Die natiirlichen Zahlen

1. Der Aufbau der natiirlichen Zahlen

In diesem Kapitel geht es darum, die Menge
N={1,23,...}

niher zu bestimmen. Man verwendet allgemein die natiirlichen Zahlen und ihre Arith-
metik, etwa 7-8 = 56 oder Vx,y € N: x -y = y - x mit groBer Selbstverstindlichkeit.
Wenn man aber versucht, etwa Vx,y € N: z -y = y - x zu beweisen, fehlen eine De-
finition der natiirlichen Zahlen und der Rechenoperationen. Giuseppe Peano' hat die
Eigenschaften der natiirlichen Zahlen, die man man fiir die Entwicklung ihrer Theorie
braucht, als Aziome zusammengestellt. Peano schreibt?:

,Die Aussagen, die durch die Operationen der Logik von anderen abge-
leitet werden, sind Sétze; die, die in Wahrheit nicht [abgeleitet werden],
habe ich Aziome genannt. Axiome gibt es hier neun, und sie driicken
die grundlegenden Eigenschaften der Zeichen, die keine Definition be-
sitzen, aus.“

Wir passen die Peano-Axiome an unsere Schreibweise an. Auflerdem lassen wir die
Axiome aus, die die Bedeutung des Gleichheitszeichens erklaren.

AXIOME 4.1 (Peano-Axiome, [Pea89]). N bedeutet die Menge der positiven ganzen
Zahlen, a + 1 ist der Nachfolger von a.

(1) 1 eN.

(6) Fir allea € N gilt a+1 € N.

(7) Fiir alle a,be N gilt: a=b<a+1=5b+ 1.

(8) Fir allea € N gilt a+1 # 1.

(9) Fiir alle Mengen k, die folgende Eigenschaft erfiillen:
lekundVeek:x+1€k

gilt N C k.

Wir schreiben nun den Nachfolger von a als at. Peano definiert dann die Addition
rekursiv durch a +1 = a™ und a + (b") = (a + b)™. Das erlaubt, etwa 2 + 3 wirklich zu

lGiuseppe Peano, 1858-1932
2Ubersetzung und Anpassung an unsere Sprechweise vom Autor des Skriptums

38
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berechnen: 2+ 3 =17+ 17t = (1T 4 11)" = (17 + 1) = (17")*T = 17T+ = 5. Das
ist ineffizient, hat aber den Nutzen, dass wir jetzt Eigenschaften, wie etwa Vz,y € N :
r+ 1y =1y + x beweisen konnen. Die Existenz der natiirlichen Zahlen wird so aber nicht
erklédrt, sondern einfach postuliert.

Heute baut man die Mathematik lieber aus der Mengenlehre auf, da sich die Men-
genlehre als sehr gut geeignet herausgestellt hat, die Ergebnisse der verschiedensten
Gebiete der Mathematik auszudriicken. Man braucht auch dann Axiome: das sind heu-
te iiblicherweise die Axiome der Zermelo-Fraenkelschen Mengenlehre. Wenn man nun
bereits Mengen zur Verfiigung hat, kann man eine Menge und eine Nachfolgerfunktion
definieren, die die Eigenschaften der Peano-Axiome erfiillen. Damit verlieren die Peano-
Axiome ihren Status als Axiome, und sind nur mehr Satze. Die folgende Konstruktion
der natiirlichen Zahlen stammt von John von Neumann® aus dem Jahr 1923. Sie scheint
zunachst umstandlich und beweist ihre ganze Kraft tatsdchlich erst bei der Beschreibung
von unendlichen Mengen, die, in gewissem Sinn, gréfler als die Menge der natiirlichen
Zahlen sind. Als erstes definiert man fiir jede Menge  eine Menge 1 durch

=z U{x}
und nennt sie den Nachfolger von x. Nun definiert man

0:=0, 1:=0"=g"=0U{g}={o},
2:=1"={g,{o}}, 3:=2"={2,{o},{29,{o}}},... (4.1)

Man fordert dann, als Axiom (Unendlichkeitsaziom), dass es eine Menge U gibt, die 0
enthélt, und mit jedem x auch seinen Nachfolger 2". Eine solche Menge enthélt zumin-
dest 0,07, (07)*, .. .. SchlieBlich definiert man Ny als Durchschnitt aller Teilmengen von
U, die 0 enthalten, und mit jedem Element auch dessen Nachfolger. Das hat folgende
Nachteile:

(1) Die Elemente sind sehr unhandlich, so ist etwa 3 = {@,{@},{9,{2}}}. Die
Darstellung braucht also viel mehr Platz als das heute verwendete Stellenwert-
system, das vermutlich bereits vor 500 n.Chr. erfunden worden ist. In dieser
Darstellung braucht man fiir die Darstellung der Zahl n insgesamt 2" —1 Sym-
bole. Selbst die Vereinfachung 3 = 07+ braucht fiir die Zahl n immer noch
n+ 1 Symbole. Das Stellenwertsystem kommt mit |log,,(n) |+ 1 Symbolen aus.

(2) Es ergeben sich ungewohnliche Gleichheiten, etwa {0} =1, 2 = 1U (2, @), die
man auBerhalb der Mengenlehre als falsch ansehen wiirde.

(3) Das Unendlichkeitsaxiom und die anderen Axiome der Mengenlehre sind nicht
unmittelbar als unverriickbar wahr einsichtig. Dagegen formalisieren die Peano-
Axiome Tatsachen, die unmittelbar unserer Vorstellung vom Z#hlen entspre-
chen.

3John von Neumann, 1903-1957
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Vorteile sind:

(1) Man braucht keine neuen Objekte, sondern kann die in der Mengenlehre bereits
vorhandenen Objekte, wie etwa &, {@}, ... verwenden.

(2) Man braucht keine neuen unbewiesenen Behauptungen, wie etwa die Peano-
Axiome, hinzuzunehmen, sondern findet mit den Axiomen der Mengenlehre
das Auslangen. Man reduziert daher die Gefahr, dass die Axiome einander
widersprechen.

(3) Die Anordnung der natiirlichen Zahlen lésst sich leicht beschreiben: Es gilt
x <y genau dann, wenn x C y.

(4) Von Neumanns Konstruktion ldsst sich auf , gréflere* Mengen verallgemeinern.
Dafiir hat er sie auch erfunden.

In dieser Betrachtungsweise erhélt man Peanos Axiome dann als Satz.
SATZ 4.2 (Peano-Axiome in der Sichtweise der Mengenlehre). Es gilt:

(1) 0 € Ny.

(2) Fir alle n € Ny gilt nt € Ny.

(3) Es gibt kein n € Ny mit n*™ = 0.

(4) Fiir alle n,m € Ng mit n* =m™ gilt auch n = m.
(5) Fiir alle Teilmengen S von Nq gilt: Wenn

0eSund Vne S:ntes (4.2)

gelten, so gilt S = Nj.

Beweis: Die Eigenschaften (1) und (2) ergeben sich daraus, dass Ny als Durchschnitt
von lauter solchen Mengen definiert wurde, die (1) und (2) erfiillen. Wenn wir lauter
Mengen schneiden, die 0 als Element enthalten, enthélt deren Durchschnitt wieder 0.
Ebenso bleibt der Durchschnitt abgeschlossen unter *. Fiir die Eigenschaft (3) nehmen
wir an, dass n* = 0. Dann gilt n U {n} = &, also n € &. Das ist eine falsche Aussage,
weil die leere Menge kein Element hat. Wir zeigen nun (5). Sei S eine Teilmenge von Ny,
die die Eigenschaft (4.2) erfiillt. Dann ist S eine jener Mengen, als deren Durchschnitt
Ny definiert wurde. Somit gilt Ny C S. Also gilt insgesamt S C Ny und Ny C S, und
somit Ny = S. Den Beweis von (4) machen wir in zwei Schritten: wir zeigen zuerst:

VieNoVeeNy:x€i=zCi. (4.3)
Fiir den Beweis von (4.3) zeigen wir, dass die Menge
S={ieNy|VeeNy:zei=xzCi}

die Eigenschaft (4.2) erfiillt. Dann gilt wegen Eigenschaft (5), dass S = Ny. Dazu
untersuchen wir als erstes, ob 0 € S. Dazu muss gelten:

VreNy:x € =2 C0o. (4.4)
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Sei nun x € Nj. Die Voraussetzung x € & ist falsch, also gilt die Implikation. Das
beweist (4.4), und somit gilt 0 € S.

Sei nun 7 € S. Wir zeigen, dass dann auch ¢+ € S gilt. Dazu muss gelten:
VeeNy:xeit = Cit. (4.5)

Sei dazu x € Ny. Wir nehmen an, dass x € i*. Also gilt € i U {i}. Wenn z € i, dann
gilt wegen i € S auch x C i. Wegen ¢ C i U {i} = " gilt daher auch z C i*. Wenn
x =1, so gilt x C ¢, und somit ebenfalls x C i*. Somit erfiillt i+ die Eigenschaft (4.5),
und damit gilt it € S. Damit erfiillt S also die Eigenschaft (4.2), 0 zu enthalten und
mit jedem Element seinen Nachfolger. Somit gilt wegen (5), dass S = Ny. Damit gilt
aber (4.3).

Wir zeigen nun (4). Seien n,m € Ny so, dass nt = m™. Wir nehmen an, dass n # m.
Dan € nU{n}, gilt n € n™. Also gilt n € m™, und somit n € mU{m}. Dan # m, muss
also n € m gelten. Somit gilt nach (4.3) auch n C m. Da auch m € m™ =n™ = nU{n},
gilt wegen m # n, dass m € n. Also gilt wegen (4.3) auch m C n. Somit gilt insgesamt
n = m, im Widerspruch zur Annahme. Also gilt n = m. [

Wir haben jetzt also die Menge Ny und ihre Teilmenge N := Ny \ {0} zur Verfiigung,
aber erst eine Rechenoperation: die Operation, die zu jeder Zahl ihren Nachfolger bildet.
Den Nachfolger n™ von n schreiben wir auch als n + 1. Einen Vorgénger kénnen wir
ebenfalls bestimmen; wir erfinden also die Operation n — n — 1:

SATZ 4.3. Sein € N. Dann gibt es genau ein x € Ny, sodass x+ = n.

Beweis: Wir zeigen zunéchst die Existenz eines solchen x: Wir definieren die Menge
S:={neNy|n=0oder dr € Ny: z" =n}.

Wir zeigen, dass S die Eigenschaft (4.2) aus Satz 4.2 erfiillt. Klarerweise gilt 0 € S. Wir
zeigen nun Vn € S : nT € S. Sei dazu n € S. Um zu zeigen, dass n* € S ist, miissen
wir zeigen:
nt =0oder Ir €Ny : 2t =n'.

Der zweite Teil dieser Disjunktion ist wahr: die Wahl z := n belegt, dass 3z € Ny : 2 =
nt wahr ist. Also sind die Eigenschaften (4.2) aus Satz 4.2 erfiillt. Satz 4.2 (5) liefert
nun S = Nj. Folglich gilt fiir alle n € Ny mit n # 0, dass es ein z € Ny mit 27 = n gibt.
Wir zeigen nun die Eindeutigkeit. Seien dazu z,y € Ny so, dass 7 = n und y* = n.
Dann gilt 1 = y*. Satz 4.2 (4) liefert nun = = y. O

Fiir n € N definieren wir nun n — 1 als jenes x € Ny mit 27 = n. Es gilt dann
m—1)+1l=z+1l=z"=nund (n+1)—1=(n")—1=n.

Wir haben bereits zweimal eine neue Beweismethode verwendet, um zu zeigen, dass
Vn € Ny : A(n) gilt. Wir haben nachgewiesen, dass die Menge S := {n € Ny | A(n)} die
Eigenschaften 0 € S und Vs € S : s € S erfiillt, und dann aus Satz 4.2 (5) geschlossen,
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dass S = Ny ist. Also gilt A(n) fiir alle n € Ny. Das ist so wichtig, dass wir die Menge
S von nun an verstecken werden, und diese Beweismethode explizit formulieren:

SATZ 4.4 (Beweismethode ,vollstandige Induktion®). Sei A(n) eine Aussageform, die
fiir alle n € Ny definiert ist. Wir nehmen an, dass A(0) gilt, und dass ¥n € Ny :
(A(n) = A(n+1)) gilt. Dann gilt auch ¥n € Ny : A(n).

Beweisskizze: Die Menge S := {n € Ny | A(n)} erfiillt die Eigenschaft (4.2) aus

Satz 4.2 (5). Also gilt S = No. O
Das erlaubt uns also, im Induktionsschritt, in dem wir A(n + 1) zeigen wollen, A(n) zu
verwenden. Eine Variante davon erlaubt, nicht nur A(n), sondern gleich alle A(0), ..., A(n)

zu verwenden.

SATZ 4.5 (Variante der Beweismethode ,,vollstandige Induktion®). Sei A(n) eine Aus-
sageform, die fiir alle n € Ny definiert ist. Wir nehmen an, dass A(0) gilt, und dass

Vn e Ny : ((Vke {0,1,...,n}: A(k)) :A(n+1)>

gilt. Dann gilt auch ¥n € Ny : A(n).

Beweis: Sei B(n) < Vk € {0,1,...,n} : A(k). Wir zeigen mithilfe von Satz 4.4, dass
Vn € Ny : B(n) gilt. Dazu zeigen wir

B(0) A (Vn € Ng : B(n) = B(n+1)).

Wir zeigen als erstes B(0). Da A(0) laut Voraussetzung wahr ist, ist auch B(0) wahr.
Wir zeigen nun Vn € Ny : B(n) = B(n + 1). Sei dazu n € Ny. Wir nehmen an, dass
B(n) gilt, und zeigen B(n + 1). Da B(n) gilt, gilt Vk € {0,1,...,n} : A(k). Nach
Voraussetzung gilt daher A(n + 1). Also gilt Yk € {0,1,...,n+ 1} : A(k). Somit gilt
B(n + 1). Wir verwenden nun Satz 4.4 und erhalten, dass Vn € Ny : B(n) gilt. Wir
zeigen, dass dann auch Vn € Ny : A(n) gilt. Sei dazu n € N. Dann gilt B(n), also
Vk € {0,1,...,n}: A(k). Damit gilt insbesondere (setze k := n) auch A(n). O

Wir brauchen noch eine weitere Eigenschaft der natiirlichen Zahlen: man kann Funk-
tionen rekursiv definieren. Wir kennen das etwa in folgenden Definitionen:

(1) 0l:'=1und (n+1)!:=(n+1)-(n!) fir n € Ny.
(2) Die Fibonaccizahlen F), sind definiert durch Fy =0, F; =1 und F,, = F,,_1 +
F, 5 fir n € N mit n > 2.

Dass durch die erste Definition tatsdchlich eine Funktion definiert wird, begriindet fol-
gender Satz, der in der Mengenlehre Rekursionstheorem genannt wird.

SATZ 4.6 (Definitionsmethode ,, Rekursion®, cf. [Hal76]). Sei X eine Menge, seia € X,
und sei f eine Funktion von X nach X. Dann gibt es genau eine Funktion u von Ny
nach X mit u(0) = a und u(n+ 1) = f(u(n)).
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Man benutzt diesen Satz etwa so: Wir definieren ¢ : Ny — Ny rekursiv durch ¢(0) =1
und ¥ (n+1) = 2-9(n) fir n € Ny. Dann gilt (1) = 2¢(0) = 2, ¥(2) = 2¢(1) =4, .. ..
Rekursionen, die auf die Funktionswerte mehrerer kleinerer Werte zuriickgreifen oder
die in der Definition von f(n+1) nicht nur f(n), sondern auch n verwenden, rechtfertigt
man mit Varianten dieses Satzes.

2. Der Aufbau der Arithmetik

Die Arithmetik hat Peano bereits 1889 so aufgebaut:

DEFINITION 4.7 (Addition). Fiir jedes m € Ny definieren wir eine Funktion a,, : Ny —
Ny rekursiv durch a,,(0) := m und a,,(z") := (a,,(z))". Darauf aufbauend definieren
wir  +y = a,(y) fir z,y € Ny und nennen z + y die Summe von x und y.

Mit dieser Definition gilt offensichtlich fiir alle x € Ny, dass x +0 = z, da z + 0 =
a;(0) =z, undes gilt z+1 =2, daz+1=a,(1) =a,(0") = (a,(0))" = ™. Schon
die einfache Figenschaft 0 + z = x ist nicht offensichtlich; wir werden sie im Verlauf des
Beweises des nédchsten Satzes begriinden.

SATZ 4.8. Seien x,y € Ng. Dann gilt v +y =y + x.

Wir beweisen dazu als erstes:
Vu e Ny :0+u=u. (4.6)

Wir verwenden dazu vollsténdige Induktion nach w.

Induktionsanfang: Sei u := 0. Zu zeigen ist
0+0=0. (4.7)

Die Definition von + liefert 0+ 0 = a(0). Die Definition von aq liefert a¢(0) = 0. Somit
gilt (4.7). Damit ist der Induktionsanfang gelungen.

Induktionsschritt: Wir zeigen
VueNyg:0+u=u=0+u"=u".

Sei dazu u € Nyg. Wir nehmen an, dass 0 + v = u gilt. (Diese Annahme nennen wir die
Induktionsannahme oder Induktionsvoraussetzung). Wir zeigen, dass dann

0+ut =u' (4.8)
gilt. (Diese Konklusion nennen wir die Induktionsbehauptung.) Es gilt
0+ ut = ag(u')

= (ao(u))”

=(0+u)".
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Nun verwenden wir die Induktionsannahme 0 + © = » und erhalten daraus
O0+u)" =u".

Somit gilt die Induktionsbehauptung (4.8). Der Induktionsschritt ist damit gelungen.
Es gilt also (4.6).

Als néchstes zeigen wir:
VueNy: (VweNy: (v+u)t =v' +u). (4.9)
Wir verwenden dazu vollstindige Induktion nach wu.
Induktionsanfang: Sei u := 0. Zu zeigen ist
Yo eNy: (v+0)" =0t +0. (4.10)

Sei dazu v € Ny. Es gilt (v + 0)T = (a,(0))* = v" und v+ 4+ 0 = a,+(0) = v™. Somit
gilt (4.10). Damit ist der Induktionsanfang gelungen.

Induktionsschritt: Wir zeigen
Vu € Ny : <(VU€N0 (vt uwt=vt+u) = (VWweNy: (v+uh)t :v++u+)).
Sei dazu u € Ny. Wir nehmen an, dass Vv € Ny : (v + u)™ = v 4 u gilt. (Das ist die
Induktionsannahme). Wir zeigen, dass dann
Vo eNg: (v+uh)t =0t +ut (4.11)

gilt. (Das ist die Induktionsbehauptung.) Sei dazu v € Ny. Es gilt

(0+ut)* = (a(uh)”
((auf)*)*
((v+u))".
Nun verwenden wir die Induktionsannahme und erhalten

(0+w*)" = (" +u)"

= (au+ (u))”

")

= y+(u
=vt +ut.
Somit gilt die Induktionsbehauptung (4.11). Der Induktionsschritt ist damit gelungen.
Es gilt also (4.9).
Wir beweisen nun
VyeNyg: Ve eNy:z+y=y+u2) (4.12)
durch vollstéandige Induktion nach y.

Induktionsanfang: Sei x € Ny. Es gilt x + 0 = a,(0). Nach der Definition von a, gilt
a,(0) = z. Nun berechnen wir 0+ z. Nach (4.6) gilt 0+ 2 = z. Also gilt 2+ 0 =0+ z.
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Induktionsschritt: Sei y € Ny. Wir nehmen an, dass
VeeNg:x+y=y+=x
gilt und zeigen, dass dann
VeeNg:x+y =y"+ua
gilt. Um (4.13) zu zeigen, wihlen wir x € Ny. Es gilt dann
T4yt =a.(y")
= (az(y))"
=(z+y)*.
Wir verwenden die Induktionssannahme und erhalten
(z+y)"=@y+a)"
Wegen (4.9) gilt
(y+2)t =yt +
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(4.13)

Insgesamt gilt also (4.13). Somit ist der Induktionsschritt gelungen. Es gilt also (4.12),

und somit die Aussage des Satzes.

g

Wir werden jetzt Peanos Aufbau nicht weiter im Detail durchgehen. Er definiert als
nichstes z — y (falls x > y), z - y und beweist dafiir etliche Rechengesetze. Um = — y
auch fiir y > x zu definieren, erweitert man die natiirlichen Zahlen zu den ganzen Zahlen

Z={..,-3-2,-1,0123,...}

und erweitert dann auch + und - von Ny auf Z. Schliefllich gelangt man zu den drei
Grundrechungsarten +, —, - fiir die ganzen Zahlen. Wir verwenden dabei — sowohl ein-

stellig (in ,,—3“) und zweistellig (in ,z — y*).

SATz 4.9 (Rechengesetze in Z). Seien x,y,z € Z. Dann gilt:

1) (x+y)+z2=x+(y+2) (+ ist assoziativ).
(2) 2+0=0+z==x (0 ist beidseitig neutrales Element beziglich + ).
B)z+(—z)=(—2)+2=0 (—x ist zu das zu x additiv inverse Element).
4)z+y=y+x (+ ist kommutativ).
b)) x—y=a+(—vy) (Zusammenhang zwischen einstelligem

und zweistelligem — ).

6) (x-y)-z=x-(y-2) (- ist assoziativ).

(M x-(y+z2)=z-y+z-z (Linksdistributivgesetz).

®) (z+y)-z=z-2+y-z (Rechtsdistributivgesetz).

Q) z-y=y-x (- ist kommutativ).
(10) l-z=z-1=2x (1 ist beidseitig neutrales Element beziglich -).
(1) 0-z=2-0= (0 ist absorbierendes Element beziiglich -).
(12) (—z) y=—(x-y)=x-(—y) (Aufteilung von — auf ein Produkt).
(13) —(—z) ==
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Oft hat man es in der Mathematik auch mit anderen Mengen als Z zu tun, die aber eben-
und Elemente 0,1 besitzen, die diese Rechengesetze erfiillen.
Beispiele sind R, die Menge R[z] der Polynome iiber R, die komplexen Zahlen C, die
Gauflschen ganzen Zahlen der Form a + bi mit a,b € Z. Eine solche Struktur, die
aus einer nicht leeren Menge und drei darauf definierten Operationen besteht, die alle
Rechengesetze (1)-(13) erfiillen, heifit kommutativer Ring mit Fins. In der abstrakten
Algebra beschreibt man auch Strukturen, die nur manche dieser Rechengesetze erfiillen.

falls Operationen +, —, -

Je nachdem, welche Rechengesetze sie erfiillen, haben diese Strukturen besondere Na-

men bekommen.

TABELLE 1. Algebraische Strukturen mit +, —, -

At
(1)

K+
(4)

9)

typisches Beispiel

Kommutativer Ring

(Zv +5 = )

Ring

Matrixring Matgyx2(Z)

Distributiver Fastring

Fastring, Rechtsfastring

Polynome (R[z], +,0)
p(z) o q(z) := p(g(z))

Manchmal miissen auch nicht alle drei Grundrechnungsarten existieren, sondern nur
einige davon. Wir vereinbaren, dass Rechenoperationen, die in keinem geforderten Re-
chengesetz erwahnt werden, auch nicht vorkommen.
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TABELLE 2. Einige weitere Algebraische Strukturen

A+ 0| - | K+ |Ax|LD |RD | Kx| 1 | typisches Beispiel

M 1@ B[ @ [6)]7)]®) (9]0
Halbgruppe,
additiv .
geschrieben
Halbgruppe, Worthalbgruppe
multiplikativ o {a,b}* ={a,b,aa,ab,...},
geschrieben abaa * bbb = abaabbb
kommutative Worthalbgruppe
Halbgruppe, . . {a}* = {a.aa,aaq, ...}
multiplikativ Y o

, aaaa * aaa = aaaaaad
geschrieben
i\ndzﬁ (i)ltl)(liil(ativ . . Hansformatione?monoid
geschrieben ({f + N = N}, 0,id)
kommutatives
Monoid,
additiv R ° (No, +,0)
geschrieben
Gruppe,
additiv ° o | o
geschrieben
abelsche
Gruppe,
additiv N A N (Z,+,-,0)
geschrieben
Halbring . . . o | o . (No, max, +)

DEFINITION 4.10 (Teilbarkeit). Fiir z,y € Z definieren wir, dass

x teilt y

3. Division und Teilbarkeit

genau dann gilt, wenn es ein z € 7Z gibt, sodass x - z = y ist.

Wir schreiben dann auch z | y; die Zahl y ist dann ein Vielfaches von x.

UBUNGSAUFGABEN 4.11. In den folgenden Beispielen beweisen wir einige grundlegende Ei-
genschaften der Teilbarkeitsrelation. Zeigen Sie in den folgenden Beispielen jeweils, dass die

angefiithrte Implikation fiir alle x,y, z € Z gilt.

(1) (x|yund x| 2) =z | (y + 2).
(2) z|y=x]|zy.
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3) (z|yundy|z)= x| 2.

(4) (z|yund y | z) = (z =y oder z = —y).

(5) (x|yund z |z und z [y und z # 0) = £ | L.
(6) x|y = zx|2y.

Der folgende Satz liefert Quotienten und Rest einer Division in Z.

SATz 4.12. Seien a € Z und n € N. Dann gibt es genau ein Paar von Zahlen (q,r) €
Z x Ny, sodassa=q-n+r undr € {0,...,n—1}.

Beweis: Wir zeigen als erstes die Existenz eines Paares (¢,r). Sei n € N. Wir zeigen
zundchst durch Induktion nach a, dass es fiir alle a € Ny ein solches Paar (g, ) gibt.

Induktionsanfang: Sei a = 0. Dann ist a = On 4 0 die gewiinschte Darstellung.

Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass a € N so ist, dass sich alle b € Ny mit b < a als
gn+r mit r € {0,...,n — 1} darstellen lassen.

1. Fall: @ < n: Dann ist a = On + a bereits die passende Darstellung.

2. Fall: a@ > n: Dann gilt a — n € Ny und und a — n < a. Somit gibt es nach In-
duktionsvoraussetzung (¢i,71) € Z x {0,...,n — 1} mit a — n = ¢n + r;. Dann gilt
a = (q1 + 1)n + ry. Somit leistet (¢,7) := (q1 + 1,71) das Gewiinschte. Das beendet den
Induktionsbeweis; jedes a € Ny lésst sich also als gn + r mit 0 < r < n schreiben.
Wenn a < 0, so gibt es ¢,r mit 0 <r <n—1und —a = gn+r. Im Fall » = 0 gilt dann
a=(—gn+r.Wennr >0,s0gilta=(—¢g—1)n+(n—r),undd<n—r<n-1
Somit leisten (¢',7") := (—(¢+ 1),n — r) das Gewiinschte.

Wir zeigen nun die Eindeutigkeit: Sei a = ¢in 4+ und a = ¢an + r5. Dann gilt (¢; —
@)n + (ry —re) =0, also r; —r9 = (¢2 — ¢1)n. Da ry, o Elemente von {0,...,n — 1}
sind, gilt —(n — 1) <7 —ry < n — 1. Das einzige Vielfache von n zwischen —(n — 1)
und n — 1 ist 0. Also gilt r, — 79 = 0, und somit ¢;n = gan. Wegen n # 0 gilt dann auch
¢1 = qo, und somit (q1,7r1) = (ga2,r2). O

Mit ¢ mod n kiirzen wir den Rest von a bei der Division durch n ab.

DEFINITION 4.13 (Grofiter gemeinsamer Teiler). Fiir zwei Zahlen a,b € Z (nicht beide
0) ist ggT (a,b) die grofite Zahl z € N mit z | a und z | b.

SATZ 4.14. Seien a,b € Z, nicht beide 0, und sei z € Z. Dann gilt:
geT (a,b) =ggT (a+z-b,b).

So gilt zum Beispiel ggT (25, 15) = ggT (40, 15).

Beweis: Wir zeigen, dass nicht nur der ggT, sondern sogar die Mengen der gemeinsamen
Teiler der beiden Zahlenpaare gleich sind. Wir zeigen also

{teZ :t|laundt|b}={t€Z :t|a+zbundt]|b}.
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“C”: Falls t sowohl a als auch b teilt, dann auch a+ zb und 6. “O”: Falls ¢ sowohl a + zb,
als auch b teilt, dann auch a + 2b — 2b und b, also auch a und b. Il

Das niitzen wir jetzt moglichst geschickt aus, um ggT(147,33) zu berechnen:
geT (147,33) = ggT (147 — 4 - 33, 33)

= ggT (15,33)

= ggT (15,33 — 2. 15)

= ggT (15,3)

=ggT(0,3)

=3.
Giinstig ist es also, z so zu wéhlen, dass a + zb der Rest von a bei der Division durch b
wird.

Mithilfe des erweiterten Euklidischen Algorithmus findet man nicht nur den ggT von a
und b, sondern auch u,v € Z, sodass ggT (a,b) =u-a+v-b.

Beispiel: Wir berechnen ggT(147,33), und schreiben das so:
147 33

147 1 0 (147=1-14740-33)
33 0 1 (33=0-147+1-33)
)
)

15 1 —4 (15=1-147—4-33
3/ -2 9 (3=-2-147+9-33
0

Berechnet man ggT(a, b) mithilfe dieses Algorithmus, sieht man, dass sich die auftreten-
den Zahlen immer als Linearkombination von a und b schreiben lassen. Als Konsequenz
davon erhalten wir folgenden Satz:

SATZ 4.15. Seien a,b € Z (nicht beide 0). Dann gibt es u,v € Z, sodass
geT (a,b) =u-a+wv-b.

Beweis: Wir zeigen als erstes:

Vn € Ny : (V(a,b) € (Ng x No) \ {(0,0)} : (a <nVb<n)=
(Fu,v € Z: ggT(a,b) = ua +vb)) (4.14)
durch Induktion.

Induktionsanfang: Wir nehmen an, dass n = 0. Seien a,b € Ny, nicht beide 0. Wenn
a =0, so gilt ggT(a,b) = b = 0a+ 1b. Also leistet (u,v) = (0, 1) das Gewiinschte. Wenn
b =0, so gilt ggT(a,b) =a = la+ 0b.

Induktionsschritt: Sei n € Nyg. Wir nehmen an, dass

V(a,b) € (Ng x Ng) \ {(0,0)} : (a <nVb<n)= (3u,veZ:ggT(a,b) =ua+vb)



50 4. DIE NATURLICHEN ZAHLEN

gilt, und zeigen

V(a,b) € (Nog x No)\ {(0,0)}: (a<n+1Vb<n+1)=
(Fu,v € Z : ggT(a,b) = ua + vb).
Seien dazu a, b € Ny, nicht beide 0. Wir nehmen an, dass a <n+ 1 oder b < n+ 1.
1.Fall: a =0 oder b=0: Wenn a = 0, so gilt ggT(a,b) = b = 0a + 1b, und wenn b = 0,
dann gilt ggT(a,b) = 1la + 0b. Wir nehmen also an, dass a > 0 und b > 0.
2.Fall: a >0 und b > 0:

Fall 2.1: a < n+ 1: Durch Division erhalten wir ¢,r € Ny mit b = qa +r und r < n. Da
r < n, konnen wir die Induktionsannahme verwenden, und erhalten u, v, € Z, sodass

geT(a,r) = uia + vyr.
Dar = b—qa, gilt ggT(a,b) = ggT(a,b—qa) = ggT(a,r) = uja+vir = uja+v,(b—qa) =

(uy — q)a + v1b. Somit leistet (u,v) := (uy; — q,v1) das Gewiinschte.
Fall 2.2: b < n+ 1: Durch Division erhalten wir ¢, € Ny mit a = gb+r und r < n. Da
r < n, konnen wir die Induktionsannahme verwenden, und erhalten u,,v, € Z, sodass

ggT(r,b) = uyr + vyb.

Dar = a—qb, gilt ggT(r,b) = ggT(a—qb,b) = ggT(r,b) = uyr+uvib = uy(a—qgb)+v1b =
uya + (vy — q)b. Somit leistet (u,v) := (u1,v1 — ¢q) das Gewiinschte. Damit ist (4.14)
bewiesen. Folglich gibt es fiir alle a, b € Ny, die nicht beide 0 sind, eine Darstellung des
gg'T" als Linearkombination.

Wir zeigen nun, dass es eine solche Linearkombination fiir alle (a,b) € (Z x Z)\ {(0,0)}
gibt. Wenn a = 0 oder b = 0, finden wir (u,v) als (0,1), (0,—1), (1,0) oder (—1,0).
Also nehmen wir nun an, dass a # 0 und b # 0. Wir finden dann uy,v; € Z mit
ggT(a,b) = ggT(|al, |b]) = ui|a|+v1|b] = ulTMa—f— UlTMb. Somit leisten (u,v) = (ulTM, UlT'b‘)

das Gewdiinschte. OJ
Eine Folgerung davon ist:

SATZ 4.16. Seien a,b € Z, nicht beide 0, und sei t € Z so, dasst | a und t | b. Dann
gilt auch t | ggT(a,b).

Beweis: Seien u,v € Z so, dass ggT(a,b) = ua+wvb. Da t die Zahl a teilt, ist auch ua ein
Vielfaches von t. Ebenso ist vb ein Vielfaches von t. Somit ist auch die Summe ua + vb
ein Vielfaches von ¢. Die Zahl ¢ ist also ein Teiler von ggT(a, b).

Wenn a und b gréfiten gemeinsamen Teiler 1 haben, so heiflen sie teilerfremd oder relativ

prim.

SATZ 4.17. Seien a,b,c € Z, und sei zumindest eine der Zahlen a und b nicht 0. Wir
nehmen an, dass a die Zahl b - ¢ teilt, und dass ggT(a,b) =1 gilt. Dann gilt: a teilt c.
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Beweis: Es gibt u,v € Z, sodass 1 =u-a+wv-b. Daa | wac gilt, und da wegen a | be
auch a | wvbe gilt, gilt auch
a | (ua+vb)c

und folglich a | c. O

Sind a,b € Z, so nennt man jede Zahl ¢ € Z, die von a und b geteilt wird, ein gemein-
sames Vielfaches von a und b. Unter allen gemeinsamen Vielfachen zeichnen wir das
kleinste aus.

DEFINITION 4.18. Es seien a,b € Z \ {0}. Dann ist kgV (a, b) definiert durch
kgV (a,b) =min{v € N : a |vund b | v}.

Die Menge aller positiven gemeinsamen Vielfachen ist ja fiir a,b € Z \ {0} bestimmt
nicht leer, da sie |a - b| enthélt.

SATZ 4.19. Seien a,b € Z\ {0}, und sei s € Z so, dass a | s und b | s. Dann gilt:
kgV (a,b) | s.

Jedes gemeinsame Vielfache ist also ein Vielfaches des kgV.

Beweis: Wir dividieren s durch kgV (a, b) und erhalten somit r € {0, ..., kgV(a,b) — 1}
und g € Z, sodass

s =q-kgV(a,b) +r.
Also gilt r = s — q - kgV(a,b). Sowohl s also auch ¢ - kgV(a,b) sind Vielfache von a
und Vielfache von b. Thre Differenz r ist also ebenfalls ein Vielfaches von a und von b.
Da r < kgV(a,b), und da kgV(a,b) das kleinste gemeinsame Vielfache ist, muss r = 0
gelten. Also ist s ein Vielfaches von kgV(a,b).

Zwischen ggT und kgV kann man folgenden Zusammenhang herstellen:

SATZ 4.20. Seien a,b € N. Dann gilt ggT (a,b) - kgV (a,b) = ab.

Beweis: Wir zeigen als erstes ab | ggT(a,b) - kgV(a,b). Seien dazu u,v € Z so, dass
ggT(a,b) = ua + vb. Dann gilt
ggT(a,b) - kgV(a,b) = (ua + vb)kgV(a,b)

o keV(@b) | keV(ah)

+ vb .
k b k b
gVéa, )+U gV(a,b)

a

= ab(u ).

Wir zeigen nun ggT(a,b) - kgV(a,b) | ab. Sei x := wtapy - Dann gilt © = agg%@b) =
bei(az- Also gilt a |  und b | z. Wegen Satz 4.19 gilt dann kgV(a,b) | =, und somit

kgV(a,b) - ggT(a,b) | z - ggT(a,b) = ab. O

UBUNGSAUFGABEN 4.21.



52 4. DIE NATURLICHEN ZAHLEN

(1) Bestimmen Sie fiir a und b jeweils ggT(a, b), und zwei ganze Zahlen u,v € Z, sodass
geT(a,b) =u-a+v-b.

(a) a =254, b =120.
(b) a =71, b=T9.
(c) a = 610, b = 98T.
(2) Seien a,b,z € N und u,v € Z so, dass

T = ua + vb.

Zeigen Sie: Wenn x sowohl a als auch b teilt, so gilt © = ggT(a, b).
(3) Seien a,b € N,y € Z so,dass a | y, b | y, ggT(a,b) = 1. Zeigen Sie (ohne Primfaktor-
zerlegung): a - b | y.
(4) Seien a,b € Z (nicht beide 0), und sei k € N. Zeigen Sie: ggT(ka, kb) = k ggT(a,b).
(5) Seien a,b,c € N so, dass a | b. Zeigen Sie ggT(a,c) | ggT(b,¢) und kgV(a,c) |
kgV (b, c).
(6) Seien a,c € Z, b,d € N. Zeigen Sie: Wenn die Briiche § und § gekiirzt, und die
Nenner b und d teilerfremd sind, so ist auch der Bruch % gekiirzt.
(7) * Sei n € N, und seien aj,as,...,a, in N. Wir definieren G, G und G3 durch:
(a) Gi(a1) := a1, Gi(a,az,...,a,) = ggT(G1(a1,a2,...,an-1),an).
(b) Ga(ai,az,...,an) :=max{z €N : z|q; furallei € {1,2,...,n}}.
(c) Gz :=min{z € N : es gibt A, \a,..., A\, € Z, sodass z =D ;" | Nia;}.
Zeigen Sie, dass G, G2 und Gj3 gleich sind.

4. Primfaktorzerlegung

DEFINITION 4.22 (Primzahl). Eine Zahl p € N ist genau dann eine Primzahl, wenn
folgende beiden Bedingungen gelten:

(1) p> 1.
(2) Fiir alle a,b € Nmit p=a-bgilt a =1 oder b= 1.

SATZ 4.23. Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweisskizze: Fiir m € Ny sei F,, := 22" 4+ 1 die m-te Fermat-Zahl*. Durch Induktion
kann man beweisen, dass fiir alle m € N gilt:

4pierre de Fermat (1607-1665) vermutete, dass alle F,,, Primzahlen sind. Dass ist fiir m < 4 wahr.
Im Jahr 1732 fand Euler mit 641 einen Teiler von F5. Man hat bis heute kein m > 5 gefunden, fiir
das F), prim ist und kann fiir einige m beweisen, dass F,,, zusammengesetzt ist (z.B. fir 5 < m < 32).
Wenn F),, prim ist, so kann man ein regelméssiges F;,-Eck mit Verwendung von lediglich Zirkel und
Lineal konstruieren. Fiir Fy, = 17 gab Gauf (1777-1855) im Jahr 1797 eine Konstruktion des 17-Ecks
an.
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Also gilt fiir ¢ < j, dass ggT(F;, F;) | ggT(F; —2, F}) | ggT(F; —2,2) | 2. Da ggT(F;, F})
ungerade ist, gilt daher ggT(F}, F;) = 1. Sei nun fiir jedes i € Ny die Zahl ¢; der kleinste
natiirliche Teiler von Fj, der > 2 ist. Dann ist ¢; eine Primzahl. Weiters gilt fiir alle
i,j € No mit ¢ # j, dass ¢; # ¢;, da ¢; = ¢; zur Folge hitte, dass ¢; | ggT(F;, F}). O

SATZ 4.24 (Fundamentallemma). Sei p eine Primzahl, und seien a,b € Z. Falls p ein
Produkt a - b teilt, so teilt p einen der beiden Faktoren a oder b.

Beweis: Wir nehmen an, dass p 4 a und p | ab. Dann gilt ggT(a,p) = 1, also gibt es
u,v € Z mit ua + vp = 1. Folglich gilt uab 4 vpb = b. Da p beide Summanden teilt, gilt
p|o. O

KOROLLAR 4.25. Sei p,, die n-te Primzahl, d. h. p1 = 2, po = 3, usw. Fir jedes i € N
seien «;, B; € Nog. Wir nehmen an, dass nur endlich viele a; und nur endlich viele (3;

verschieden von 0 sind. Sei a = pr‘i, und set b := leﬂi. Dann gilt a | b genau
iEN ieN
dann, wenn Vi € N : o; < ; gilt.

Beweis: Wir zeigen als erstes, dass a | b impliziert, dass Vi € N : a; < f; gilt. Wir
nehmen dazu an, dass a | b und fixieren ¢ € N. Wir nehmen nun, im Widerspruch zur
Behauptung, an, dass «; > [3;. Dann gilt

p;li—ﬁi H pjofj‘ H pjj'

JEN{i} JEN{i}

Nach Satz 4.24 teilt p; also ein pfj mit j # ¢. Im Fall 8; = 0 widerspricht das p; > 1,
im Fall 5; > 0 gilt p; | p;. Da p; eine Primzahl ist, gilt dann p; = p;, im Widerspruch
zu i # j. Somit gilt «; < ;.

Wir nehmen nun an, dass fiir alle 7 € N gilt, dass a; < f;, und zeigen, dass dann a | b.
Es gilt a - HieNp?i_ai = b, und somit a | b. O

SaTz 4.26 (Existenz und Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung). Sei (p; | i € N) =
(2,3,5,7,11,...) die Folge aller Primzahlen, und sei n € N. Dann gibt es genau eine
Funktion o : N — Ny mit folgenden Eigenschaften:

(1) {i e N[a() > 0} ist endlich.
(2) n = Tiewp!"”.

Beweis: Wir zeigen zunéchst durch Induktion nach n, dass es ein solches a gibt. Fiir
n = 1 setzen wir a(i) := 0 fur alle ¢ € N. Ftir n > 1 sei ¢ der kleinste Teiler von
n mit ¢ > 1. Die Zahl ¢ ist eine Primzahl; es gibt also j € N mit ¢ = p;. Nach
Induktionsvoraussetzung gibt es 5 : N — Ny mit

g:pr@,

i€EN
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also gilt n = Pf'(j)ﬂ : HieN\{j} pf(i). Somit leistet o mit «(i) = [(i) fiir ¢ # j und
a(j) = B(j) + 1 das Gewiinschte. Nun zeigen wir die Eindeutigkeit:

Seien v und § so, dass {i € N | (i) > 0} und {i € N | §(¢) > 0} endlich sind, und
n=1len Pl = [Len P Korollar 4.25 liefert, dass fiir alle i € N gilt, dass v(i) < 6(4).
Das gleiche Korollar liefert, dass d(i) < (7). Also gilt v = 0. O

UBUNGSAUFGABEN 4.27.
(1) [RU8T, p. 28] Sei p,, die n-te Primzahl, d. h. p; = 2, ps = 3, usw. Zeigen Sie
pn <22

Hinweis: Euklids Beweis, dass es unendlich viele Primzahlen gibt ([Euk91, Buch IX,
Satz 20], 270 v.Chr.) beruht auf folgender Uberlegung: Seien g1, go, . .., ¢, Primzah-
len. Dann ist der kleinste positive Teiler von g1 - g2 - - - ¢, + 1 eine Primzahl, die von
allen g; verschieden ist.
(2) Welche Zahlen ¢ € N erfiillen folgende Eigenschaft?
Fir alle a,b € Z mit ¢ | a- b gilt ¢ | a oder es gibt ein n € N, sodass ¢ | b".
(3) Sei p, die n-te Primzahl, d. h. p; = 2, p; = 3, usw. Seien a,b, N € Nmit a = HZJLPZ%
und b = sz\ilpfl Zeigen Sie:
(a) g8T(a,b) = [1L, pi .
(b) keV(a,b) =TT, p"™ .
Folgern Sie daraus, dass fiir alle a,b € N gilt: kgV(a,b) - ggT(a,b) = a - b.
(4) Seien a,b,c € N. Zeigen Sie:
(a) ggT(ggT(a,b),c) = ggT(a,ggT(b,c)).
(b) kgV(kgV(a,b),c) = kgV(a,kgV(b,c)).
(c) ggT(kgV(a,b),c) = kegV(ggT(a,c),ggT(b,c)).
(d) kgV(ggT(a,b),c) = ggT(kgV(a,c), kgV(b,c)).
(5) * Sei n € N, und seien aj,ag, ..., a, in N. Wir definieren K; und K3 durch:
(a) Ki(a1) :== a1, Ki(a1,az2,...,a,) = kgV(Ki(a1,a9,...,an-1),an).
(b) Ks(ai,az,...,a,) :=min{z € N : q; | z fiir alle i € {1,2,...,n}}.
Zeigen Sie, dass K7 und K> gleich sind.
(6) Sei n € N, und seien aq,as, ..., a, in N. Wir definieren Ko durch

Ks(ay,ag,...,ay) :=min{z € N : q; | 2z fiir allei € {1,2,...,n}}.

Zeigen Sie, dass alle ganzen Zahlen, die Vielfaches eines jeden a; sind, auch ein
Vielfaches von Ka(ay,ag,...,a,) sind.
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KAPITEL 5

Funktionen

1. Relationen

DEFINITION 5.1. Seien A, B Mengen. Jede Teilmenge von A x B heifit auch Relation
von A nach B.

Beispiele:

e Sei A := {Wien, Niederosterreich, Oberdsterreich, Salzburg, Tirol,
Vorarlberg, Burgenland, Steiermark, Karnten} die Menge der neun sterreichi-
schen Bundesldnder, und sei B := {Donau, Inn, Traun}. Wir definieren eine

Relation R durch
R :={(a,b) € A x B| a besitzt einen Teil des Ufers von b}.

Wir erhalten R = {(Wien, Donau), (Niederosterreich, Donau),
(Oberdsterreich, Donau), (Tirol, Inn), (Oberdsterreich, Inn),
(Steiermark, Traun), (Oberdsterreich, Traun)}.
e Fiir (a,b) € R schreiben wir auch a Rb. Sei nun A := R und B := Z. Wir
definieren eine Relation p durch

apb:eaelbb+1]

fiir a € A, b € B. Dann gilt zum Beispiel (7,3) € p, (v/2,1) € p. Es gilt also
p={(r,n) eRxN|n<r<n+1}
e Sei nun A := N und B := N. Wir definieren eine Relation K durch

(a,b) e K =3JceNg:a+c=b

fira € A, b € B. Wir sehen, dass K = {(z,y) € Nx N |z < y}. K ist also die
,Kkleiner-gleich“-Relation.
e Nun definieren wir eine Relation =5 von Z nach Z durch

a=5b:<dceZ:5-c=b—a.
Es gilt also

=5 = {(a,b) € ZxZ | b— aist Vielfaches von 5}.
56
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2. Funktionen

DEFINITION 5.2. Seien A, B Mengen, und sei R eine Relation von A nach B. R ist eine
funktionale Relation von A nach B, wenn es fiir alle a € A genau ein b € B gibt, sodass

(a,b) € R.

Beispiele: Seien A := {1,2,3}, B := {a,b,c}, R:={(1,a),(2,¢),(3,¢)}. Dann ist R eine
funktionale Relation von A nach B.

Sei A:=R, B:=R, f:= {(r,sin(r)) | » € R}. Dann ist f eine funktionale Relation
von R nach R.

Sei A: =R, B:=R, g := {(sin(r),r) | » € R}. Dann ist g keine funktionale Relation
von R nach R, da es kein y € R gibt, sodass (—2,y) € R.

Sei A = [-1,1], B := R, h := {(sin(r),r) | » € R}. Dann ist h keine funktionale
Relation von A nach R, da (0,0) € h und (0, 7) € h. Somit gibt es fiir a := 0 mehr als
ein b € R, sodass (a,b) € h.

DEFINITION 5.3. Seien A, B Mengen, und sei f eine funktionale Relation von A nach
B. Fiir a € A bezeichnen wir mit f(a) dann jenes b € B, fiir das (a,b) € f.

Funktionale Relationen von A nach B bezeichnen wir auch einfach als Funktionen von A
nach B. Funktionen kann man auf verschiedene Arten angeben. Wir betrachten einige
gebrauchliche Varianten fiir die Quadratfunktion ¢ auf den ganzen Zahlen.

(1) Direkt als Menge: q := {(z,2?) | z € Z}. Die Menge kann natiirlich auch anders
angegeben werden, zum Beispiel durch ¢ := {(z,y) € Z x Z | y = 2*}.
(2) Durch eine Zuordnungsvorschrift:
q @ L — Z
r — 2

Man liest das als ,,q ist eine Funktion von Z nach Z, die jedes = aus Z auf x*
abbildet”.

(3) Durch Angabe des Funktionswerts, also etwa so: ¢ : Z — Z, q(z) = 2* fiir
z € Z. (Lies: ,,q ist eine Funktion von Z nach Z, und ¢(z) ist gleich 2* fiir alle
z €7.%)

Egal, welche der drei Varianten man wahlt: ¢ ist dadurch jedesmal als die gleiche Teil-
menge von Z X 7 definiert. Die Schreibweise f : A — B bedeutet f ist eine Funktion
von A nach B, also einfach f ist eine funktionale Relation von A nach B.

UBUNGSAUFGABEN 5.4.

(1) Welche der folgenden Relationen sind Funktionen von N nach R? Begriinden Sie Thre
Antwort, und geben Sie jene Relationen, die Funktionen sind, auch in der Form

N — R
T
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al.

()fz{(3 z) |z € R} N (N xR).
(b) g - D(@—2),2) [z eR}N (N XR).
(c) h:( b) ceNxR[b= g}

DEFINITION 5.5 (Einschriankung). Seien A, B Mengen, sei T eine Teilmenge von A, und
sei f eine Funktion von A nach B. Mit f|r bezeichnen wir die Funktion, die durch
f: T — B
to— f()
gegeben ist. Sie heifit Einschrinkung von f aufT'.

Es gilt also flr ={(z,y) € f |z €T} = fn(T x B).
DEFINITION 5.6. Seien A, B Mengen. Mit B# bezeichnet man die Menge aller Funktio-
nen von A nach B. Genauer:

A={fePAxB)|f:A— B}.

SATZ 5.7. Seien n,m € N, und sei A = {1,...,m}, B := {1,...,n}. Dann hat B
genau n'™ Elemente.

Beweisskizze: Um zu zéahlen, wieviele Funktionen f von {1,...,m} nach {1,...,n} es
gibt, beobachten wir, dass wir n Moglichkeiten fiir f(1), n Moglichkeiten fiir f(2), ...,
und n Moglichkeiten fiir f(m) haben. Insgesamt gibt es also n™ Funktionen. O

3. Definitions- und Wertebereich

DEFINITION 5.8. Seien A, B Mengen, und sei f eine Funktion von A nach B. Dann heifit
A auch der Definitionsbereich von f. Der Wertebereich von f ist die Menge {f(a) | a €
A}

Den Wertebereich von f bezeichnet man auch als Bildbereich von f. Der Wertebereich
einer Funktion von A nach B enthilt also jene Elemente in B, die tatséchlich als Funkti-
onswert auftreten. Er muss nicht gleich der ganzen Menge B sein. Wenn f eine Funktion
von A nach B ist, so bezeichnen wir B auch als einen Wertevorrat oder eine Zielmenge
von f.

DEFINITION 5.9. Seien A, B Mengen, und sei f eine Funktion von A nach B. Sei T' C A.
Dann bezeichnen wir mit f[T] die Bildmenge von T unter f, die wir mit

S =) [teT}
definieren.
Wenn keine Verwechslungen maoglich sind, so schreibt man auch f(77) anstelle von f[T7].

Fiir die Sinusfunktion sin von R nach R ist der Wertebereich also das Intervall [—1,1].
AuBlerdem gilt sin[{n -} | n € N}] = {-1,-%%,0, % v2 1},
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SATZ 5.10. Seien A, B Mengen, und sei f eine Funktion von A nach B. Seien C, D C A.
Dann gilt

(1) f(CUD) = f(C)Uf(D),
(2) f(€ND)C f(C)N f(D).

UBUNGSAUFGABEN 5.11.

(1) Beweisen Sie Satz 5.10.
(2) Finden Sie ein Beispiel, fiir das f(C' N D) # f(C) N f(D) ist.

DEFINITION 5.12. Seien A, B Mengen, und sei f eine Funktion von A nach B.
(1) Die Funktion f ist injektiv, wenn

Ve,ye A f(z) = fly) = z=y
gilt.
(2) Die Funktion f ist surjektiv auf B, wenn es fiir alle b € B ein a € A gibt, sodass
f(a) =0.
(3) Die Funktion f ist bijektiv von A nach B, wenn sie injektiv und surjektiv auf
B ist.

Die Funktion f ist also injektiv, wenn es kein 2,y € A mit « # y und f(z) = f(y) gibt.
Wenn fiir eine Funktion f : A — B klar ist, welches B gemeint ist, sagt man oft einfach
,, [ ist surjektiv anstelle von ,, f ist surjektiv auf B“. Im folgenden arbeiten wir darauf
hin, die Wirkung einer Funktion wieder riickgdngig zu machen, also, wenn moglich, aus
dem Bild f(x) einer Funktion das Argument x zu rekonstruieren.

SATZ 5.13. Seien A, B Mengen, und sei f eine Funktion von A nach B. Sei
g:={(b,a) e BxA|(a,b) € [}.
Dann sind dquivalent:

(1) g ist eine Funktion von B nach A.
(2) f ist eine bijektive Funktion von A nach B.

Beweis: (2)=(1): Sei b € B. Wir zeigen, dass es genau ein a € A gibt, sodass (b,a) € g.
Da f bijektiv ist, gibt es ein @ € A mit f(a) = b, also mit (a,b) € f. Dann gilt
(b,a) € g, und wir haben ein geeignetes a € A gefunden. Wir zeigen nun, dass es
hochstens ein a € A mit (b,a) € g gibt. Seien a;,as € A so, dass (b,a;) € g und
(b,as) € g. Dann gilt (a1,b) € f und (ag,b) € f, also b = f(a1) = f(ag). Da f injektiv
ist, gilt a; = as. (1)=(2): Wir zeigen als erstes, dass f injektiv ist. Seien a1, as € A mit
fla1) = f(az). Also gilt (a1, f(a1)) € f und (a2, f(a2)) € f, und somit (f(a1),a1) € g
und (f(az2),as) € g. Da g eine Funktion ist, muss wegen f(a;) = f(az) also auch a; = as
gelten. Somit ist f injektiv. Wir zeigen nun, dass f surjektiv ist. Sei dazu b € B. Da
g eine Funktion ist, gibt es ein a € A mit (b,a) € g. Somit gilt (a,b) € f, und folglich
f(a) =b. Also liegt b im Wertebereich von f. Somit ist f surjektiv. O
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DEFINITION 5.14. Seien A, B Mengen, und sei f eine bijektive Funktion von A nach
B. Die Funktion g : B — A mit g = {(b,a) € B x A | f(a) = b} heifit die zu f inverse
Funktion oder Umkehrfunktion von f, und wird mit f—! abgekiirzt.

Die gleiche Schreibweise, f~!, verwendet man auch fiir etwas anderes:

DEFINITION 5.15. Seien A, B Mengen, und sei f eine Funktion von A nach B. Sei

D C B. Dann bezeichnet man mit f~'[D] (oder f~'(D)) die Menge, die durch
f[D]:=={a € A| f(a) € D}

gegeben ist, und man nennt f~[D] das Urbild von D unter f.

4. Familien und Folgen

Wir kénnen es bestimmt nicht besser formulieren als P. Halmos [Hal76, S. 48].

Gelegentlich wird der Wertebereich einer Funktion fiir wichtiger gehal-
ten als die Funktion selbst. In einem solchen Falle werden Terminologie
und Notation stark veréndert. Sei zum Beispiel = eine Funktion von
einer Menge I in eine Menge X. [...] Wir wollen jetzt ein Element
des Definitionsbereiches I einen Index und I selbst die Indexmenge
nennen; der Wertebereich der Funktion x soll indizierte Menge und
die Funktion selbst Familie heiflen; der Wert der Funktion an einer
Stelle ¢, Term der Familie genannt, wird (anstelle von z(i)) nun x;
geschrieben.

DEFINITION 5.16. Seien I, X Mengen, und sei x eine Funktion von I nach X. Wir
schreiben z; fiir (7). Wir definieren nun (z; | ¢ € I) durch

(x; | i€y :={(i,x;) | i€}
Es gilt also x = (x; | i € I).

Fir (z; | i € I) schreibt man auch (z;);e;. Wenn f eine Funktion von A nach B, und C
eine Teilmenge von A ist, schreibt man

(f(c) | c € C) oder (f(¢))eco
fiir die Menge {(c, f(c)) | c € C}.

DEFINITION 5.17. Sei A eine Menge, sei n € N, und seien aq,...,a, € A. Mit dem
n-Tupel {ai,...,a,) meinen wir die Familie (a; | i € {1,...,n}).

Ein n-Tupel (a4, ..., a,) sehen wir also als eine mit der Indexmenge {1, ..., n} indizierte
Familie an. Das n-Tupel (aq, . .., a,) schreiben wir auch als (aq, ..., a,); dass jetzt (a, b)

zweil verschiedene (aber in der Praxis sehr dhnliche) Bedeutungen haben kann, stort
meist nicht.
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DEFINITION 5.18. Sei A eine Menge, und sei n € N. Mit A™ bezeichnen wir die Menge
aller n-Tupel aus A, also

A" = {(ar,...,an) |a1,...,an € Ay ={f | f:{L,...,n} = A}.
DEFINITION 5.19. Sei (X;);es eine mit I indizierte Familie von Mengen. Dann ist

[[Xi={a:T-J{Xiliel} | Viel: x(i)e X}
i€l
= {(2)ier | (x;)ies ist eine Familie mit Vi € I : x; € X;}.

Wenn alle X; die gleiche Menge X sind, erhdlt man [, , X; = X I, Die Menge der
reellen Zahlenfolgen ist also zum Beispiel genau die Menge RY.

Jetzt konnen wir noch ein Axiom der Mengenlehre angeben, das nicht aus den anderen Axio-
men der Mengenlehre folgt. Es hat so iiberraschende Konsequenzen, dass man seine Ver-
wendung, im Unterschied zur Verwendung der anderen Axiome der Mengenlehre, manchmal
explizit macht, und etwa schreibt: ,unter Verwendung des Auswahlaxioms gilt*“.

AxioM 5.20 (Auswahlaxiom). Sei I eine Menge, und sei (X;)icr eine Familie von Mengen.

Wir nehmen an, dass fiir alle i € I die Menge X; nicht leer ist. Dann ist auch [[,c; X; nicht

leer.

In einer anderen Formulierung:

Sei (X;)ier eine Familie von nichtleeren Mengen. Dann gibt es eine Funktion
f mit Definitionsbereich I, sodass fiir alle i € I : f(i) € X; gilt.

Ein solches f heifit auch Auswahifunktion; daher der Name Auswahlaxiom.

Im Jahr 1937 zeigte K. Godel': wenn die iiblichen Axiome der Mengenlehre widerspruchsfrei
sind, so sind auch die Axiome zusammen mit dem Auswahlaxiom widerspruchsfrei. Das Aus-
wahlaxiom bringt also keine , neuen® Widerspriiche. Im Jahr 1963 zeigte P. Cohen?, dass man
auch das Gegenteil des Auswahlaxioms, also die Existenz einer Familie nichtleerer Mengen,
fiir die es keine Auswahlfunktion gibt, annehmen kann, ohne dadurch neue Widerspriiche zu
erhalten. Wenn also die iiblichen Axiome der Mengenlehre widerspruchsfrei sind, so sind auch
die Axiome zusammen mit der Negation des Auswahlaxioms widerspruchsfrei. Das Auswahl-
axiom ist also unabhéngig von den anderen Axiomen der Mengenlehre; seine Wahrheit wird
von den anderen Axiomen nicht bestimmt. Legt man nur die iiblichen Axiome der Mengen-
lehre zu Grunde, liegt das Auswahlaxiom also im ,gesetzlich nicht geregelten Raum®. Wir

werden das Auswahlaxiom als giiltig voraussetzen.
UBUNGSAUFGABEN 5.21.

(1) (Funktionen) Fiir eine Funktion f : X — Y und A C X schreiben wir f[A] fiir
{f(a)|a € X}. Fiir welche Funktionen gilt, dass fiir alle Teilmengen A, B von X die
Menge f[A N B] gleich f[A] N f[B] ist?

IKurt Gédel, 1906-1978
2Paul Cohen, 1934-2007
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5. Hintereinanderausfiihrung von Funktionen

DEFINITION 5.22. Seien A, B, C' Mengen, sei f eine Funktion von A nach B, und sei g
eine Funktion von B nach C. Wir definieren g o f durch

gof : A — C
a — g(f(a)).

Die Funktion g o f heiflt die Hintereinanderausfiihrung oder funktionale Komposition
von f und g. Man spricht ,,¢g nach f* fiir go f.

SATz 5.23 (Assoziativitdt der Hintereinanderausfithrung). Seien A, B,C, D Mengen,
und sei f: A— B, g: B—C, h:C — D. Dann gilt (hog)o f =ho(go f).

Beweis: Zwei Funktionen o und f sind genau dann gleich, wenn sie den gleichen Defi-
nitionsbereich haben, und fiir alle x aus dem Definitionsbereich gilt, dass a(z) = f(x).
Sei also # € A. Dann gilt ((hog)o f) (x) = (hog) (f(x)) = h(g(f(2)) = h((go f) (x)) =
(ho(fog)) (@) s

SATZ 5.24 (Hintereinanderausfithrung und inverse Funktion). Seien A, B Mengen, sei
f eine bijektive Funktion von A nach B, und sei f~' := {(b,a) € B x A| (a,b) € f}
die zu f inverse Funktion. Dann gilt f~' o f =ids und fo f~! =idg.

Beweis: Sei a € A. Dann gilt (a, f(a)) € f, und somit (f(a),a) € f~'. Also gilt
f7Y(f(a)) = a. Sei nun b € B, und sei a € A so, dass f(a) = b. Dann gilt (a,b) € f und
somit (b,a) € f~1. Also gilt b= f(a) = f(f71(b)). O

SATZ 5.25. Seien A, B,C Mengen, sei f eine Funktion von A nach B, und sei g eine
Funktion von B nach C.

(1) Wenn go f surjektiv auf C ist, so ist auch g surjektiv auf C'.
(2) Wenn go f injektiv ist, so ist auch f injektiv.

Beweis: (1) Sei ¢ € C. Da g o f surjektiv ist, gibt es a € A, sodass ¢g(f(a)) = c¢. Dann
belegt b := f(a), dass es ein b € B gibt, sodass ¢g(b) = c¢. Somit ist g surjektiv. (2) Seien
ai,as € A so, dass f(ay) = f(az). Dann gilt auch g(f(a1)) = g(f(az2)). Da go f injektiv
ist, erhalten wir a; = as. Somit ist f injektiv. OJ

UBUNGSAUFGABEN 5.26.

(1) Finden Sie Mengen A, B, C, eine Funktion f : A — B und eine Funktion g : B — C,
sodass ¢ surjektiv und g o f nicht surjektiv ist.

(2) Finden Sie Mengen A, B,C und f: A — B, g: B — C, sodass f injektiv und go f
nicht injektiv ist.

(3) Finden Sie Mengen A, B,C und f: A — B, g: B — C, sodass g o f surjektiv und f
nicht surjektiv ist.
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(4) Finden Sie Mengen A, B,C und f: A — B, g: B — C, sodass g o f injektiv und g
nicht injektiv ist.

Mit id4 bezeichnen wir die Funktion von A nach A mit id4(z) = « fiir alle 2 € A.

SATZ 5.27. Seien A, B Mengen, sei f eine Funktion von A nach B, und seien [, r

Funktionen von B nach A. Wenn lo f =id4 und f or =idg, so ist f bijektiv, und es
qilt l =r = 71

Beweis: Nach Satz 5.25 ist f bijektiv. Es gilt also [ = loidg = lo(fof™') = (lof)of™t =
idpoft=flundr=idgor=(fltoflor=f"lo(for)=floidg=f"t O
SATZ 5.28. Seien A, B,C' Mengen, sei [ eine bijektive Funktion von A nach B, und sei

g eine bijektive Funktion von B nach C. Dann ist g o f eine bijektive Funktion von A
nach C, und es gilt (go f)™' = flog™!

Beweis Es gilt (go f)o(f~og™") = 90((f fHoeg™!) =go(idpog™) =gog~' =ide
und (f~og o (gof) = (fo(g oy fZ(f toidp)o f = f"'o f =id4. Somit
gilt wegen Satz 5.27, dass f~log ! = (go f)7L. 0O

6. Permutationen und Signatur

Fiir n € N kiirzen wir in diesem Abschnitt die Menge {1,2,...,n} mit n ab.

DEFINITION 5.29. Eine Permutation von n ist eine bijektive Abbildung von n nach n.

Wir verwenden fiir Permutationen verschiedene Schreibweisen: Seien aq,...,a, paar-
weise verschiedene Elemente aus n. Mit

1 2 ... n
a; Az ... Qp
kiirzen wir die Funktion f mit f(i) = q; fiir i € n ab.

Bestimmte Permutationen bezeichnet man als Zyklen. Seien k € N und 44, ..., 1, paar-
weise verschiedene Elemente aus n. Dann ist f := (ijiy ... i) die Abbildung mit

fliy) =dpyq firr € {1,... )k =1}, f(ix) =iy und f(j) = j fiir j € n\ {i1,09,. .., 0k}
Diese Abbildung ist ein Zyklus der Ldnge k. Ein Zweierzyklus, also ein Zyklus der Léange
2, heifit auch Transposition.

Die Operation o ist die Hintereinanderausfithrung von Permutationen: es gilt etwa (12)o
(13) = (132). Manchmal lassen wir das Zeichen o weg und schreiben (12) (13) = (132).
Mit S,, bezeichnen wir die Menge aller Permutationen von n.

DEFINITION 5.30. Sei n € N und f € S,. Mit F(f) bezeichnen wir die Menge der
Fehlstellen von f, und definieren sie als

F(f)={0,j) €enxn|i<jund f(i) > f(j)}.
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Die Signatur von f ist definiert durch

sn(f) = (=1)7
SaTz 5.31 (Multiplikativitat der Signatur). Seien n € N und f,g € S,,. Dann gilt
sgn(f o g) = sgn(f) - sgn(g).

Beweis: Seien die Mengen B, C, D definiert durch

B = {(i,j) €nxn|i<jundg(i) < g(j) und f(g(i)) > f(9(j))},
C = {(i,j) €enxn |i<jund g(i) > g(j) und f(g(i)) < f(9(5))},
D = {(i,j) €nxn | i<jund g(i) > g(j) und f(g(i)) > f(g(4))}-

Es gilt F'(fog)=BUD und F(g) = CUD. Wir bestimmen nun F'(f) und definieren

dazu [ und J durch
I = {(9(1),9(5)) | (i.) € B},
J = {(9(4),9(?) | (i,7) € C}.

Wir zeigen als Néchstes:

F(f)y=TU.. (5.1)
C: Sei (i,7) € F(f). Seien a,b € n so, dass g(a) =i und ¢(b) = j.
1.Fall: @ < b: Dann gilt a < b, wegen ¢ < j auch g(a) < g(b), und wegen (i,7) € F(f)
auch f(i) > f(j), also f(g(a)) > f(g(b)). Folglich gilt (a,b) € B, und somit (i,j) =
(9(a), g(b)) € 1.
2. Fall: a > b: Dann gilt b < a, wegen i < j auch g(b) > g(a), und da (4, j) eine Fehlstelle
ist, auch f(g(b)) < f(g(a)). Somit gilt (b,a) € C und damit (i, 5) = (g(a), g(b)) € J.
>: Sei (i,5) € [ U J.
1. Fall: (i,j) € I: Dann gibt es (a,b) € B, sodass g(a) = ¢ und g¢(b)
(a,b) € B gilt g(a) < g(b) und f(g(a)) > f(g(b)). Somit gilt (g(a),g(b))
(i,5) € E(f).
2. Fall: (i,7) € J: Dann gibt es (a,b) € C mit ¢ = g(b) und j = g(a). Wegen (a,b) € C
gilt g(a) > ¢g(b) und f(g(a)) < f(g(b)). Dann ist (g(b), g(a)) eine Fehlstelle von f, also
gilt (¢,7) € F(f).
Das beweist (5.1).
Es gilt INJ = @: Sei (a,b) € INJ. Dann gibt es wegen (a,b) € I ein Paar (i1, j1) € B
mit (a,b) = (g(i1),9(j1)), und wegen (a,b) € J ein Paar (i, j2) € C mit (a,b) =
(9(J2), g(i2)). Wegen der Injektivitat von g gilt i1 = jo und j; = is. Da iy < ji, gilt
Jo < ig, im Widerspruch zu (is, j2) € C.
Also gilt |F'(f)| = |I|+|J|. Die Injektivitiat von g liefert | B| = || und |C| = |J|. Folglich
gilt

[F(N)I = 1B]+]C].

Somit gilt
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sgn(f) - sgn(g) = (—DFWDI. (1)l

)|BHICHCIHD

(=
(=
(— 1)|B|+ID|
(=

1)|F(fog
SATZ 5.32. Fir allei,j € n miti # j gilt sgn((ij)) =

Beweis: Fiir den Fall, dass ¢ = 1 und 7 = 2 bestimmen wir

sen((12)) = (~1)F O = (-1 = -1
Seien nun 7, j € n mit ¢ # j, sei 7 := (i j), und sei f eine Permutation mit f(1) =i und
f(2) = j. Dann gilt

(ij)=fo(12)o "

Sei dazu x € n. Wenn x & {i, j}, so gilt f~'(z) & {1,2}, und somit 7(f~!(x)) =
also f(7(f~!(x))) = x. Ausserdem gilt fo (12)o f~1 (i) =jund fo(12)o f7(j) =1.
Also gilt wegen Satz 5.31

sen((i j)) = sen(f)? - sen((12)) = —1.

SATZ 5.33. Seim € N, a,b € Ny, i,j € m, und sei 0 € S,,.

(1) o ist ein Produkt von endlich vielen Transpositionen. (Das Produkt von 0 Trans-
positionen definieren wir dabei als id.)

(2) Fiir alle Transpositionen py, ..., pe und Ty, ..., T, mit 0 = p10---0p, = T10- - 0T},
teilt 2 die Differenz a — b.
(3) Fiirn € N und paarweise verschiedene iy, ..., i, € {1,...,m} gilt

sgn((iy dg ... iy)) = (=1)",
Beweis: (1) Sei
M(o) :=max({0}U{k e {1,...,m} | o(k) #k}).

Wir zeigen nun mit Induktion nach n, dass alle Permutationen mit M (o) = n Produkt
von Transpositionen sind. Fiir n = 0 gilt 0 = id; ¢ ist dann also das Produkt von 0
Transpositionen. Sei nun n > 1, und sei o so, dass M (o) = n. Sei k := o(n). Es gilt
k < n.Sel p:= (kn)oo. Esgilt p(n) = n und p(r) = r fir alle r > n. Also gilt
M(p) < n. Somit gibt es nach Induktionsvoraussetzung Transpositionen 7, ..., 7 mit
p=T10--0o7. Alsogilt c =(kn)toro---orp=(kn)or o---0o7. Somit ist o
ebenfalls ein Produkt von Transpositionen.

(2) Die Signatur von o ist (—1)* = (—1)".
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(3) Es gilt (i1 g ... in) = (i1 9,) 0 (41 2 ..., iyn_1), somit folgt die behauptete Gleich-
heit durch Induktion nach n daraus, dass Transpositionen die Signatur —1 haben und
die Signatur multiplikativ ist. OJ

SATZ 5.34. Set m > 2, und seien 1,7 € m miti < j. Sei

A = {f € Sm | sgn(f) =1},

und sei (i j)o Ay :={(ij)of | f € An}. Dann gilt A, N ((i j) o Ay) = & und
AU ((i j)o Ay) = Sy auferdem ist v : A,y — (i J) 0 A, [ (i j) o f bijektiv.

Beweis: Alle Elemente in A, haben Signatur 1, alle Elemente in (i j) o A,, haben
Signatur —1, folglich ist ihr Schnitt leer.

Sei nun f € S,,. Wenn sgn(f) = 1, so liegt f in A,,. Wenn sgn(f) = —1, so gilt
f=(j)o(ij)of,undda (i 7)o fin A, liegt, gilt f € (i j) o A,,.

Um die Bijektivitdt von ¢ zu zeigen, definieren wir ¢ : (i j) o A,, = Apm, f+— (i j)o f.
Dann gilt 1) o ¢ = id,,, und ¢ 0 ¥ = id j)oa,,, folglich ist ¢ bijektiv. OJ
UBUNGSAUFGABEN 5.35.

1) Der Beweis von Satz 5.33 (1) liefert eine Zerlegung von ( 1234267 ) in ein Produkt
3246715
von Transpositionen. Geben Sie diese Transpositionen an!
2) Seien f,g € Sy,. Sei F': S, — S, h— fohog. Zeigen Sie, dass F' bijektiv ist.
( g g- Zeig \
3) Sei F': Sy, — S, F(o) := 0o~ ! fiir 0 € S,,. Zeigen Sie, dass F bijektiv ist.
g ]



KAPITEL 6

Relationen

1. Aquivalenzrelationen

Wir nennen eine Relation von A nach A auch eine Relation auf A.
DEFINITION 6.1. Sei p eine Relation auf A.

(1) p ist reflexiv, wenn fiir alle a € A gilt: (a,a) € p.

(2) p ist transitiv, wenn fir alle a,b,c € A gilt: wenn (a,b) € p und (b,¢) € p, so
gilt auch (a,c) € p.

(3) p ist symmetrisch, wenn fiir alle a,b € A gilt: wenn (a,b) € p, so gilt auch
(b,a) € p.

DEFINITION 6.2. Sei p eine Relation auf A. Die Relation p ist eine Aquivalenzrelation
auf A, wenn sie reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.

DEFINITION 6.3. Sei p eine Aquivalenzrelation auf A, und sei a € A. Die Aquivalenz-
klasse von a beziglich p wird mit [a], oder a/p abgekiirzt, und ist definiert durch

a/p:={beAl(ab) € p}.
Eine Teilmenge C von A ist eine Aquivalenzklasse von p, wenn es ein a € A gibt, sodass

C =a/p.

LEMMA 6.4. Sei p eine Aquivalenzrelation auf A, und seien a,b € A. Wenn (a,b) € p,
so gilt [a], = [b],.

Beweis: Sei ¢ € [al],. Dann gilt (a, ¢) € p. Wegen der Symmetrie von p gilt auch (b, a) € p,
und somit wegen der Transitivitdt von p auch (b,c) € p. Somit gilt ¢ € [b],. Sei nun
¢ € [b],. Dann gilt (b,c) € p und somit wegen (a,b) € p und der Transitivitdt von p
auch (a,c) € p, und somit ¢ € [al,. O

UBUNGSAUFGABEN 6.5.

(1) Sei p eine Aquivalenzrelation auf A, und seien a,b € A. Zeigen Sie, dass folgende
Aussagen dquivalent sind:
(a) (a,b) € p.
(b) [a], = bl
(c) a € [b,.
(d) lalp N [b], # 2.

—
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(2) Geben Sie ein Beispiel fiir eine Aquivalenzrelation auf A := {2,3,4,5} an. Geben Sie
die Relation in der Form p = {...} an!

2. Partitionen

DEFINITION 6.6. Sei A eine Menge. Eine Teilmenge P von P(A) ist eine Partition von
A, wenn

(1) fir alle Pe P : P # @,

@) | P PeP)=A4,
(3) fiirallePl,PgGPmitpl%ngﬂtPlﬂPQ:@.

Wenn P eine Partition von A ist, so gibt es fiir jedes a € A genau ein P € P, sodass
a€ P.

DEFINITION 6.7. Sei p eine Aquivalenzrelation auf A. Die Faktormenge von A modulo
p ist die Menge A/p :={[a], | a € A}.

SATZ 6.8. Sei p eine Aquivalenzrelation auf A. Dann ist die Faktormenge von A beziiglich
p eine Partition von A.

Beweis: Sei P € A/p. Dann gibt es ein a € A, sodass P = [a], = {b € A | (a,b) € p}.
Wegen der Reflexivitét von p gilt (a,a) € p, und folglich a € [a],, also a € P. Somit gilt
P+ a.

Wir zeigen nun, dass jedes a € A Element eines Elementes von A/p ist. Sei dazu

a € A. Dann gilt wegen der Reflexivitét von p, dass a € [a],. Somit ist a Element eines
Elementes von A/p, némlich von [al,.

Seien nun P, () € A/p. Seien a,b € A so, dass P = [a], und @ = [b],. Wir nehmen nun
an, dass PN Q # @. Es gibt dann also ein ¢ € A mit ¢ € P und ¢ € @). Also gilt wegen
c € [a], auch (a,c) € p, und wegen ¢ € [b], auch (b,c) € p. Wegen der Symmetrie von
p gilt daher auch (¢,b) € p, und daher, wegen der Transitivitdt von p, auch (a,b) € p.
Somit gilt nach Lemma 6.4 auch P = Q). OJ

SATZ 6.9. Sei A eine Menge, und sei P eine Partition von A. Dann ist
p:={(a,b) e AxA|IP€P :acPundbe P}
eine Aquivalenzrelation auf A.

DEFINITION 6.10. Sei A eine Menge, und sei p eine Aquivalenzrelation auf A. Eine
Teilmenge R von A ist ein Reprdsentantensystem von A modulo p, wenn fiir alle a € A
die Menge [a], N R genau ein Element enthalt.
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3. Zahlen als Aquivalenzklassen

Mithilfe von Aquivalenzrelationen koénnen wir aus den natiirlichen Zahlen die ganzen
Zahlen konstruieren. Sei

M = NO XNo.

Das Paar (a,b) soll a — b beschreiben. Dann sollen (a,b) und (¢, d) die gleiche Zahl
beschreiben, wenn a — b = ¢ — d, also wenn a + d = ¢ + b. Daher definieren wir eine
Aquivalenzrelation ¢ durch

((a,b),(c,d)) €= a+d=c+b.

Diese Relation ist reflexiv: Sei (z,y) € M. Dann gilt z+y = z+y, also ((z,y), (z,y)) € 0.
Sie ist symmetrisch: Sei ((a, b), (c, d)) € 4. Dann gilt a+d = c+b, also c+b = a+d, und
somit ((c,d), (a,b)) € 8. Sie ist transitiv: Seien ((a,b), (¢,d)) € d und ((c,d), (e, f)) € 6.
Dann gilt a+d=c+bund c+ f =e+d. Alsogilt a+d+c+ f =c+ b+ e+ d. Somit
gilt a+ f =e+b,also ((a,b), (e, f)) € 6. Wir definieren nun Z als die Faktormenge
M/6. Nun ist {(n,0) | n € No} U{(0,n) | n € N} ein Reprisentantensystem von M
modulo 4. Fiir n € N kiirzen wir die Klasse (0,n)/d mit —n ab. Fiir die Klasse (n,0)/d
schreiben wir einfach +n. Dann gilt Z = {-3, -2, —1,40,+1,+2,+3,...}.

Auch fiir die Einfithrung der rationalen Zahlen verwenden wir eine Aquivalenzrelation.
Dabei kliren wir zum Beispiel auch, ob 2 = ¢ gilt. Sei A := Z x (Z\ {0}), und sei
((2),(3)) € p genau dann, wenn ad = be. Dann ist p eine Aquivalenzrelation, und
R:={(%)e€A|b>0,ggT(a,b) =1} ist ein Repréasentantensystem. Die Faktormenge
A/p bezeichnet man als die Menge der rationalen Zahlen. Fiir [(})], schreibt man ¢.
Da 2 = [()], = [($)], = &, gilt also wirklich 2 = ¢. Den Représentanten aus R eines

Bruchs bezeichnet man als seine gekiirzte Darstellung.

UBUNGSAUFGABEN 6.11.

(1) Geben Sie die Partition P der Menge M = {1,2,3} an, die von der Aquivalenzrelation
a=1{(1,1),(2,2),(3,3),(1,3),(3,1)} induziert wird.

(2) Geben Sie die Aquivalenzrelation 8 auf M = {1,2,3,4} an, die die Partition P =
{{1},{2,4},{3}} induziert.

4. Ordnungsrelationen

DEFINITION 6.12. Sei M eine Menge, und sei p eine Relation auf M. Die Relation p ist
antisymmetrisch, wenn fiir alle z,y € M mit (z,y) € p und (y,x) € p gilt: = = y.

DEFINITION 6.13. Sei M eine Menge, und sei p eine Relation auf M. Die Relation p ist
eine Ordnungsrelation, wenn sie reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist.

DEFINITION 6.14. Sei M eine Menge, und sei < eine Ordnungsrelation auf M. Die
Relation < ist linear (oder total) wenn fur alle x,y € M gilt, dass x <y oder y < x.
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Ein Paar (M, <) aus einer Menge und einer Ordnungsrelation bezeichnen wir als geord-
nete Menge. Wir schreiben auch a < b, wenn a < b und a # b.

DEFINITION 6.15. Sei (M, <) eine geordnete Menge, und sei a € M.

(1) a ist ein kleinstes Element von M, wenn fiir alle b € M gilt: a < b.

(2) a ist ein minimales Element von M, wenn es kein b € M mit b < a gibt.

(3) Sei T eine Teilmenge von M, und sei m € M. Das Element m ist eine untere
Schranke fir T, wenn fiir alle t € T gilt: m < t. (Eine untere Schranke kann,
aber muss nicht, in 7" liegen.)

(4) a is ein grifites Element von M, wenn fiir alle b € M gilt: b < a.

(5) a ist ein mazimales Element von M, wenn es kein b in M mit a < b gibt.

(6) Sei T eine Teilmenge von M, und sei m € M. Das Element m ist eine obere
Schranke fiir T', wenn fiir alle t € T gilt: t < m.

Eine geordnete Menge (M, <) hat hochstens ein kleinstes Element. Jedes kleinste Ele-
ment ist minimal.
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Die Michtigkeit von Mengen



KAPITEL 7

Die Michtigkeit von endlichen Mengen

1. Definition der Méichtigkeit

In diesem Kapitel geht es darum, die Anzahl der Elemente einer Menge zu bestimmen.

DEFINITION 7.1. Sei M eine Menge. Die Menge M ist endlich, wenn es ein n € Ny und
eine bijektive Funktion f : {z € N |1 <z < n} — M gibt. Eine Menge, die nicht
endlich ist, ist unendlich.

Wenn f: {1,2,...,n} — M bijektiv ist, so gilt M = {f(1), f(2),..., f(n)}. Wir kiirzen
{1,2,...,n} auch mit n ab.

DEFINITION 7.2. Sei M eine endliche Menge. Die Anzahl der Elemente von M (oder

die Machtigkeit oder die Kardinalitit von M) ist jenes n € Ny, fiir das es eine bijektive
Abbildung von {1,2,...,n} nach M gibt. Wir schreiben n = |M| = #M.

Da es fiir n # m keine bijektive Abbildung von {1,2,...,n} nach {1,2,...,m} gibt, ist
die Kardinalitdt einer endlichen Menge damit eindeutig bestimmt.

DEFINITION 7.3. Seien A, B Mengen. Wir sagen, dass A und B gleichmdchtig sind
(A ~ B), wenn es eine bijektive Funktion von A nach B gibt.

2. Grundlegende Abzihlprinzipien

Eine Moglichkeit, die Kardinalitdt einer Menge zu bestimmen, ist, eine Bijektion zu
einer Menge bekannter Kardinalitdt zu finden:

SATZ 7.4. Seien A eine Menge und n € Ny mit #A = n. Sei B eine Menge, fiir die es
eine bijektive Abbildung g : A — B gibt. Dann gilt #B = n.

SATzZ 7.5. Seien A, B endliche Mengen und m := #A, n := #B. Dann qilt #(A X B) =
mn.

Beweisskizze: Seien fq : A — m und fg : B — n bijektiv. Dann ist g : A x B — mn,
g(a,b) := (fa(a) — 1)n+ fp(b) fur (a,b) € A x B bijektiv. O
SATZ 7.6. Seien A, B endliche Mengen mit ANB = &. Seim := #A, n:=#B. Dann
gilt #(AU B) = m + n.

Beweisskizze: Seien f4 : A — m und fg: B — n bijektiv. Dannist g: AUB — m +n,
g := faU{(b, fg(b) +m) | b € B} bijektiv. O

72



3. VARIATIONEN 73

3. Variationen

SATZ 7.7. Seien A, B endliche Mengen, und seim = #A, n := #B. Dann gilt #(B*) =

nm.

Beweis: Induktion nach m. Fiir m = 0 gilt A = @, und somit B4 = {@}, also #(B*) =
1. Sei nun m > 1, und sei a € A. Die Menge B4\ hat nach Induktionsvoraussetzung
n™~! Elemente. Die Abbildung

v : BpA — pAMadxp
fo— (flaiay, fla))
ist bijektiv; ihre Umkehrung ist
¢ : pMdxp — B4
(f,0) — fu{(e,b)}.

Die Menge BA\M® x B hat wegen der Induktionsvoraussetzung n ! - n Elemente. Also
hat auch B# genau n™ Elemente. 0

Die Zahl n™ ist also die Anzahl der Mdoglichkeiten, eine Folge der Lange m aus einer n-
elementigen Menge auszuwéhlen. Dabei darf das gleiche Element mehrmals vorkommen,
und die Reihenfolge, in der die Elemente ausgewéhlt werden, ist wesentlich. Man nennt
n™ daher auch die Anzahl der Variationen von n Elementen der Linge m. Als nichstes
iiberlegen wir, in wievielen Variationen jedes Element hochstens einmal auftritt. Dazu
definieren wir die fallenden Faktoriellen.

DEFINITION 7.8. Sei # € Z und n € Ny. Dann definieren wir 2 rekursiv durch 2% := 1
und 22 :=z - ((z — 1)) fiir n € N.

Es gilt also 2 = z(x — 1)(x — 2)...(z — n + 1). Diese Notation kollidiert leicht mit
der Definition m = {1,2,...,m}. Es wird stets aus dem Kontext klar sein, welche
Bedeutung mit dem Unterstreichen gemeint ist.

SATZ 7.9. Seien A, B endliche Mengen, und sei m := #A, n := #B. Dann gilt #{f :
A — B| f ist injektivy = n™.

Beweis: Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach m. Sei I(A,B) :={f : A — B |
f ist injektiv}. Wennm = 0, so gilt A = @ und I(A, B) = {&}, also #I(A,B) = 1 = n®.
Fiir den Induktionsschritt sei m > 1. Im Fall n = 0 gilt |I(A, B)| = ||

betrachten nun den Fall n > 1. Wir wihlen a € A. Es gilt

I(A,B) = [ J{fu{(a.b)} | f € I(A\ {a}, B\ {0})}.
beB
Auf der rechten Seite werden n disjunkte Mengen vereinigt. Jede dieser n Mengen

hat nach Induktionsvoraussetzung (n — 1)™=L Elemente. Folglich hat I(A, B) genau
(n — 1)2=L. n = n™ Elemente. O
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Die Zahl n™ ist also die Anzahl der Mdoglichkeiten, eine Folge der Lénge m aus einer
n-elementigen Menge so auszuwéhlen, dass kein Element mehrmals vorkommt. Die Rei-
henfolge, in der die Elemente ausgew#hlt werden, ist wesentlich. Man nennt n* daher
auch die Anzahl der Variationen von n Elementen der Ldnge m ohne Wiederholungen.

UBUNGSAUFGABEN 7.10.

(1) Seien A, B nichtleere Mengen, sei a € Aund b € B. Fiir b1, bs € B bezeichnen wir mit
Tgl’bQ) die bijektive Abbildung auf B, die durch T](Sbl’bQ) : B — B mit Tg)l’b2)(b1) = by,
Tgl’bz)(bg) = by, Tg”’bz)(x) =z fiir x € B\ {b1, b2} gegeben ist. Fiir by # by ist Tgl’bQ)

also eine Transposition. Wir betrachten nun

® : [(A,B) — I(A\{a},B\{b}) xB

fo— ((Tg(a)’b) o f)]a\{a} f(a)).
und
U : I(A\{a},B\{b}) x B — I(A,B)
(9.,9) — 7870 (gU{(aD)}).
Zeigen Sie, dass ® und ¥ zueinander inverse Bijektionen sind. Hinweis: Berechnen
Sie ¥(®(f)) und ®(¥((g,y))) fur f € I(A,B), g€ I(A\{a},B\ {b}) und y € B.

(2) Schlielen Sie aus dem vorigen Beispiel, dass fuer |A| = m und |B| = n gilt dass
|I(A, B)| = n™.

4. Kombinationen

DEFINITION 7.11. Seien m,n € Ny. Wir definieren m ! := m™ und den Binomialkoeffi-
zienten () = 5.

SAaTz 7.12. Seien m,n € Ny, und sei B eine Menge mit n Elementen. Dann hat B
genau () Teilmengen mit m Elementen.

Beweis: Sei A :={1,2,...,m}, und sei
F:={(f, fl[A]) | f ist eine injektive Funktion von A nach B}.

Es gilt |F| = n™. Wir schreiben F' nun anders als
F={(9,T)|TCB,|T|=m,g:A—T, g ist bijektiv}
= U {(9,7)|g:A—T, gist bijektiv}.
TCB,|T|=m
Sei x die Anzahl der m-elementigen Teilmengen von B. Dann ist F' die Vereinigung
von x paarweise disjunkten Mengen, von denen jede Kardinalitdt m ! hat. Es gilt also
x-(m!)=|F| =n™ O
Die Zahl (;}) ist also die Anzahl der Moglichkeiten, m verschiedene Elemente aus ei-
ner n-elementigen Menge auszuwéhlen. Dabei ist die Reihenfolge, in der die Elemente
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ausgewéhlt werden, unwesentlich. Mann nennt () daher auch die Anzahl der Kombi-
nationen von n Elementen der Ldnge m ohne Wiederholungen.

SATZ 7.13 (Binomischer Lehrsatz). Seien a,b € R und n € Ny. Dann gilt

(a0 =3 (1)a™ b
i=0
Beweis: Durch Ausmultiplizieren erhalten wir

@+or= Y ILs0)

r{1,2,...,n}—{ab} =1

S

MC{1,2,...,n}
=D (Da"v
=0

UBUNGSAUFGABEN 7.14.
(1) Zeigen Sie, dass fiir alle n € Ng und m € N gilt, dass
("2h) = () + (m=1)-
Hinweis: Rechnen Sie die rechte Seite aus und heben Sie in beiden Summanden
(n — 1)™=2 heraus.
(2) Erkldren Sie, wie die Rekursion aus dem vorigen Beispiel zum Pascalschen® Dreieck
zur Berechnung der Binomialkoeffizienten fithrt. (Das Pascalsche Dreieck wurde auch

von Omar Chayyam (1048-1131), Yang Hui (1238-1298) und Nicolo Tartaglia (1500~
1557) er- bzw. gefunden.)

5. Inklusions- und Exklusionsprinzip

Fiir disjunkte endliche Mengen A, B gilt |[AU B| = |A| + |B|. Das kann man auf nicht
disjunkte endliche Mengen durch |[A U B| = |A| + |B| — |A N B| verallgemeinern. Fiir
die Vereinigung von n Mengen gilt folgender Satz:

SaTz 7.15 (Inklusions- und Exklusionsprinzip). Seien Aj,..., A, endliche Mengen.
Dann gilt

U 4= ¥ o

ie{1,2,...,n} MC{12, )
M#@

M4

jeM

IBlaise Pascal (1623-1662)
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Beweis: Sei B := A;. Wir definieren eine Funktion
x:P(B)x B—{0,1}.

Fir C C Bund b € B sei x(C,b) :==1 wenn b € C, und x(C,b) := 0, wenn b ¢ C. Dann

i€{1,...,n}

gilt
Yo DM Al= Y0 MY () 45h)
Men jEM en beB  jEM
M#o M#o
(7.1)
=Y > M) A
beB MCn jeM
M+
Wir fixieren nun b € B und betrachten
Y DM Ay b).
MCn jeM
M+
Wenn b in genau k der Mengen A, ..., A, vorkommt, so liegt b in genau (%) Schnitten

von zwei dieser Mengen, in genau (%) Schnitten von 3 dieser Mengen, und schliefllich
in genau (¥) Schnitten von genau k dieser Mengen. Es gilt also

> DM A b = 3D (11

M =1
MCn Jj€ 7

M#o

=1-3 (=11
=1-(1-1Dk

Der letzte Ausdruck ist O fiir £ = 0 und 1 fiir £ > 1. Somit konnen wir den letzten
Ausdruck von (7.1) so ausrechnen:

SN M) 4 = S x(U 45.0)

beB  Mcn JEM beB  jEM
M#o

U 4,

jEM
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6. Partitionen und Stirlingzahlen

Wir berechnen nun die Anzahl der Partitionen einer n-elementigen Menge in k£ Klassen.
Dazu brauchen wir die Stirlingzahlen 2. Art?.

DEFINITION 7.16. Fiir n, k € Ny definieren wir die Stirlingzahlen 2. Art S(n, k) rekursiv
durch

S(0,0) =1,

S(0,k) =0 fir k e N,

S(n,0)=0 fir n € N,

Sn,k)=k-S(n—1,k)+Sn—1,k—1) fiirn,keN.
Die folgende Tabelle gibt die Stirlingzahlen 2. Art an:

S(n,k) | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9 k=10 k=11 k=12
n=0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
n=1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
n=2 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
n=3 0 1 3 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
n=4 0 1 7 6 1 0 0 0 0 0 0 0 0
n=>5 0 1 15 25 10 1 0 0 0 0 0 0 0
n=6 0 1 31 90 65 15 1 0 0 0 0 0 0
n="1 0 1 63 301 350 140 21 1 0 0 0 0 0
n=8 0 1 127 966 1701 1050 266 28 1 0 0 0 0
n=9 0 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1 0 0 0

n=10 0 1 511 9330 34105 42525 22827 5880 750 45 1 0 0

n=11 0 11023 28501 145750 246730 179487 63987 11880 1155 55 1 0

n=12 0 1 2047 86526 611501 1379400 1323652 627396 159027 22275 1705 66 1

SATZ 7.17. Sei A eine n-elementige Menge, und sei k € N. Sei
C :={P | P ist Partition von A und #P = k}.
Dann gilt #C = S(n, k).

Beweis: Wir gehen mit Induktion nach n vor. Wenn n = 0, so gilt A = &. Die Partition
P = @ ist die einzige Partition von @ in k = 0 Klassen, also gilt S(0,0) = 1. Es gibt
keine Partition von & in k& > 1 Mengen, also gilt S(0,k) = 0. Sei nun n > 1. Wenn
k =0, so gibt es keine Partition von A in k& Mengen, also gilt |C| = 0 = S(n,0). Wir
betrachten nun den Fall £ > 1. Wir wollen die Kardinalitdt der Menge

C = {P | P ist Partition von A in k Klassen}

bestimmen. Wir wihlen a € A. Wir erhalten eine Partition von A in £ Klassen, indem
wir entweder eine Paritition von A\ {a} in k& Klassen bilden und a zu einer dieser k
Klassen dazu geben, oder aber eine Partition von A\ {a} in k — 1 Klassen bilden, und
{a} als k-te Klasse zu dieser Partition dazugeben. Daraus erhalten wir die Gleichung,.

S(n,k)=Sn—1,k)-k+Sn—1,k—1).

2James Stirling (1692-1770)
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Ausfiihrlicher kénnen wir dieses Argument so formulieren: Sei
X :={(P, P) | P ist Partition von A\ {a} in k Klassen und P € P}.
Fiir jede Partition P von A\ {a} in k Klassen sei
Xp={(P,P)| PecP}
Dann ist X die disjunkte Vereinigung
X = U{Xp | P ist Partition von A\ {a} in k Klassen}.

Jedes Xp hat k£ Elemente, und nach Induktionsvoraussetzung ist X Vereinigung von
S(n — 1, k) solchen Mengen. Somit gilt #X = S(n — 1,k) - k. Sei nun

Y :={(PU{@},2) | P ist Partition von A\ {a} in k — 1 Klassen}.
Die Mengen X und Y sind disjunkt. Wir geben nun eine Abbildungen ® an, die aus
einer Partition von A\ {a} und der Klasse, in die wir a aufnehmen wollen, eine Partition

von A baut. Diese Funktion ® geht von X UY nach C. Fir (P, P) € X UY definieren
wir

(P, P)) := (P\{P})U{PU{a}}.

Wir suchen nun die inverse Funktion von ®. Fiir eine Partition P von A und =z € A
definieren wir [z]p als jenes Element () von P mit z € (). Die Funktion ¥ : C — X UY
ist durch

V(P):=({P\{a} | P €P}, lalp\{a})

definiert. Wir zeigen nun, dass ® und ¥ zueinander invers sind. Sei dazu P € C. Wir

berechnen (¥ (P)). Es gilt
O(W(P)) = @({P\{a} | P € P}, [ap \ {a})

= ({P\{a} [ PeP}\ {lalp \{a}}) U{(lalp \ {a}) U{a}}
={PePlagP}U{lap}
_P.

Sei nun (P, P) € X UY. Dann gilt

U(D((P, P)) = V((P\{P}U{PU{a}})
({Q\{at 1@ e P\{PHU{PU{a}}}, P)

({Q\{OLHQGP\{P}}U{Q\{a}|szu{a}}7p>

{QIQeP\{P}}U{P}, P)
P, P).

= (
= (
Somit sind ® und W bijektiv, und es gilt |C'| = | X|+|Y|. Nach Induktionsvoraussetzung
gilt Y] =S(n—1,k—1),und somit |C| = k-S(n—1,k)+S(n—1,k—1) = S(n,k). O
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SATZ 7.18. Seien A , B endliche Mengen, und sei m := #A, n := #B. Sei C' die Menge
der surjektiven Funktionen von A auf B. Dann gilt #C = S(m,n) - (n!).

Beweis: Fiir eine Funktion f: A — B sei

Pf) ={f[{o} [ b e fIA]}

die von f induzierte Partition. Wir zeigen nun, das fiir zwei Funktionen f,g : A — B
gilt, dass P(f) = P(g) genau dann gilt, wenn es eine bijektive Abbildung t : f[A] — g[A]
mit g = to f gibt.

Nehmen wir dazu zuerst an, dass es ein solches t gibt. Sei P € P(g). Dann gibt es ein
be Bmit P =g '[{b}] = (to ) '{b}] = f{t *(b)}], und somit P € P(f). Unter
Verwendung von f = 7! o g zeigt man auch P(g) C P(f). Seien nun f,g so, dass
P(f) =P(g). Wir definieren eine Relation ¢ durch

{(f(a), g(a)) [ a € A}.
Diese Relation ist eine Funktion von f[A] nach g[A]. Seien dazu a;,ay € A so, dass

flar) = f(az). Dann gilt {a1,a2} € f7[{f(a1)}] € P(f). Somit gilt f~'[{f(a1)}] €
P(g), und daher gibt es b € g mit f~'[{f(a1)}] = g7 [{b}]. Also gilt f(a1) = f(az) = .
Somit ist ¢ funktional. Mit der gleichen Begriindung erhalten wir, dass auch die Relation
s:={(g(a), f(a)) | a € A} funktional ist. Somit ist ¢ bijektiv und es gilt fiir alle a € A,

dass t(f(a)) = g(a), also to f = g.

Wir betrachten nun
F:={(f,P(f)) | f ist surjektiv von A auf B}.

Sei = die Anzahl der surjektiven Funktionen von A nach B. Dann gilt |F| = z. Sei S
die Menge der Partitionen von A in n Klassen. Wir schreiben F' nun als

F= U {(f,P) | f ist surjektiv von A auf B und P(f) = P}.
Pes

Sei P € S. Es gibt dann eine surjektive Funktion g : A — B mit P(g) = P. Dann gilt

{(f,P) | f ist surjektiv von A auf B und P(f) = P}
= {(tog,P) |t ist bijektiv von B nach B}.

Diese Menge hat n! Elemente. Also ist F' die Vereinigung von S(m, n) disjunkten Men-
gen der Kardinalitdt n!, und somit gilt x = |F| = S(m,n) - (n!).



KAPITEL 8

Die Maichtigkeit beliebiger Mengen

1. Gleichmichtige Mengen

Wir rufen uns die Definition davon, dass zwei Mengen gleichméchtig sind, in Erinnerung;:

DEFINITION 8.1. Seien A, B Mengen. Wir sagen, dass A und B gleichmdchtig sind
(A ~ B), wenn es eine bijektive Funktion von A nach B gibt.

Diese Definition lésst sich auch fiir unendliche Mengen verwenden.

SATz 8.2. Sei C eine Menge. Dann ist ~ auf P(C) eine Aquivalenzrelation.

Unendliche Mengen bieten das erstaunliche Phénomen, dass eine Menge gleichméchtig
zu einer echten Teilmenge sein kann.

PROPOSITION 8.3. Z ~ N~ N x N.

Beweis: Die Funktion
f +Z — N
. —2rx+2wenn z <0
v 20 — 1 wenn ¢ > 1
ist bijektiv. Ebenso ist
f+: NxN — N

(z,y) — 2770 (2y — 1)
bijektiv. O
DEFINITION 8.4. Eine Menge B ist abzdhlbar unendlich, wenn sie gleichméchtig zu N
ist. Eine Menge ist abzdhlbar, wenn sie endlich oder abzédhlbar unendlich ist.

DEFINITION 8.5. Seien A, B Mengen. Wir sagen, dass A hdchstens so mdchtig wie B
(oder B mindestens so mdchtig wie A) ist, wenn es eine injektive Funktion von A nach
B gibt. Das kiirzen wir mit A 3 B ab. B ist mdchtiger als A, wenn B mindestens so
méchtig wie A ist, und A und B nicht gleichméchtig sind.

UBUNGSAUFGABEN 8.6.

(1) Zeigen Sie, dass das reelle Intervall [0, 4] gleichméchtig zu [0, 2] ist.
(2) Seien A, B Mengen mit A 3 B. Zeigen Sie, dass es eine surjektive Funktion von B
auf A gibt.

80
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(3) Seien A, B Mengen, sodass es eine surjektive Funktion s von B auf A gibt. Zeigen Sie,
dass dann A < B. Hinweis: Verwenden Sie das Auswahlaxiom fiir [] ., s~![{a}].

(4) Wir nehmen an, dass Ay ~ Ay und By ~ Bs. Zeigen Sie, dass dann auch Ay x By ~
A2 X B2 und P(Al) ~ P(AQ)

(5) Sei A eine Menge. Finden Sie eine bijektive Abbildung von P(A) nach {0, 1}4.

Fiir jede Menge A gilt A < A.

SATz 8.7. Seien A, B,C Mengen mit A X B und B X C. Dann gilt A 3 C.

Beweis: Die Hintereinanderausfiithrung injektiver Funktionen ist injektiv. 0

Nun iiberlegen wir uns, was passiert, wenn A X B und B 3 A. Dazu beweisen wir
zuerst folgendes Lemma.

LEMMA 8.8. Sei Y eine Menge, und sei U eine Teilmenge von Y. Wir nehmen an, dass
es eine injektive Funktion g: Y — U gibt. Dann sind Y und U gleichmdchtig.

Beweis: Sei V :=Y \ U, und
Up:=({BCU|glVUB|CB}.

Wir zeigen nun

Sei dazu w € VUU;. Wir wollen zeigen, dass g(w) € m{B | BC U und g[VUB] C B}.
Dazu zeigen wir, dass g(w) in jeder Teilmenge B von U mit g[V U B] C B liegt. Sei
also B C U so, dass g[V U B] C B. Wegen U; C B gilt auch w € V U B. Daher gilt
g(w) € g[V U B], und somit g(w) € B. Somit gilt (8.1).
Nun zeigen wir

glVulh] =Ui. (8.2)
Nehmen wir nun an, dass g[VUU;| # U;. Dann gibt es ein uy € Uy, sodass u; & g[VUU].
Dann gilt g[V U (U \ {w1})] € Uy \ {u1}. Somit ist B := U; \ {u1} eine der Mengen,
die bei der Bildung von U; geschnitten wurden. Also gilt u; &€ Uy, im Widerspruch zur
Wahl von u;. Somit gilt (8.2).
Somit ist g|yuy, eine bijektive Funktion von V U U; nach U;. DaY =V UU = (V U
U)UU\U)und U = U, U (U \ Uy), ist h := glyuy, Uidiny, eine bijektive Funktion
von Y nach U. 0

Dieses Lemma ist der entscheidende Schritt, um den folgenden Satz zu beweisen.

SATZ 8.9 (Satz von Cantor-Schroder-Bernstein'). Seien A, B Mengen mit A 2 B und
B =2 A. Dann gilt A ~ B.

lGeorg Cantor (1845-1918), Ernst Schroder (1841-1902), Felix Bernstein (1878-1956)
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Beweis: Sei f : A — B injektiv und ¢g : B — A injektiv. Dann ist f o g eine injektive
Funktion, und es gilt fog[B] C f[A].

Sei nun Y := B und U := f[A]. Nun ist f o g eine injektive Funktion von Y nach U.
Nach Lemma 8.8 gibt es eine bijektive Funktion h : Y — U. Nun ist f bijektiv von A
nach f[A], und h~! bijektiv von f[A] nach B, also ist h~! o f bijektiv von A nach B.
Somit gilt A ~ B. O

Zuletzt iiberlegen wir uns noch, ob fiir zwei Mengen stets A = B oder B X A gilt, oder
ob es Mengen ,unvergleichbarer Méchtigkeit“ geben kann. Die Antwort wird sein, dass es
unter Annahme des Auswahlaxioms keine solchen Mengen unvergleichbarer Méchtigkeit geben
kann. Wir werden im Beweis aber nicht das Auswahlaxiom verwenden, sondern einen Satz,
das Lemma von Zorn?. Das Lemma von Zorn ist #iquivalent zum Auswahlaxiom; wir kénnten
anstelle des Auswahlaxioms fiir Mengen also auch das Lemma von Zorn als Axiom fordern
und wiirden dann das Auswahlaxiom als Satz erhalten.

SATz 8.10 (Lemma von Zorn). Sei (M, <) eine geordnete Menge mit folgender Eigenschaft:

Fiir alle Teilmengen T von M mit der Eigenschaft, dass (T, <) linear ge-
ordnet ist, gibt es ein m € M, sodass fir allet € T: t < m.

Dann hat M ein maximales Element.

Dabei ist mit (7', <) genau genommen (7, < N (T'xT)) gemeint. Die Forderung an M ist, dass
jede linear geordnete Teilmenge T" von M eine obere Schranke besitzt, die zwar nicht in 7', aber
sehr wohl in M liegen muss. Der Beweis des Lemmas von Zorn ist aufwéandig und benétigt das
Auswahlaxiom. In der Praxis ist das Lemma von Zorn ein hilfreiches Instrument zum Beweis
fiir die Existenz von Dingen, die in irgendeinem Sinn ,,maximal“ sind. Eine Anwendung geben
wir im folgenden Satz.

SATZ 8.11 (Vergleichbarkeitssatz). Seien A, B Mengen. Dann gilt A 3 B oder B 3 A.

Beweis: Sei
F:={f CAx B |esgibt C C A, sodass f eine injektive Funktion von C' nach B ist}.

Wir verwenden nun das Lemma von Zorn, um zu zeigen, dass (F, C) ein maximales Element
fo besitzt. Sei dazu T eine mit C linear geordnete Teilmenge von F. Wir bilden die Menge

g=T=UlfIfeT}

Die Menge g ist also die Vereinigung aller Funktionen in 7. Wir zeigen nun als erstes, dass g
wieder eine funktionale Relation von einer Teilmenge von A nach B ist. Sei dazu C := {a €
A|3be B:(a,b) € g}. Wir zeigen, dass g eine Funktion von C nach B ist. Sei dazu a € C.
Aus der Definition von C' geht unmittelbar hervor, dass es ein b gibt, sodass (a,b) € g. Um die
Funktionalitéit zu zeigen, miissen wir noch nachweisen, dass dieses b eindeutig ist. Seien also
b1,by € B so, dass (a,b1) € g und (a,bs) € g. Dann gibt es f; und fo in T, sodass (a,b1) € f1
und (a, by) € fo. Die Menge T ist linear geordnet, also gilt fi C fa oder fo C fi. Wenn f; C fo,

2Max August Zorn (1906-1993)



2. ABZAHLBAR UND UBERABZAHLBAR UNENDLICHE MENGEN 83

so gilt (a,b1) € fo und (a,b2) € fo. Da fo eine Funktion ist, gilt also by = ba. Im Fall fo C fi
erhalten wir (a,bs) € f1, und somit by = bg, weil f; funktional ist. Somit ist g eine Funktion.
Wir zeigen als néchstes, dass g injektiv ist. Seien dazu aj,as € g so, dass g(a1) = g(a2).
Nach der Konstruktion von g gibt es hi, hs € T, sodass (a1,g(a1)) € hy und (az, h(az)) € ho,
also hi(a1) = g(a1) und ha(az) = g(az). Die Menge T ist linear geordnet, und folglich gilt
hi C hy oder hy C hy. Wenn hy C hg, so gilt (a1, g(ay)) € ha, und somit he(a1) = g(ay). Dann
gilt ho(a1) = g(a1) = g(az) = ha(az). Nun verwenden wir, dass ho injektiv ist, und erhalten
a1 = ao. Ebenso erhalten wir im Fall hg C hi, dass a; = ag. Die Funktion g ist also injektiv.
Somit liegt g in F, und g ist eine obere Schranke fiir die Menge 7. Nun verwenden wir das
Lemma von Zorn. Es liefert uns ein maximales Element fy von F.

Wenn der Definitionsbereich Cy von fj gleich A ist, so gilt A 3 B.

Wenn fq surjektiv auf B ist, so ist fy eine bijektive Funktion von Cy nach B; also ist f; !
injektiv von B nach Cp, und es gilt B 3 A.

Der verbleibende Fall ist, dass Cy # A und fy[Co] # B. In diesem Fall wéhlen wir ag € A\ Cp
und by € B\ fo[Cop]. Dann ist fo U {(ag, bo)} ebenfalls eine injektive Funktion, also fy € F, im
Widerspruch zur Maximalitidt von fp. O

2. Abzihlbar und iiberabzidhlbar unendliche Mengen
SATZ 8.12. Es gilt Q ~ N.

Beweis: Nach dem Satz von Cantor-Schroder-Bernstein geniigt es N 3 Q und Q S N
zu zeigen. Klarerweise ist f: N — Q, x — { injektiv, also gilt N 3 Q.

Wir bilden nun eine injektive Abbildung g : Q — Z x N durch

9(3) = (a/ggT(a,b),b/ggT(a, b)),
fiir a,b € Z mit b > 0. Diese Abbildung ist wohldefiniert und injektiv. Da Z x N ~ N x
N ~ N, gibt es eine injektive Abbildung von ZxN nach N, und somit gilt Q =< N. (Ebenso
ist h: Zx N —Q, (a,b) — § surjektiv auf Q. Unter Verwendung des Auswahlaxioms
gilt also deshalb Q 3 Z x (N'\ {0}), und folglich Q 3Z xN I Nx N N, O]

SATZ 8.13. Sei (A; | ¢ € N) eine Familie von Mengen. Wir nehmen an, dass fir alle i € N
gilt, dass A; 3 N. Dann gilt auch | | A; 3 N.

i€EN
Beweis: Sei f; : A; — N injektiv. Wir bilden nun f : (J{4; | i € N} — N x N durch
f(a) := (ki1,k2), wobei ki := min{j € N | a € A;} und ky := fi,(a). Diese Abbildung ist
injektiv und beweist [J{4; | i € N} 3 N x N. Wegen N x N 3 N folgt die Behauptung. O

UBUNGSAUFGABEN 8.14.

(1) Zeigen Sie, dass fiir jedes a mit a ¢ N die Menge {a} UN gleichméichtig zu N ist.
(2) Zeigen Sie, dass die Vereinigung einer abzihlbar unendlichen mit einer endlichen
Menge abzédhlbar unendlich ist.
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(3) Zeigen Sie, dass eine Vereinigung von abzéhlbar vielen abzdhlbaren Mengen abzihl-
bar ist, indem Sie eine surjektive Abbildung von N x N auf diese Menge definieren.

(4) Zeigen Sie, dass fiir jedes n € N die Menge N" gleichméchtig zu N ist.

(5) Zeigen Sie, dass fiir nichtleere abzihlbare Menge A die Menge A* := | J{A" | n € N}
abzéhlbar unendlich ist.

(6) Zeigen Sie, dass die Menge der endlichen Teilmengen von N gleichmiichtig zu N ist.

Eine Menge C' ist iberabzihlbar unendlich, wenn C' unendlich und nicht gleichméchtig
zu N ist. Zunéchst {iberlegen wir uns, warum es solche Mengen gibt.

LEMMA 8.15. Sei A eine Menge. Dann gibt es keine surjektive Funktion von A auf
P(A).

Beweis: Sei f: A — P(A). Wir zeigen, dass f nicht surjektiv auf P(A) sein kann.
Wir betrachten dazu
B:={zecA|z¢&f(x)}.
Wir zeigen nun, dass B nicht im Wertebereich von f liegt. Dazu zeigen wir, dass fiir

alle a € A gilt: f(a) # B. Sei also a € A.

e [.Full: a € f(a). Wenn a € f(a), so gilt a ¢ B. Das Element a liegt also in
f(a), aber nicht in B. Somit gilt f(a) # B.

e 2. Fall: a € f(a). Wenn a & f(a), so gilt a € B. Das Element a liegt also in B,
aber nicht in f(a). Somit gilt f(a) # B.

B liegt also nicht im Wertebereich von f; somit ist f nicht surjektiv auf P(A). O

Damit haben wir die entscheidende Information, um folgenden Satz zu beweisen:

SATZ 8.16 (Satz von Cantor). Sei A eine Menge. Dann gilt A X P(A), und A =~ P(A).

Beweis: Die Abbildung f: A — P(A), a — {a} ist injektiv, also gilt A X P(A). Wenn
A ~ P(A), so gibt es eine bijektive Abbildung von A nach P(A). Diese Abbildung ist
surjektiv auf P(A), im Widerspruch zu Lemma 8.15. Also gilt A ~ P(A). O

Damit haben wir also unendliche Mengen gefunden, die nicht abzéahlbar sind, etwa P(N),

P(Z), {0, 1}, P(P(N)).

SATZ 8.17. Die Menge R der reellen Zahlen ist gleichmdchtig zu P(N), also tiberabzdhl-
bar.

Beweis: Die Funktion f: P(N) — R, I — >._, 107" ist injektiv und belegt P(N) 3 R.
Sei nun ¢ eine bijektive Funktion von N nach Q. Wir schreiben fiir ¢(i) kurz ¢;. Dann
ist g: R — P(N), r+— {i € N| ¢ <r} injektiv, da zwischen zwei verschiedenen reellen

Zahlen stets eine rationale Zahl liegt. Somit gilt nach dem Satz von Cantor-Schroéder-
Bernstein P(N) ~ R. O

UBUNGSAUFGABEN 8.18.
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(1) Zeigen Sie, dass das reelle Intervall [0, 2] gleichméchtig zu R ist.

Fiir den Beweis des nichsten Satzes brauchen wir das Auswahlaxiom.

SATz 8.19. Jede unendliche Menge M enthdlt eine abzdhlbar unendliche Teilmenge.

Beweis: Sei f: P(M)\ {@} - M so, dass f(A) € A fiir alle A C M. So ein f existiert, weil
nach dem Auswahlaxiom die Menge [ | AeP(M)\{2} A nicht leer ist.

Sei F die Menge aller endlichen Teilmengen von M. Wir definieren eine Funktion £ : N — F
rekursiv. Da M nicht leer ist, konnen wir kénnen wir E(1) := {f(M)} definieren, und fiir alle
neN: En+1)=EMn)U{f(M\ En))}.

Sei nun g : N — M definiert durch g(n) := f(M \ E(n)). Wir zeigen nun, dass g injektiv
ist. Sei n; < ng. Es gilt g(n2) = f(M \ E(n2)) € E(n2). Da g(n1) = f(M \ E(n1)), gilt
g(n1) € E(n) U{f(M \ E(n1))}, also g(n1) € E(ny + 1), und somit g(n1) € E(ng). Also gilt
g(n1) # g(na). Folglich ist g[N] eine abzdhlbare Teilmenge von M. O

UBUNGSAUFGABEN 8.20.

(1) Sei A unendlich und E endlich. Zeigen Sie AU E ~ A. Hinweis: Benutzen Sie eine
abzéhlbare Teilmenge B von A und verwenden Sie BU E ~ B.
(2) Sei B unendlich. Zeigen Sie, dass es eine Funktion f : B — B gibt, die injektiv, aber
nicht surjektiv ist. Hinweis: Losen Sie das Beispiel zuerst fiir B := N.
(3) Zeigen Sie [0,1] ~ ]0,1[ ~ R.
SATZ 8.21. Seien A, B Mengen mit A 3 B. Wir nehmen an, dass B unendlich ist. Dann gilt

(1) AUB ~ B;
(2) Wenn A nicht leer ist, so gilt A x B ~ B;
(3) Wenn A zumindest zwei Elemente enthilt, so gilt AP ~ P(B).

Beweis: [Hal76, Kapitel 24]. O
UBUNGSAUFGABEN 8.22.

(1) Zeigen Sie ohne Verwendung des Teils (3) von Satz 8.21, dass NF ~ P(R).
(2) Zeigen Sie RN ~ R. Hinweis: Finden Sie eine injektive Abbildung von P(N)N nach
P(N x N).

Eine berithmte Vermutung (die Kontinuumshypothese) sagt, dass folgende Frage die
Antwort ,ja“ hat.

PROBLEM 8.23. Gilt fiir jede unendliche Teilmenge A von R : A ~ R oder A ~ N?

K. Godel? zeigte, dass die Axiome der Zermelo-Fraenkelschen Mengenlehre, wenn wider-
spruchsfrei, auch unter Zuhilfenahme des Auswahlaxioms nicht erlauben, die Antwort
,nein“ herzuleiten. P. Cohen? zeigte, dass die Axiome der Zermelo-Fraenkelschen Men-
genlehre und das Auswahlaxiom, wenn widerspruchsfrei, nicht erlauben, die Antwort

3Kurt Godel (1906-1978)
4Paul Cohen (1934-2007)
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»ja‘ herzuleiten. Die Giiltigkeit von ,VA CR: A ~ R oder A ~ N oder A ist endlich®
wird also durch die Axiome der Zermelo-Frankelschen Mengenlehre nicht geregelt.
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KAPITEL 9

Graphen

1. Grundlegende Begriffe

DEFINITION 9.1. Ein Paar G = (V, E) ist ein Graph, wenn V eine nichtleere endliche
Menge und E C {{v,w} | v,w € V,v # w} ist. Die Elemente von V sind die Knoten
von (G, die Elemente von E die Kanten.

Wir bezeichnen die Menge aller zweielementigen Teilmengen von V' auch mit (‘2/) Ein
Knoten v inzidiert mit einer Kante e, wenn v € e. Zwei Knoten v, w eines Graphen sind
benachbart, wenn {v,w} € E. Die Menge Ng(v) := {w | {v,w} € E} ist die Menge der
Nachbarn von v, und é¢(v) := |Ng(v)| ist der Grad von v in G.

SATZ 9.2. Sei G = (V, E) ein Graph. Dann gilt ) 0c(v) = 2|E|.

Beweis: Sei p := {(v,w) € V x V | {v,w} € E}. Dann gilt |p| = 2|E|. Auflerdem gilt
p=Uyev{(v,w) | w € Ng(v)} und daher [p| =3~ oy [Na(v)| = 32,y da(v). O
Der Graph G = (Vi, Ey) ist ein Teilgraph von Gy = (Va, Es), wenn Vi C V5 und
E, C E,. Der Graph Gy = (V4, Ey) ist der von V; induzierte Teilgraph von Go, wenn
Vi CVound Ey = {{v,w} € Ey,v € Vi,w € V1}, also B} = Ea N (‘;1)

DEFINITION 9.3. Ein Graph G = (V, E) ist vollstindig, wenn fiir alle v,w € V mit
v # w gilt, dass {v,w} € E.

Ein Graph P = (V, E) ist ein Pfad, wenn es eine Bijektion f : {1,2,...,|V|} — V gibt,
sodass £ = {{f(i), f(i+1)} |ie {1,...,|V]|—1}. Die Knoten f(1) und f(|V]) sind der
Anfangsknoten und der Endknoten von P, und |V|— 1 ist die Léinge von P.

Ein Graph K = (V,E) ist ein Kreis, wenn |V| > 3 ist und es eine Bijektion f :
{1,2,...,|V|]} — V gibt, sodass £ = {{f(i),fG+ 1} | ¢ € {1,...,|[V| -1} U
{f(V1]), f(1)}; |V| ist die Linge von K.

SATZ 9.4. Sei G = (V, E) ein Graph mit g(v) > 2 fir alle v € V. Dann enthdlt G
einen Kreis als Teilgraphen.

Beweis: Sei P = (V4, Ey) ein Pfad von maximaler Lénge, der ein Teilgraph von G
ist. Wir nehmen an, dass Vi = {z1,..., 23} und By = {{x1,22},...,{xx_1,2%}}. Da
E # o, gilt k > 2. Da 6(xy) > 2, besitzt x) einen Nachbarn v mit v # xp_;. Falls
v & {xy,..., 52}, s0 ist {xq,...,xx_1,v} ein Pfad groferer Lange, im Widerspruch

88
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zur Maximalitdt von |P|. Also gibt es ein j € {1,...,k — 2} mit v = z;. Dann ist
{zj,...,xp_1, xx} ein Kreis. O

Ein Kantenzug in G = (V, E) ist eine Folge W = (vg,e1,v1,€2,...,0k_1, €k, V) mit
k € Ny, in der abwechselnd Knoten und Kanten vorkommen, sodass fiir alle ¢ € k gilt,
dass e; = {v;_1,v;}. Die Zahl k ist die Linge des Kantenzugs. W ist geschlossen, falls
Vo = Vg.

DEFINITION 9.5. Seien v, w Knoten in G = (V, E). Die Knoten v, w sind verbunden,
falls es einen Kantenzug (vy, ..., vx) gibt, sodass v = vy und w = wvg.

LEMMA 9.6. Sei G = (V, E) ein Graph. Die Relation 6 auf V', die durch
(v,w) € 0 <= v und w sind verbunden

definiert ist, ist eine Aquivalenzrelation auf V.

Die Klassen von 6 heiflen Zusammenhangskomponenten. Ein Graph mit nur einer Zu-
sammenhangskomponente heifit zusammenhdngend.

SATZ 9.7. Sei G = (V, E) ein Graph. Wenn v und w verbunden sind, so enthdilt G einen
Pfad mit Anfangsknoten v und Endknoten w.

Beweis: Sei W = (v, e1,...,ex_1,0;) ein Kantenzug minimaler Lange mit vy = v und
v, = w. Dann sind alle v; verschieden: andernfalls konnte man einen kiirzeren Kantenzug

finden. Also ist ({vo,...,vx},{e1,...,ex_1}) ein Pfad. O
UBUNGSAUFGABEN 9.8.

(1) Zeigen Sie: die Anzahl der Knoten ungeraden Grades eines Graphen ist gerade.

(2) Sei G = (V, E) ein Graph, und sei G := (V, (‘2/) \ E) der dazu komplementére Graph.
Zeigen Sie, dass zumindest einer der beiden Graphen G und G zusammenhéngend
ist.

(3) Sei W ein geschlossener Kantenzug in G = (V, E) , dessen Linge ungerade und
mindestens 3 ist. Dann enthélt G einen Kreis ungerader Lénge (d.h., mit ungerade
vielen Knoten). Hinweis: Betrachten Sie in dem aus W gebildeten Graphen den
kiirzesten geschlossenen Kantenzug ungerader Lénge.

(4) * (cf. [Mas06, Theorem 5.19]) Ein Graph ist bipartit, wenn es zwei Mengen A, B
mit AUB =V, AN B = @ gibt, sodass EN (’3) =gund EN (?) = @ gilt. Dann
verlauft also jede Kante zwischen einem Knoten in A und einem Knoten in B. Zeigen
Sie, dass G = (V, E) genau dann bipartit ist, wenn G keinen Kreis ungerader Linge
enthalt.

2. Baume und Wilder

Ein Graph G ist ein Wald, wenn er keinen Kreis enthélt. Ein zusammenhéngender Wald
ist ein Baum. Ein Knoten vom Grad 1 ist ein Blatt. Fiir einen Graphen G = (V| F) und
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v €V, e € E bezeichnen wir mit G — e den Graphen (V, E'\ {e}) und mit G — v den
Graphen (V' \ {v}, EN (V\Q{”})).

SATz 9.9. Sei T = (V, E) ein Graph. Dann sind dquivalent:

(1) T ist ein Baum.
(2) T is zusammenhingend, und fiir alle e € E ist T — e nicht zusammenhdngend.
(3) T ist zusammenhingend und |E| = |V| — 1.

Beweis: (1)=-(2) Wir nehmen an, dass 7'—e zusammenhéngend ist. Seien z, y die Knoten
von e. Nach Satz 9.7 gibt es einen Pfad P in T'— e mit Anfangsknoten x und Endknoten
y. Dieser Pfad hat zumindest 3 Knoten. Wenn man zu P die Kante e hinzufiigt, erhélt
man einen Kreis, also ist 1" kein Baum.

(1)=-(3) Wir nehmen an, dass 7" ein Baum ist, und wir zeigen |F| = |V| — 1 durch
Induktion nach |V|. Wenn |V| = 1, so gilt £ = &. Fiir den Induktionsschritt nehmen
wir an, dass |V| > 1. Wegen Satz 9.4 gibt es in T" ein Blatt v. Wir zeigen nun, dass T'— v
zusammenhéngend ist. Seien dazu x,y € T — v. Da T zusammenhéngend ist, gibt es
wegen Satz 9.7 einen Pfad P in T" mit Anfangsknoten z und Endknoten y. Jeder Knoten
in P, der nicht x oder y ist, hat in 7" Grad > 2. Somit enthélt P den Knoten v nicht.
Also ist P ein Pfad in T'— v. Somit sind z und y auch in T'— v verbunden. Da T keinen
Kreis enthélt, enthélt auch T"— v keinen Kreis. Also ist 7" — v ein Baum. Der Graph
T — v hat |V| —1 Knoten und |E| — 1 Kanten. Also gilt nach Induktionsvoraussetzung,
dass |[E| — 1= (|]V|—1) =1, und somit |E| = |V|— 1.

(2)=-(1) Wir nehmen an, dass T einen Kreis enthélt. Seien {z1, z, ..., 2} die Knoten
dieses Kreises. Wir behaupten, dass fiir e := {x1, 22} auch T' — e zusammenhéngend
ist. Seien dazu u,v € V. Da T zusammenhéingend ist, gibt es einen Kantenzug durch
die Knoten (u = vg, vy, ...,Vk_1, v = v) von u nach v. Wir ersetzen nun jedes Vorkom-
men von (zy,x9) durch (21, x, Tx—1, ..., o) und jedes Vorkommen von (z3,x;) durch
(9,3, ..., T, x1) und erhalten einen Kantenzug in 7' — e, der w und v verbindet. Also
ist T'— e zusammenhéngend, im Widerspruch zur Annahme.

(3)=-(1) Wir zeigen durch Induktion nach |V, dass jeder zusammenhéngende Graph T'
mit |E| = |V| — 1 ein Baum ist. Fiir den Fall |V| = 1 ist das offensichtlich. Fiir den
Induktionsschritt nehmen wir an, dass |V| > 2. Wegen Satz 9.2 gilt 2|V | -2 =2-|E| =
> vev 0q(v). Somit gibt es ein v € V' mit dg(v) < 2; dieses v ist ein Blatt von 7', und
T — v ist zusammenhéngend. Da T' — v genau |V| — 1 Knoten und |E| — 1 = |V| —2
Kanten hat, ist 7' — v nach Induktionsvoraussetzung ein Baum.

Nehmen wir an, dass 1" kein Baum ist. Dann enthélt 7" einen Kreis. Ein Blatt kann
nicht Teil eines Kreises sein, und somit enthélt auch T'— v einen Kreis, im Widerspruch
dazu, dass T — v ein Baum ist. Also ist T ein Baum. O

Sei G = (V, E) ein zusammenhéngender Graph. Ein Teilgraph 7' = (V}, E}) ist ein auf-
spannender Baum fiir G, wenn T ein Baum und V; = V ist. Sei ¢ : E — R} = {r €
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R | r > 0} eine Funktion, die wir als Kostenfunktion bezeichnen. Fiir jeden aufspan-
nenden Baum T' = (V, Ey) definieren wir seine Gesamtkosten als ¢(7) := > . c(e1).
Wir suchen nun einen aufspannenden Baum von GG mit minimalen Gesamtkosten; einen
solchen Baum bezeichnen wir als kostenminimalen aufspannenden Baum. Der folgende

Satz liefert eine Moglichkeit, einen kostenminimalen aufspannenden Baum effizient zu
finden.

SATZ 9.10 (J. B. Kruskal', 1956). Sei G = (V, E) ein Graph, und sei W = (V, E;) ein
Teilgraph von G, der alle Knoten enthdlt. Wir nehmen an, dass W ein Wald ist, und
dass er Teilgraph eines kostenminimalen aufspannenden Baumes ist.

Sei R eine Zusammenhangskomponente von W, und sei e € E eine Kante von G, die
minimale Kosten unter allen Kanten

{e' € E | ¢ hat einen Knoten in R und einen Knoten in V' \ R}

hat.

Dann ist auch W' = (V, Ey U {e}) ein Teilgraph eines kostenminimalen aufspannenden
Baumes von G.

Beweis: Sei T'= (V, E3) ein kostenminimaler aufspannender Baum, der W als Teilgraph
enthilt. Falls e eine Kante von T ist, so ist auch W' Teilgraph von T

Wenn e keine Kante von T ist, so wihlen wir r,s € V so, dass e = {r, s} mit r € R,
s € R. Da T als Baum verbunden ist, gibt es in T" einen Pfad P von r nach s. Sei s;
der erste Knoten auf diesem Pfad, der nicht in R liegt, und sei r; € R sein Vorgénger
auf P. Dann gilt nach Voraussetzung

c({r1,s1}) > c({r, s}). (9.1)

Sei e1 := {r1, s1}. Da die Kante e; zwei Knoten in verschiedenen Zusammenhangskom-
ponenten von W verbindet, ist e; keine Kante von W. Also ist W ein Teilgraph von
T :=T—e = (V,Ey\ {e1}). Wegen des Pfades P sind r und r in der gleichen Zusam-
menhangskomponente von 7" — ey, und auch s; und s sind in der gleichen Komponente
von T — e;. Fiir z,y € V gelte (z,y) € 0, wenn x und y in T — e; verbunden sind.
Wir zeigen nun, dass 7' — e; aus den zwei Zusammenhangskomponenten /6 und s, /6
besteht, also dass

7"1/¢9U81/0:V (92)

gilt. Sei dazu x € V, und sei P, ein Pfad von x nach r; in T. Wenn z den Knoten s;
enthélt, so ist  mit s; auch in T' — e; verbunden: der Teilpfad von P; mit Anfang x
und Ende s; kann den Knoten r; nicht enthalten, da r; sonst zweimal in P; vorkédme.
Wenn x den Knoten s; nicht enthélt, so ist e; keine Kante in Pj, also ist in diesem Fall
x mit dem Knoten r; in T' — e; verbunden. Das beweist (9.2).

1Joseph Bernard Kruskal, 1928-2010
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Da r/0 = ri/0 # s1/0 = s/0, liegen r und s in verschiedenen Zusammenhangskom-
ponenten von 7' — e;. Folglich ist 77 = (V, (B2 \ {e1}) U {e}) zusammenhéngend, da
ja in T'— e; wegen (9.2) jeder Knoten mit r oder s verbunden ist, und somit wegen
e = {r,s} der Graph 7" nur eine Zusammenhangskomponente besitzt. Also ist wegen
Satz 9.9(3)=-(1) der Graph 7" ein Baum.

Nun gilt ¢(T") = ¢(T') — c(e1) + c(e). Wegen (9.1) gilt ¢(e1) > ¢(e), und somit
¢(T) —cler) + cle) < e(T) — cler) + cler) = ¢(T).

Da T ein kostenminimaler Baum ist, ist daher auch 7" ein kostenminimaler Baum.
Dieser Baum 7" enthalt W’ als Teilgraphen. OJ

Dieser Satz belegt, dass folgender Algorithmus einen minimalen aufspannenden Baum
von G = (V, E) findet.

ALGORITHMUS 9.11 (Algorithmus von Kruskal).
Eingabe: Ein zusammenhéngender Graph G = (V, F) und eine Funktion ¢ : E — R .
Ausgabe: Ein Baum 7' = (V, Ey).
Ausgabebedingung: 7' ist ein kostenminimaler aufspannender Baum von G.
1. B+ o
2: while (V, E) ist nicht zusammenhéngend do

3: Wiihle eine Zusammenhangskomponente R von (V, Ey).
4:  Wabhle unter allen Kanten {r, s} mit r € R, s ¢ R eine Kante e mit minimalen
Kosten.
El =RU {8}
~ return 7 := (V, Ey).

Die Begriindung fiir die Korrektheit ist, dass (V, &) Teilgraph eines jeden kostenmini-
malen aufspannenden Baumes ist. Da jeder zusammenhéngende Graph zumindest einen
aufspannenden Baum als Teilgraphen enthélt, gibt es sicher einen kostenminimalen auf-
spannenden Baum. Somit gilt beim ersten Betreten der while-Schleife, dass (V, E;) in
irgendeinem kostenminimalen auspannenden Baum enthalten ist. Wegen Satz 9.10 gilt
das auch bei jedem weiteren Betreten der while-Schleife. Wenn die while-Schleife ver-
lassen wird, ist also (V, E}) zusammenhéngend und in einem kostenminimalen Baum B
enthalten. Dann gilt (V| E;) = B, also ist (V, E}) eine Losung.

UBUNGSAUFGABEN 9.12.

(1) Bestimmen Sie einen minimalen aufspannenden Baum fiir den Graphen G mit den
Knoten A, B,C, D, E und Wegkosten v(AB) = 4,v(AC) = 6,7(AD) = 8,7(AE) =
10,7(BC) = 1,v(BD) = 3,v(CD) = 1,7(DE) = 1.

(2) Sei G = (V, E) ein zusammenhiingender Graph, sei ¢ : E — R] eine Kostenfunktion,
und sei e eine Kante mit ¢(e) < ¢(¢’) fiir alle ¢’ € E'\ {e}. Zeigen Sie, dass e in jedem
kostenminimalen aufspannenden Baum eine Kante ist.
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(3) * Sei G = (V, E) ein zusammenhingender Graph, sei ¢ : E — R{ eine Kostenfunkti-
on. Wir nehmen an, dass keine zwei Kanten die gleichen Kosten haben, also dass ¢
injektiv ist. Zeigen Sie, dass G nur einen einzigen minimalen aufspannenden Baum
enthilt.

3. Gerichtete Graphen

DEFINITION 9.13. Ein Paar G = (V, p) ist ein gerichteter Graph, wenn V' eine nichtleere
Menge und p eine Teilmenge von V' x V ist.

Die Elemente von V sind die Knoten, die Elemente von p die Kanten des gerichteten
Graphen. Eine Quelle ist ein Knoten x € V', sodass kein y € V mit (y,z) € p existiert.
Eine Senke ist ein Knoten z € V', sodass kein y € V mit (z,y) € p existiert.

Zu jedem Graphen G = (V| E) konnen wir einen gerichteten Graphen G = (V, p) mit
p=A(z,y) € VxV |{z,y} € E} bilden.

4. Fliisse in gerichteten Graphen

DEFINITION 9.14. Sei G = (V, p) ein gerichteter Graph, und sei s eine Quelle und ¢
eine Senke von G. Eine Funktion f : p — R{ ist ein Fluss von s nach ¢, wenn fiir jeden
Knoten x € V'\ {s,t} gilt:

Yo fwa)= D> flzy). (9.3)
yev yev
(y,z)ep (zy)ep
Sei ¢: p — R{. Der Fluss f ist c-beschrinkt, wenn f(z,y) < c(z,y) fiir alle (x,y) € p.
Der Wert eines Flusses ist W (f) := Z f(s,y).

yeVv
(s,y)€p

Wir definieren

out(f,x) := Z f(z,y),

(z,y)€p
in(f,z) = fy,z).
1%

=
(y,z)€p

Die Bedingung (9.3) bedeutet also, dass in(f,z) = out(f,z) fiir alle z € V. Es gilt
W(f) = out(f,s).

LEMMA 9.15. Sei f ein Fluss im Graphen G = (V, p) von s nach t. Dann gilt out(f, s) =
in(f,t).
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Beweis: Es gilt

YD faw= D) fay =) D fly)

zeV yev (z,y)EpP yeVv veV
(zy)ep (z,y)€p
und daher
YooY =Y > [l
€V oy €V oy
(zy)€p (y,x)€p
und folglich
Zout(f, x) = Zin(f, x).
eV zeV

Fiir alle z € V'\ {s,t} sind die Summanden wegen der Erhaltungsgleichung (9.3) gleich,
und somit gilt

out(f,s) +out(f,t) =in(f,s) + in(f, ).
Da s eine Quelle und ¢ eine Senke ist, gibt es kein y € V mit (y,s) € p und kein y € V
mit (¢,y) € p. Daher gilt in(f, s) = 0 und out(f,t) = 0. Also gilt

out(f,s) =in(f,1).
0

Sei nun V' eine Menge, p C V x V und f : p — R. Fiir Teilmengen 5,7 von V mit
SUT =V und SNT = & definieren wir

f81) =Y fluw)

(u,0)E(SXT)Np

LEMMA 9.16. Sei V' eine Menge, sei f :V XV — R und set w € T'. Dann gilt

F(SU{w}, T\ {w}) = F(T\ {w}, S U {w})
= f(S,T) = F(T,8) + f({w}, V) = F(V, {w}).
Beweis:
f(SU{w}, T\ {w}) = AT\ {w}, S U {w})
=[S, T\ {w}) + f{wh, T\ {w}) = (T \ {w}, ) = T\ {w},{w})
= f(8,T) = F(S,{w}) + f({w}, T) = f{w}, {w})
— J(T.8) + f({w}, ) = (T {w}) + f({w}, {w})

= [(5.1) = f(S.{w}) + f{w}, T) = J(T.8) + f({w}, ) = J(T. {w})

= [(5.T) = f(SUT. {w}) = /(T,9) + f({w}, SUT}
= f(8,T) = J(T.8) + f({w}, V) = F(V, {w}).
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LEMMA 9.17. Sei G = (V, p) ein gerichteter Graph mit einer Quelle s und einer Senke
t, sei f ein Fluss im gerichteten Graphen G = (V,p) von s nach t, und seien S,T
Teilmengen von V mit s € S, t € T, SUT =V, SNT = &. Dann gilt W(f) =

f(SZZO _'fCT,S)
Beweis: Wir beweisen das Lemma mit Induktion nach |S|. Fir S = {s} gilt

Zquv Zvau Zfsv vas
u€eS veT
w v)@ (o u)e/o (o v)ep o s>ep
= out(f,s) —in(f, s)
= out(f,s) —0=W(f).

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass |S| > 2. Sei w € S mit w # s, und sei
S1 =S\ {w} und T} := T U{w}. Wegen der Induktionsvoraussetzung gilt

W(f) = f(S1,Th) = F(Th, ).
Wir verwenden Lemma 9.16 fiir die Funktion f': V x V — R mit f'(z,y) = f(z,y) fir
(z,y) € pund f'(x,y) =0 fur (z,y) € p und erhalten daraus
F(8,7) = f(T,8) = f(S1 U {w}, Ty \ {w}) = f(T1 \ {w}, Sy U{w})
= f(S1.Th) = f(T0, S1) + f({w}, V) = F(V.{w})
— W(f) = out(f,w) + in(f,w)
=W(f)
O
KOROLLAR 9.18. Sei G = (V,p) ein gerichteter Graph mit einer Quelle s und einer
Senke t, sei c: p — Ry, sei f ein c-beschrinkter Fluss im gerichteten Graphen G =

(V,p) von s nach t, und seien S, T Teilmengen von V mit s € S, t €T, SUT =V,
SNT =@&. Dann gilt W(f) < ¢é(S,T).

Beweis: Wegen Lemma 9.17 gilt W (f) = f(S,T)—f(T,S) < f(S,T) = > tuwyep f (U, 0) <
> (uw)ep €U, v) = ¢(S,T). O

DEFINITION 9.19. Sei f ein Fluss im gerichteten Graphen G = (V, p) von s nach ¢. Sei
c:p— Ry Dannist f ein mazimaler c-beschrinkter Fluss, wenn fiir alle c-beschréinkten

Fliisse g gilt: W(g) < W (f).

Sei G := (V, p) ein gerichteter Graph mit Fluss f, und sei v € V. Als einen Weg von s

nach v bezeichnen wir einen Folge von Knoten und Kanten (xg = s,eq1, 21, ..., €k, Tp =
v), sodass fir alle i € k gilt, dass ¢; = (z;_1,x;) oder ¢; = (x;,2;_1), und sodass
alle z; verschieden sind. Ein Kante e; = (z;_1,x;) heifit Vorwdrtskante, eine Kante

e; = (x;, x;_1) Rickwdrtskante.
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LEMMA 9.20. Sei G := (V,p) ein gerichteter Graph mit Fluss f von der Quelle s zur
Senke t, sei v € V, und sei

(1’0:5761@1;--‘,6@%:11)

ein Weg. Sei a € R und g : p — R definiert durch g(e;) := f(e;) + a, wenn e; eine
Vorwdartskante ist, g(e;) := f(e;) — a, wenn e; eine Rickwdrtskante ist, und g(z,y) =
f(z,y) fir (x,y) € p\ {e1,...,ex}. Dann gilt fir alle w € V' \ {s,v}, dass in(g,w) =
out(g, w).

Wenn w & {x1,...,x_1}, so gilt in(f, w) = in(g, w) und out(f, w) = out(g,w), da f und
g sich nur in Kanten, deren beide Enden in {z1, ..., 21 }U{s, v} liegen, unterscheiden.
Seinunw = x; mit i € {1,...,k—1}. Wenn ¢; und e; 1 beide Vorwértskanten sind, so gilt
in(g, x;) = in(f, z;) + @ und out(g, z;) = out(f, x;) +a. Wenn e; eine Vorwértskante und
e;+1 eine Riickwartskante ist, so gilt in(g, z;) = in(f, x;) +a—a und out(g, ;) = in(f, z;).
Die anderen beiden Fille argumentiert man dhnlich. U

DEFINITION 9.21. Sei G = (V, p) ein gerichteter Graph mit einer Quelle s und einer
Senke ¢, sei v € V, sei ¢ : p — R, und sei f ein c-beschriinkter Fluss in G von s nach
t. Ein Weg von s nach v ist f-vergrofiernd, wenn fiir alle Vorwértskanten e; gilt, dass
f(ei) < c(e;), und fiir alle Riickwértskanten, dass f(e;) > 0.

SATZ 9.22. Sei f ein Fluss im Graphen G = (V. p) von s nach t. Seic: p — R{. Dann
sind dquivalent:

(1) f ist ein maximaler c-beschrinkter Fluss.
(2) Es gibt keinen f-vergréfernden Weg von s nach t.
(3) Es gibt S, T CV mits e S,t € T,SUT =V,SNT = &, sodass W(f) = ¢(S,T).

Beweis: (1)=(2): Wenn es einen f-vergroffernden Weg mit Kanten ey, ..., e; gibt, so
bestimmen wir

a :=min({c(e;) — f(e;) | e; ist Vorwértskante} U {f(e;) | e; ist Riickwértskante}).

Wir konnen nun f auf allen Vorwértskanten und a erhohen und auf allen Riickwérts-
kanten um a erniedrigen, und erhalten auf diese Art einen c-beschriankten Fluss f* mit

W(f*) = W(f)+ a. Somit ist f nicht maximal.
(2)=(3): Sei
S:={s} U{veV: esgibt einen f-vergrofernden Weg von s nach v}
und 7' := V' \ S. Nach Voraussetzung gilt ¢ € T. Fiir alle v € S und v € T gilt

(u,v) € p = f(u,v) = c(u,v) und (v,u) € p = f(v,u) = 0, da wir sonst einen f-
vergroBernden Weg von s nach v finden kénnten, im Widerspruch zu v € T'. Folglich

A A~

(3)=-(1): Wegen Korollar 9.18 ist ein Fluss, fiir den es eine Partition (S, T") mit W (f) =
¢(S,T) gibt, maximal.
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OJ

SaTz 9.23 (Max Flow — Min Cut Theorem). Sei G = (V, p) ein gerichteter Graph mit
Quelle s und Senke t, und sei Sei c: p— RY. Dann gilt

max{W(f) | f ist c-beschriankter Fluss von s nach t }
=min{¢(S,T) | s€ S, t € T.SUT =V, SNT = o}.

Beweis: Wir begriinden als erstes, warum es einen maximalen Fluss geben muss: Die
Menge aller c-beschriinkten Fliisse ist eine beschrinkte Teilmenge von (Ry)?, die Funk-
tion W, die jeden Fluss f auf seinen Wert abbildet W (f) abbildet, ist stetig. Als stetige
Funktion auf einer kompakten Menge nimmt W ihr Supremum an.

Wenn ¢ : p — Njy, so folgt die Existenz eines maximalen Flusses auch daraus, dass man,
mit dem 0-Fluss fiir f startend, einen f-vergréfSernden Weg von s nach ¢ sucht, und
f entsprechend erhoht. Das fiihrt man solange aus, bis es keinen f-vergréffernden Weg
mehr gibt. Da man in jedem Schritt den Wert des Flusses W ( f) um zumindest 1 erhoht
und wegen Korollar 9.18 W (f) < é({s},T \ {s}) gilt, endet dieses Verfahren; dann gibt
es keinen f-vergréffernden Weg mehr und f ist daher wegen Satz 9.22 maximal.

Sei nun f ein maximaler c-beschréankter Fluss. Dann gibt es wegen Satz Satz 9.22 eine
Partition {S, 7} von V mit s € S, t € T mit W(f) = ¢(S,T). Da nach Korollar 9.18
W(f) < ¢S, T") fir jede weitere Partition {S’,7"} von V gilt, ist W (f) gleich dem
behaupteten Minimum. O

5. Kiirzeste Wege in gerichteten Graphen

Sei G = (V, p) ein gerichteter Graph und sei ¢ : p — R eine Funktion; wir bezeichnen
c als Kostenfunktion. Seien u,v € V. Als Weg von u nach v bezeichnen wir jetzt eine
Folge w = (wy, ..., wy) von Knoten mit k € Ny, u = wy, v = wy, und w; # w; fiir alle
i,7 € {0,...,k} mit i # j. Die Kosten des Wegs sind definiert durch

k

d(w) = Z c(w;_1,w;),

i=1
wenn alle (w;_1,w;) € p sind, und durch é(wy,...,wy) = oo sonst. Ein Weg ist c-
minimal von u nach v, wenn fiir alle Wege w’ = (wy, ..., w;,) in G von u nach v gilt,
dass ¢(w) < é(w’'). Fir w = (wy, ..., w) und v € V' \ {wy, ..., wx} bezeichnen wir mit
[w, v] den verlangerten Weg (wo, . . ., wg, v).

Wir wéhlen nun einen Startknoten s und suchen einen c-minimalen Weg von s zu einem
anderen Knoten v. Sei S eine Teilmenge von V' mit s € S, und sei K eine Funktion, die
jedem v € V einen Weg K (v) von s nach v zuordnet. Die Funktion K ist S-optimal,
wenn folgendes gilt:

Fiir jedes v € S ist der Weg K (v) ein c-minimaler Weg von s nach v, (9.4)
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und

fiir jedes v € V'\ S hat K (v) minimale Kosten unter all jenen Wegen
von s nach v, deren Knoten alle in S U {v} liegen. (9.5)

Fiir S = {s} wihlen wir K(s) := (s) und K(v) = (s,v) fiir alle v € V'\ S. Dann ist K
offensichtlich S-optimal.

SATZ 9.24 (E. W. Dijkstra? 1956). Sei Sei G = (V, p) ein gerichteter Graph, seic: p —
R$ eine Kostenfunktion, sei S CV mit s € S, und sei K eine S-optimale Funktion.
Seiw € V\ S so, dass

¢(K(w)) = min{¢(K(w")) |w' € V'\ S}. (9.6)
Wir definieren nun S’ :== S U {w} und
K'(v) = K() firved,
K'(v) := ein Weg minimaler Kosten unter den beiden

Wegen K(v) und [K(w),v] firveV\ S

Dann ist K’ eine S’-optimale Funktion.

Beweis: Wir zeigen als erstes, dass fiir alle v € S” der Weg K’(v) ein c-minimaler Weg
von s nach v ist. Fiir v € S"\{w} gilt v € S und K (v) = K'(v), also folgt die Eigenschaft
aus der S-Optimalitédt von K.

Fiir v = w wéahlen wir einen Weg I von s nach w und zeigen ¢(1) < ¢(K'(w)). Sei x der
erste Knoten auf I, der nicht in S liegt, und sei I, das Anfangsstiick von [, das s mit
x verbindet. Dann gilt ¢(1) > ¢é(1,). Da [, ein Weg ist, dessen Knoten alle in S U {z}
liegen, und da K S-optimal ist, gilt wegen (9.5) ¢(1,) > ¢(K(x)). Wegen (9.6) gilt dann
auch ¢(K(z)) > ¢(K(w)). Da K(w) = K'(w), erhalten wir insgesamt ¢(1) > ¢(K'(w)).
Damit haben wir gezeigt, dass K’ die Eigenschaft (9.4) der S’-Optimalitét erfiillt.
Nun zeigen wir, dass dass K’ die Eigenschaft (9.5) der S’-Optimalitét erfiillt. Sei dazu
v € V\ S und sei I ein Weg von s nach v, dessen Knoten alle in S’ U {v} = SU {v,w}
liegen. Wir zeigen ¢(1) > ¢(K'(v)). Sei dazu u der vorletzte Knoten in I, und sei I, der
Weg [ ohne den letzten Knoten v. Dann gilt ¢(1) = ¢(1,) + c(u, v).

Falls u = w, so ist I, ein Weg von s nach w. Da K’'(w) = K (w) minimal unter allen We-
gen von s nach w ist (wegen der bereits bewiesenen ersten S’-Optimalititseigenschaft),
gilt ¢(L,) > ¢(K'(w)). Also gilt ¢(1) = é([L, v]) = ¢(l,) + c(u,v) > ¢(K'(w)) + c(u,v) =
¢([K'(w),v]) = é([K(w), v]). Nun ist [K(w),v] einer der beiden Wege, die bei der Wahl
von K'(v) zur Auswahl standen. Folglich gilt ¢([K (w),v]) > ¢(K'(v)).

Wir betrachten nun den Fall v # w. Dann ist [, ein Weg von s nach u. Da u € S, gilt da-
her wegen der S-Optimalitiat von K, dass ¢(1,) > ¢(K (u)) und somit ¢(1) > ¢([K (u), v]).
Da [K(u),v] ein Weg in S U {v} ist, gilt wegen der zweiten S-Optimalitéitseigenschaft

2Edsger Wybe Dijkstra, 1930-2002
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(9.5) von K, dass ¢([K (u),v]) > ¢(K(v)). Da K(v) einer der beiden Wege ist, die bei
der Bildung von K'(v) zur Auswahl standen, gilt ¢(K(v)) > ¢(K'(v)).

Somit erfiillt K’ auch die zweite S’-Optimalitiatseigenschaft. O

Dieser Satz belegt, dass nach der Ausfithrung des folgenden Algorithmus fiir jedes v € V'
K (v) ein c-minimaler Weg von s nach v ist.

AvrcoriTHMUS 9.25 (Dijkstra-Algorithmus).

Eingabe: Ein gerichteter Graph G = (V,p), ein Startknoten s € V' eine Funktion
c:p—RY.

Ausgabe: Eine Funktion K : V. — V* = [,y V", die jedem v € V eine Folge K (v)
von Knoten zuordnet.

Ausgabebedingung: Fiir jedes v € V ist K(v) ein c-minimaler Weg von s nach v.

1: S+ {S}

2: K(s) < (s)

3: K(v) « (s,v) firv e V\ {s}

4: while S #V do

5: Wiihle w € V'\ 5, sodass ¢(K (w)) minimal ist.

6: forve V\ (Su{w}) do

7 L K (v) < kiirzerer der beiden Wege K (v) und [K(w),v], bzw. irgendeiner
dieser beiden Wege, wenn K (v) und [K(w), v] gleiche Kosten haben.

8: S+ SuU{w}.

9: return K.

UBUNGSAUFGABEN 9.26.

(1) Sei G der gerichtete Graph mit den Knoten {vj,vs,v3,v4} und den 12 Kanten
(vi,v5) mit ¢ # j. Die Kante viv2 hat die Kosten 1 -2 = 2; allgemein hat fiir alle
i,j € {1,2,3,4} die Kante (v;,v;) die Kosten i - j. Bestimmen Sie mit dem Dijkstra-
Algorithmus einen Weg minimaler Kosten von v4 zu jedem anderen Knoten.

Mehr zur Graphentheorie findet man z.B. in [Big89, Mas06].
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