Diskrete Mathematik (Wintersemester 2017/18)
531.104, 531.105
5. Ubungsblatt fiir den 16.11.2017 und 20.11.2017

Wir untersuchen in den ersten beiden Beispielen die auf Peano zuriickgehende De-
finition der Addition: Fiir jedes m € Ny definieren wir eine Funktion

anm - Ng — Ny rekursiv durch a,,(0) := m und

am(27) = (am())". (1)
Darauf aufbauend definieren wir z + vy := a,(y) fir x,y € Ny.

32. Wir beniitzen diese rekursive Definition, um 0™ + 0"+ zu berechnen. Da-
bei sparen wir Klammern, indem wir etwa fir ((z%)")" einfacher zt+
schreiben. Vervollstandigen Sie dazu die folgende Berechnung und die an-
gefithrten Begriindungen!

O++ + O+++

ag++ (07 F) wegen Definition von o +y mit z = 07+ und y = 07+
= (a0++(0++)>+ wegen Gleichung (1) mit m =0T, oz =___
= (a0++(0+))Jr+ wegen Gleichung (1) mit m = , T =
+++ :
(ag+( ) wegen mit m = L T=_
(0 )+t wegen
0— .

Welche Addition haben wir dadurch ausgerechnet?

33. Wir beweisen nun die Assoziativitit der Addition, also dass fiir alle x, y, z €
Ny gilt, dass (z +y) + z = x + (y + 2). Wir zeigen dazu, dass die Menge

S={zeNy|VeeNVyeNy: (z+y)+z=a+(y+2)}

die Eigenschaften

(I) 0 € S und
(II) VzeNy: zeS=2"€ 8

erfullt.



(a) Verwenden Sie die Definition der Addition, um (z+y)+0 und z+(y+0)

zu berechnen, und schliefen Sie daraus 0 € S.

(b) Zeigen Sie Vz € Ny : z € S = 2zt € S in folgender Weise: Sei z € Ny.
Wir nehmen an, dass z € S gilt. Das bedeutet, dass

V. A\

Wir wollen zeigen, dass 2zt € S gilt. Dazu ist zu zeigen, dass

A V. : (2)

Um__ zu beweisen, fixieren wir z,y € Nj.
Wegen gilt dann

@+y)+ )= (z+y) +2)"

Daze S, gilt (t+y)+2z=_—— und somit ((m+y)+z)+:

. Nun verwenden wir die Definition von + und erhalten

- = (ax(y + z))+ = (ax(ay(z)))Jr.

Wegen der Definition von a, und a, gilt

(aa(ay(2)))" = =

Wir ersetzen a,(v) wieder durch u + v und erhalten insgesamt, dass

(z+y)+(2F) =

Somitgilt € §.

Da die Menge S die Eigenschaften und
erfiillt, giltalsoS=___  So-

mit gilt fiir alle x,y, 2 € Ny, dass

In den folgenden Beispielen gehen wir wieder davon aus, dass wir die Grundrech-

nungsarten und ihre Eigenschaften kennen.



34. Fiir n € Ny ist n! definiert durch 0! =1 und (n+ 1)! =n!- (n + 1) fiir alle
n € Np. Vervollstindigen Sie den folgenden Induktionsbeweis dafiir, dass
fiir alle n € N gilt, dass n! > 271,

Wir beweisen durch vollsténdige Induktion, dass
VYneN :n!l>2nt

gilt. Sei A(n) die Aussageform n! > 271,

Induktionsanfang: Wir zeigen A(1):

Induktionsschritt: Wir zeigen
VneN: An) = A(n+1).
Sei dazu n € N. Wir nehmen nun an, dass A(n) gilt, also dass

n! > on L

Das ist die Induktionsannahme. Die Induktionsbehauptung ist, dass A(n+1)
gilt, also dass
(n+1)! >

Um die Induktionsbehauptung zu zeigen, berechnen wir
(n+1)!=nl-(n+1).

Wegen gilt

nl-(n+1)>

Es gilt daher insgesamt >onlip+1)>_ 2>
Folglich gilt die Induktionsbehauptung.

Somit ist der Induktionsbeweis gelungen; es gilt also

35. Sei € R mit x > —1. Zeigen Sie durch vollsténdige Induktion, dass fiir
alle n € Ny gilt, dass (1 + z)" > 1 + nx. Gehen Sie dazu so vor:
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(a) Geben Sie eine Aussageform A(n) an, sodass die zu beweisende Aus-
sage die Form Vn € Ny : A(n) hat.

(b) Strukturieren Sie Ihren Induktionsbeweis genauso wie den Beweis aus
Beispiel 34.

(c) An einer Stelle miissen Sie verwenden, dass 1+ nx +x +nz? > 1 +

(n+ 1)z gilt. Warum gilt das?

36. Zeigen Sie durch vollstéindige Induktion, dass fiir alle n € N gilt, dass

n

> (2i—1) =n.

i=1
37. Seien a,b € Z mit a # b. Zeigen Sie
YneNdgeZ :a"—0"=q-(a—0b)
durch vollstédndige Induktion.

(a) Geben Sie dazu zuerst eine Aussageform A(n) an, fir die Sie Vn € N :

A(n) beweisen wollen!

(b) Beniitzen Sie den Hinweis
a"t =" = a(a” —b") +b"(a - b).

Die hier bewiesene Aussage sagt also, dass es ein ¢(2) mit a? — b* = ¢(2) -
(a —b), ein ¢(3) mit a® —b> = ¢(3) - (a —b), ...gibt. Kénnen Sie aus Ihrem
Induktionsbeweis eine Rekursion fiir g(n) gewinnen, also eine Aussage der
Form fiir alle n € N gilt ¢(n + 1) = F(¢(n),a,b,n)“?

In den folgenden beiden Beispielen beweisen wir einige grundlegende Eigenschaf-
ten der Teilbarkeitsrelation. Zeigen Sie in den folgenden Beispielen jeweils, dass

die angefiihrte Implikation fiir alle x,y, z € Z gilt.

38. (a) (x|yundz|2)=z|(y+2).
(b) z|y= x| zy.

(¢) (x|yundy|z)=z|=z.



39. (a) (z|yundy|x)= (r =y oder x = —y).
(b) (z|yund z|zund z |y und z #0) = £ | L.

(c) z|y= zz| 2y.



