Teil 3

Funktionen und Relationen



KAPITEL 5

Funktionen

1. Relationen

DEFINITION 5.1. Seien A, B Mengen. Jede Teilmenge von A x B heifit auch
Relation von A nach B.

Beispiele:

e Sei A := {Wien, Niederosterreich, Oberosterreich, Salzburg, Tirol,
Vorarlberg, Burgenland, Steiermark, Kérnten} die Menge der neun oster-
reichischen Bundeslidnder, und sei B := {Donau, Inn, Traun}. Wir defi-
nieren eine Relation R durch

R :={(a,b) € A x B|a besitzt einen Teil des Ufers von b}.

Wir erhalten R = {(Wien, Donau), (Niederosterreich, Donau),
(Oberdsterreich, Donau), (Tirol, Inn), (Oberésterreich, Inn),
(Steiermark, Traun), (Oberosterreich, Traun)}.

e Fiir (a,b) € R schreiben wir auch a Rb. Sei nun A := R und B := Z.
Wir definieren eine Relation p durch

apb:=acbb+1]

fir a € A, b € B. Dann gilt zum Beispiel (7,3) € p, (v/2,1) € p. Es gilt
also p={(r,n) e RxN|n<r<n+1}.
e Sei nun A := N und B := N. Wir definieren eine Relation K durch

(a,b) e K:=3JceNy:a+c=b

fir a € A, b € B. Wir sehen, dass K = {(z,y) € Nx N|z < y}. K ist
also die , kleiner-gleich“-Relation.
e Nun definieren wir eine Relation =5 von Z nach Z durch

a=5b:<dceZ:5-c=b—a.
Es gilt also

=5 = {(a,b) € Z X Z|b— a ist Vielfaches von 5}.
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2. Funktionen

DEFINITION 5.2. Seien A, B Mengen, und sei R eine Relation von A nach B. R

ist eine funktionale Relation von A nach B, wenn es fiir alle a € A genau ein
b € B gibt, sodass (a,b) € R.

Beispiele: Seien A := {1,2,3}, B :={a,b,c}, R:={(1,a),(2,¢),(3,¢)}. Dann ist
R eine funktionale Relation von A nach B.

Sei A := R, B := R, f := {(r,sin(r))|r € R}. Dann ist f eine funktionale
Relation von R nach R.

Sei A =R, B := R, g := {(sin(r),r)|r € R}. Dann ist g keine funktionale
Relation von R nach R, da es kein y € R gibt, sodass (—2,y) € R.

Sei A :=[-1,1], B:=R, h:={(sin(r),r) | r € R}. Dann ist h keine funktionale
Relation von A nach R, da (0,0) € h und (0,7) € h. Somit gibt es fir a := 0
mehr als ein b € R, sodass (a,b) € h.

DEFINITION 5.3. Seien A, B Mengen, und sei f eine funktionale Relation von A
nach B. Fiir a € A bezeichnen wir mit f(a) dann jenes b € B, fiir das (a,b) € f.

Funktionale Relationen von A nach B bezeichnen wir auch einfach als Funktionen
von A nach B. Funktionen kann man auf verschiedene Arten angeben. Wir be-
trachten einige gebréuchliche Varianten fiir die Quadratfunktion ¢ auf den ganzen
Zahlen.

(1) Direkt als Menge: ¢ := {(z,z?) |z € Z}. Die Menge kann natiirlich auch
anders angegeben werden, zum Beispiel durch ¢ := {(z,y) € Z X Z|y =
22}

(2) Durch eine Zuordnungsvorschrift:

q @ L — 7
r — 2

Man liest das als ,,q ist eine Funktion von Z nach Z, die jedes x aus Z
auf 22 abbildet”.

(3) Durch Angabe des Funktionswerts, also etwa so: q : Z — Z, q(2) := z
fir z € Z. (Lies: ,,q ist eine Funktion von Z nach Z, und ¢(z) ist gleich
22 fiir alle z € Z.9)

2

Egal, welche der drei Varianten man wéhlt: ¢ ist dadurch jedesmal als die gleiche
Teilmenge von Z x Z definiert. Die Schreibweise f : A — B bedeutet f ist
eine Funktion von A nach B, also einfach f ist eine funktionale Relation von A
nach B.

UBUNGSAUFGABEN 5.4.
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(1) Welche der folgenden Relationen sind Funktionen von N nach R? Begriinden Sie Ihre Antwort, und
geben Sie jene Relationen, die Funktionen sind, auch in der Form

N —- R
Tz

an.

(a) f:{(:cg,x)|xeR}ﬂ(N><R).
() 9={((z - V(@ —2), z)|z € R} N (N x ).
(¢) h={(a,b) eNxR|b= 2}

DEFINITION 5.5 (Einschrankung). Seien A, B Mengen, sei T" eine Teilmenge von
A, und sei f eine Funktion von A nach B. Mit f|r bezeichnen wir die Funktion,

die durch
f . T — B
t— f(t)
gegeben ist. Sie heifit Einschrdinkung von f auf T.

Es gilt also f|lr ={(z,y) € flz €T} = fNn(T x B).

DEFINITION 5.6. Seien A, B Mengen. Mit B4 bezeichnet man die Menge aller
Funktionen von A nach B. Genauer:

BA ={fecPAxB)|f:A— B}.

SATZ 5.7. Seien n,m € N, und sei A ={1,...,m}, B :={1,...,n}. Dann hat
B4 genau n™ FElemente.

Beweisskizze: Um zu zéhlen, wieviele Funktionen f von {1,... ,m} nach {1,...,n}
es gibt, beobachten wir, dass wir n Moglichkeiten fiir f(1), n Moglichkeiten fiir
f(2), ..., und n Moglichkeiten fiir f(m) haben. Insgesamt gibt es also " Funk-
tionen. U

3. Definitions- und Wertebereich

DEFINITION 5.8. Seien A, B Mengen, und sei f eine Funktion von A nach B.
Dann heifit A auch der Definitionsbereich von f. Der Wertebereich von f ist die
Menge {f(a)|a € A}.

Den Wertebereich von f bezeichnet man auch als Bildbereich von f. Der Wer-
tebereich einer Funktion von A nach B enthilt also jene Elemente in B, die
tatséchlich als Funktionswert auftreten. Er muss nicht gleich der ganzen Menge
B sein. Wenn f eine Funktion von A nach B ist, so bezeichnen wir B auch als
einen Wertevorrat oder eine Zielmenge von f.

DEFINITION 5.9. Seien A, B Mengen, und sei f eine Funktion von A nach B. Sei
T C A. Dann bezeichnen wir mit f[7'] die Bildmenge von T' unter f, die wir mit

[N ={f@)[teT}

definieren.
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Wenn keine Verwechslungen moglich sind, so schreibt man auch f(7') anstelle
von f[T']. Fiir die Sinusfunktion sin von R nach R ist der Wertebereich also das

Intervall [—1,1]. AuBerdem gilt sin[{n - § |n € N}] = {—1, —?,0, @, 1}.

SATZ 5.10. Seien A, B Mengen, und sei f eine Funktion von A nach B. Seien
C,D C A. Dann gilt

(1) f(CUD)=f(C)Uf(D),
(2) fF(CND)C f(C)N f(D).

UBUNGSAUFGABEN 5.11.

(1) Beweisen Sie Satz 5.10.
(2) Finden Sie ein Beispiel, fiir das f(C N D) # f(C) N f(D) ist.

DEFINITION 5.12. Seien A, B Mengen, und sei f eine Funktion von A nach B.
(1) Die Funktion f ist injektiv, wenn

Ve,ye A fo) = fly) = 2=y
gilt.
(2) Die Funktion f ist surjektiv auf B, wenn es fiir alle b € B ein a € A gibt,
sodass f(a) = b.
(3) Die Funktion f ist bijektiv von A nach B, wenn sie injektiv und surjektiv
auf B ist.

Die Funktion f ist also injektiv, wenn es kein z,y € A mit z # y und f(x) =
f(y) gibt. Wenn fiir eine Funktion f : A — B klar ist, welches B gemeint ist,
sagt man oft einfach ,, f ist surjektiv* anstelle von ,, f ist surjektiv auf B“. Im
folgenden arbeiten wir darauf hin, die Wirkung einer Funktion wieder riickgéngig
zu machen, also, wenn moglich, aus dem Bild f(z) einer Funktion das Argument
x zu rekonstruieren.

SATZ 5.13. Seien A, B Mengen, und sei f eine Funktion von A nach B. Sei
g:={(b,a) € Bx A|(a,b) € f}.
Dann sind dquivalent:

(1) g ist eine Funktion von B nach A.
(2) f ist eine bijektive Funktion von A nach B.

Beweis: (2)=(1): Sei b € B. Wir zeigen, dass es genau ein a € A gibt, sodass
(b,a) € g. Da f bijektiv ist, gibt es ein a € A mit f(a) = b, also mit (a,b) € f.
Dann gilt (b,a) € g, und wir haben ein geeignetes a € A gefunden. Wir zeigen
nun, dass es hochstens ein a € A mit (b,a) € g gibt. Seien aj,as € A so, dass
(b,ay) € g und (b, az) € g. Dann gilt (a1,b) € f und (ag,b) € f, also b= f(a1) =
f(ag). Da f injektiv ist, gilt a; = as. (1)=(2): Wir zeigen als erstes, dass f
injektiv ist. Seien aj,as € A mit f(a1) = f(aq). Also gilt (a1, f(a1)) € f und
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(az, f(az)) € f, und somit (f(a1),a;) € g und (f(az),as2) € g. Da g eine Funktion
ist, muss wegen f(a;) = f(ay) also auch a; = as gelten. Somit ist f injektiv. Wir
zeigen nun, dass f surjektiv ist. Sei dazu b € B. Da g eine Funktion ist, gibt es
ein a € A mit (b,a) € g. Somit gilt (a,b) € f, und folglich f(a) = b. Also liegt b
im Wertebereich von f. Somit ist f surjektiv. U

DEFINITION 5.14. Seien A, B Mengen, und sei f eine bijektive Funktion von A
nach B. Die Funktion g : B — A mit g = {(b,a) € B x A| f(a) = b} heifit die zu
f inverse Funktion oder Umkehrfunktion von f, und wird mit f~! abgekiirzt.

Die gleiche Schreibweise, f~!, verwendet man auch fiir etwas anderes:

DEFINITION 5.15. Seien A, B Mengen, und sei f eine Funktion von A nach B. Sei
D C B. Dann bezeichnet man mit f~![D] (oder f~(D)) die Menge, die durch
f7 D)= {a € A| f(a) € D}

gegeben ist, und man nennt f~1[D] das Urbild von D unter f.

4. Familien und Folgen

Wir kénnen es bestimmt nicht besser formulieren als P. Halmos [Hal76, S. 48].

Gelegentlich wird der Wertebereich einer Funktion fiir wichtiger
gehalten als die Funktion selbst. In einem solchen Falle werden
Terminologie und Notation stark verdndert. Sei zum Beispiel x
eine Funktion von einer Menge I in eine Menge X. [...] Wir
wollen jetzt ein Element des Definitionsbereiches I einen In-
dex und I selbst die Indexmenge nennen; der Wertebereich der
Funktion x soll indizierte Menge und die Funktion selbst Fami-
lie heiBen; der Wert der Funktion an einer Stelle i, Term der
Familie genannt, wird (anstelle von x(i)) nun x; geschrieben.

DEFINITION 5.16. Seien I, X Mengen, und sei x eine Funktion von I nach X.
Wir schreiben z; fiir (7). Wir definieren nun (z; | € I) durch

(x|t €eI):={(i,x;)|i €I}
Es gilt also x = (x; |i € I).

Fiir (x;|i € I) schreibt man auch (z;);c;. Wenn f eine Funktion von A nach B,
und C' eine Teilmenge von A ist, schreibt man

(f(c)]ee C) oder (f(c))eec
fiir die Menge {(c, f(c))|c € C}.

DEFINITION 5.17. Sei A eine Menge, sei n € N, und seien aq,...,a, € A. Mit
dem n-Tupel (a1, ...,a,) meinen wir die Familie (a; |7 € {1,...,n}).
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Ein n-Tupel (a4, ...,a,) sehen wir also als eine mit der Indexmenge {1,...,n}
indizierte Familie an. Das n-Tupel (ay, .. ., a,) schreiben wir auch als (aq, . .., a,);
dass jetzt (a, b) zwei verschiedene (aber in der Praxis sehr dhnliche) Bedeutungen
haben kann, stort meist nicht.

DEFINITION 5.18. Sei A eine Menge, und sei n € N. Mit A" bezeichnen wir die
Menge aller n-Tupel aus A, also

A" = {ay,...,an) | ay,...;an € Ay ={f|f:{1,...,n} = A}.
DEFINITION 5.19. Sei (X;);c; eine mit [ indizierte Familie von Mengen. Dann ist

[[Xi={a:T-|J{xiliel} | Viel:z()e X}
icl
= {(x)ier | (z;)ies ist eine Familie mit Vi € I : z; € X, }.

Wenn alle X; die gleiche Menge X sind, erhdlt man [[,., X; = X I Die Menge
der reellen Zahlenfolgen ist also zum Beispiel genau die Menge RN,

Jetzt konnen wir noch ein Axiom der Mengenlehre angeben, das nicht aus den anderen
Axiomen der Mengenlehre folgt. Es hat so iiberraschende Konsequenzen, dass man seine
Verwendung, im Unterschied zur Verwendung der anderen Axiome der Mengenlehre,
manchmal explizit macht, und etwa schreibt: ,unter Verwendung des Auswahlaxioms
gilt«.

AxioM 5.20 (Auswahlaxiom). Sei I eine Menge, und sei (X;)icr eine Familie von

Mengen. Wir nehmen an, dass fir alle i € 1 die Menge X; nicht leer ist. Dann ist auch
[Lic; Xi nicht leer.

In einer anderen Formulierung:

Sei (X;);er eine Familie von nichtleeren Mengen. Dann gibt es eine
Funktion f mit Definitionsbereich I, sodass fiir alle ¢ € I : f(i) € X;
gilt.

Ein solches f heifit auch Auswahlfunktion; daher der Name Auswahlaxiom.

Im Jahr 1937 zeigte K. Godel': wenn die iiblichen Axiome der Mengenlehre wider-
spruchsfrei sind, so sind auch die Axiome zusammen mit dem Auswahlaxiom wider-
spruchsfrei. Das Auswahlaxiom bringt also keine ,neuen“ Widerspriiche. Im Jahr 1963
zeigte P. Cohen?, dass man auch das Gegenteil des Auswahlaxioms, also die Existenz
einer Familie nichtleerer Mengen, fiir die es keine Auswahlfunktion gibt, annehmen
kann, ohne dadurch neue Widerspriiche zu erhalten. Wenn also die iiblichen Axiome
der Mengenlehre widerspruchsfrei sind, so sind auch die Axiome zusammen mit der
Negation des Auswahlaxioms widerspruchsfrei. Das Auswahlaxiom ist also unabhéingig
von den anderen Axiomen der Mengenlehre; seine Wahrheit wird von den anderen Axio-
men nicht bestimmt. Legt man nur die iiblichen Axiome der Mengenlehre zu Grunde,

IKurt Godel, 1906-1978
2Paul Cohen, 1934-2007
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liegt das Auswahlaxiom also im ,gesetzlich nicht geregelten Raum®. Wir werden das
Auswahlaxiom als giiltig voraussetzen.

UBUNGSAUFGABEN 5.21.

(1) (Funktionen) Fiir eine Funktion f : X — Y und A C X schreiben wir f[A] fir {f(a)|a € X}. Fir
welche Funktionen gilt, dass fiir alle Teilmengen A, B von X die Menge f[A N B] gleich f[A] N f[B]
ist?

5. Hintereinanderausfiihrung von Funktionen

DEFINITION 5.22. Seien A, B, C' Mengen, sei f eine Funktion von A nach B, und
sei g eine Funktion von B nach C. Wir definieren g o f durch

gof : A — C
a +— g(f(a)).

Die Funktion g o f heifit die Hintereinanderausfiihrung oder funktionale Kompo-
sition von f und g. Man spricht ,,g nach f“ fiir g o f.

SATZ 5.23 (Assoziativitidt der Hintereinanderausfithrung). Seien A, B,C, D Men-
gen, und sei f : A— B,g: B— C,h:C — D. Dann gilt (hog)o f =ho(gof).

Beweis: Zwei Funktionen oo und S sind genau dann gleich, wenn sie den gleichen
Definitionsbereich haben, und fiir alle z aus dem Definitionsbereich gilt, dass
a(x) = f(z). Sei also x € A. Dann gilt (hog)o f)(z) = (hog)(f(z)) =
h(g(f(x)) = h((ge f)(x)) = (ho(fog))(z). O

SATZ 5.24 (Hintereinanderausfithrung und inverse Funktion). Seien A, B Men-
gen, sei f eine bijektive Funktion von A nach B, und sei f=' = {(b,a) €
B x Al(a,b) € f} die zu f inverse Funktion. Dann gilt f~' o f = ids und
fofl=idg.

Beweis: Sei a € A. Dann gilt (a, f(a)) € f, und somit (f (a),a ~1 Also
gilt f7'(f(a)) = a. Sei nun b € B, und sei a € A so, dass f(a) = ann gilt
(a,b) € f und somit (b,a) € f~1. Also gilt b= f(a) = f(f71(b)). O

SATZ 5.25. Seien A, B,C' Mengen, sei f eine Funktion von A nach B, und sei g
eine Funktion von B nach C.

(1) Wenn go f surjektiv auf C' ist, so ist auch g surjektiv auf C.
(2) Wenn go f injektiv ist, so ist auch f injektiv.

Beweis: (1) Sei ¢ € C. Da g o f surjektiv ist, gibt es a € A, sodass g(f(a)) = c.
Dann belegt b := f(a), dass es ein b € B gibt, sodass g(b) = ¢. Somit ist g
surjektiv. (2) Seien ay,ay € A so, dass f(a;) = f(az). Dann gilt auch g(f(a1)) =
g(f(ag)). Da g o f injektiv ist, erhalten wir a; = a. Somit ist f injektiv. O
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UBUNGSAUFGABEN 5.26.

(1) Finden Sie Mengen A, B,C, eine Funktion f : A — B und eine Funktion g : B — C, sodass g
surjektiv und g o f nicht surjektiv ist.

(2) Finden Sie Mengen A,B,C und f: A — B, g: B — C, sodass f injektiv und g o f nicht injektiv
ist.

(3) Finden Sie Mengen A, B,C und f: A — B, g: B — C, sodass g o f surjektiv und f nicht surjektiv
ist.

(4) Finden Sie Mengen A, B,C und f: A — B, g: B — C, sodass go f injektiv und g nicht injektiv ist.

Mit id4 bezeichnen wir die Funktion von A nach A mit id4(z) = « fur alle x € A.

SATZ 5.27. Seien A, B Mengen, sei [ eine Funktion von A nach B, und seien l,r
Funktionen von B nach A. Wenn lo f =id4 und f or = idg, so ist [ bijektiv,
und es gilt | =r = f~L.

Beweis: Nach Satz 5.25 ist f bijektiv. Es gilt also [ = loidg = lo (fo f7!) =
(lof)oft=idaoft=ftundr=idsor=(f"of)or=f"lo(for)=
f_lOidB — f—l. O

SATZ 5.28. Seien A, B,C' Mengen, sei f eine bijektive Funktion von A nach B,
und sei g eine bijektive Funktion von B nach C. Dann ist g o f eine bijektive
Funktion von A nach C, und es gilt (go f)™' = flog L

Beweis Fs gilt (g0 f)o(f~og™") = go((fo f)og™) = go(idpog™) = gog™ =
ide und (ftog™t)o(gof) = (fto(g  og))of = (ftoidp)of = fTlof =ida.
Somit gilt wegen Satz 5.27, dass f~tog™! = (go f)L. O

6. Permutationen und Signatur

Fiir n € N kiirzen wir in diesem Abschnitt die Menge {1,2,...,n} mit n ab.

DEFINITION 5.29. Eine Permutation von n ist eine bijektive Abbildung von n
nach n.

Wir verwenden fiir Permutationen verschiedene Schreibweisen: Seien aq, ..., a,
paarweise verschiedene Elemente aus n. Mit

1 2 ... n
ay as ... Qap
kiirzen wir die Funktion f mit f(i) = a; fiir i € n ab.

Bestimmte Permutationen bezeichnet man als Zyklen. Seien k € N und 44, ...,
paarweise verschiedene Elemente aus n. Dann ist f := (i1 iy ... i) die Abbildung
mit f(i,) = 41 fir v € {1,...,k =1}, f(ix) = iy und f(j) = j fur j € n\
{i1,49,...,ix}. Diese Abbildung ist ein Zyklus der Linge k. Ein Zweierzyklus,
also ein Zyklus der Lange 2, heifit auch Transposition.
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Die Operation o ist die Hintereinanderausfithrung von Permutationen: es gilt
etwa (12)o(13) = (132). Manchmal lassen wir das Zeichen o weg und schreiben
(12)(13) = (132). Mit S,, bezeichnen wir die Menge aller Permutationen von n.

DEFINITION 5.30. Sei n € N und f € S,,. Mit F(f) bezeichnen wir die Menge
der Fehlstellen von f, und definieren sie als

F(f)=A{@j) €enxn | i<jund f(@) > f(j)}
Die Signatur von f ist definiert durch
sn(f) = (1),

SATZ 5.31 (Multiplikativitat der Signatur). Seien n € N und f,g € S,. Dann
qgilt
sgn(f o g) = sgn(f) - sgn(g).

Beweis: Seien die Mengen B, C, D definiert durch

B = {(i,j) enxn|i<jundg(i) <g(j) und f(g(i)) > f(9(s))},
C = {(i,j) enxn|i<jundg(i)>g(j) und f(g(i)) < f(9(i))},
D = {(i,j) enxn|i<jundg()>g(j) und f(g(z)) > f(9(5)}

Es gilt F(fog) = BUD und F(g) = C UD. Wir bestimmen nun F(f) und
definieren dazu I und J durch
I = {(90).90)) | (i-j) € B,
J o= {90),9(®) | (,5) € C}.
Wir zeigen als Néchstes:
(5.1) F(f)=TU.J.
C: Sei (i,7) € F(f). Seien a,b € n so, dass g(a) =i und g(b) = j.

1.Fall: a < b: Dann gilt a < b, wegen i < j auch g(a) < g¢(b), und wegen
(i,4) € F(f) auch f(i) > f(j), also f(g(a)) > f(g(b)). Folglich gilt (a,b) € B,
und somit (7,5) = (g(a), g(b)) € 1.

2. Fall: @ > b: Dann gilt b < a, wegen ¢ < j auch g(b) > g(a), und da (4, j)
eine Fehlstelle ist, auch f(g(b)) < f(g(a)). Somit gilt (b,a) € C' und damit
(,5) = (g(a), g(b)) € J.

DO: Sei (i,7) € TUJ.

1. Fall: (i,j) € I: Dann gibt es (a,b) € B, sodass g(a) =i und ¢g(b) = j. Wegen
(a,b) € B gilt g(a) < g(b) und f(g(a)) > f(g(b)). Somit gilt (g(a),g(b)) € F(f),
also (i,7) € F(f).

2. Fall: (i,7) € J: Dann gibt es (a,b) € C' mit ) und j = g(a). Wegen

i =g(b
(a,b) € C gilt g(a) > g(b) und f(g(a)) < f(g(b)). Dann ist (g(b),g(a)) eine
Fehlstelle von f, also gilt (i,7) € F(f).

Das beweist (5.1).
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Es gilt I NJ = @: Sei (a,b) € I NJ. Dann gibt es wegen (a,b) € [ ein Paar
(41,71) € B mit (a,b) = (g(i1), 9(j1)), und wegen (a,b) € J ein Paar (iz,j2) € C
mit (a,b) = (g(ja2), g(i2). Wegen der Injektivitat von ¢ gilt iy = jo und j; = 4.
Da iy < j1, gilt jo < i, im Widerspruch zu (is, jo) € C.

Also gilt |F(f)| = |I| 4 |J|. Die Injektivitdt von g liefert |B| = |I]| und |C| = |J|.
Folglich gilt

[F(f)] =Bl +1C].
Somit gilt

SATZ 5.32. Fir allei,j € n miti # j gilt sgn((ij)) = —1.

Beweis: Fiir den Fall, dass i = 1 und j = 2 bestimmen wir
sgn((12)) = (=DFED = ()t = 1.

Selen nun i,j € n mit ¢ # j, sei 7 := (ij), und sei f eine Permutation mit
f(1) =7 und f(2) = j. Dann gilt

(ij)=fo(12)o f".
Sei dazu z € n. Wenn z ¢ {i,j}, so gilt f~!(x) & {1,2}, und somit 7(f~*(z)) =

f~Yx), also f(r(f~1(x))) = z. Ausserdem gilt fo(12)of~!(i) = jund fo(12)o
f71(j) = i. Also gilt wegen Satz 5.31

sen((i j)) = sen(f)? - sgn((12)) = —1.

SATZ 5.33. Seim € N, a,b € Ny, i,j € m, und sei g € S,,.

(1) o ist ein Produkt von endlich vielen Transpositionen. (Das Produkt von
0 Transpositionen definieren wir dabei als id.)

(2) Fiir alle Transpositionen py, ..., pq und Ty, ..., Ty mit 0 = p1o---0p, =
T 0---0Ty teilt 2 die Differenz a — b.
(3) Firn € N und paarweise verschiedene iy, ... i, € {1,...,m} gilt

sgn((iy dg ... iy)) = (=1)"T,
Beweis: (1) Sei
M(o) :=max({0} U{k € {1,...,m} | o(k) # k}).
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Wir zeigen nun mit Induktion nach n, dass alle Permutationen mit M (o) = n
Produkt von Transpositionen sind. Fiir n = 0 gilt ¢ = id; ¢ ist dann also das
Produkt von 0 Transpositionen. Sei nun n > 1, und sei o so, dass M(o) = n.
Sei k := o(n). Es gilt k < n. Sei p := (kn)oo. Es gilt p(n) =n und p(r) =r
fiir alle r > n. Also gilt M(p) < n. Somit gibt es nach Induktionsvoraussetzung
Transpositionen 7, ..., 7, mit p = 7 0---o7. Also gilt 0 = (k n)_l 0Ti0---0T =
(kn)or o---o7. Somit ist o ebenfalls ein Produkt von Transpositionen.

(2) Die Signatur von o ist (—1)* = (—1)".

(3) Es gilt (i1 ia ... i,) = (i1 @) © (11 G2 ..., in_1), somit folgt die behauptete
Gleichheit durch Induktion nach n daraus, dass Transpositionen die Signatur —1
haben und die Signatur multiplikativ ist. O

SATZ 5.34. Seim > 2, und seien 1,5 € m mit 1 < j. Sei

A = {f € Sn | sgu(f) =1},
und sei (i j)o Ay :={(i j)of | f € An}. Dann gilt A,, N ((i j)o Ay) = S und
A U((i j) o Ay) = S auflerdem ist ¢ : Ay — (i j) o A, f = (i j)of bijektiv.

Beweis: Alle Elemente in A, haben Signatur 1, alle Elemente in (i j)o A,, haben
Signatur —1, folglich ist ihr Schnitt leer.

Sei nun f € S,,. Wenn sgn(f) = 1, so liegt f in A,,. Wenn sgn(f) = —1, so gilt
f=(@Gj)o(ij)of,und da (i j)o fin A, liegt, gilt f € (i j) o Ap,.

Um die Bijektivitdt von ¢ zu zeigen, definieren wir ¢ : (i j) o Ay, — A, [ —
(4 7)o f. Dann gilt ¢ o ¢ = idy,, und @ ot =id jjoa,,, folglich ist ¢ bijektiv. [

UBUNGSAUFGABEN 5.35.

(1) Der Beweis von Satz 5.33 (1) liefert eine Zerlegung von (% 23459 g) in ein Produkt von Transpo-
sitionen. Geben Sie diese Transpositionen an!

(2) Seien f,g € Sm. Sei F : Syn — Sm, h— fohog. Zeigen Sie, dass F' bijektiv ist.

(3) Sei F: Sy — Sm, F(o) := o~ fiir 0 € Sp,. Zeigen Sie, dass F bijektiv ist.



KAPITEL 6

Relationen

1. Aquivalenzrelationen

Wir nennen eine Relation von A nach A auch eine Relation auf A.
DEFINITION 6.1. Sei p eine Relation auf A.

(1) pist reflexiv, wenn fiir alle a € A gilt: (a,a) € p.

(2) pist transitiv, wenn fir alle a, b, c € A gilt: wenn (a,b) € pund (b, c) € p,
so gilt auch (a,c) € p.

(3) p ist symmetrisch, wenn fir alle a,b € A gilt: wenn (a,b) € p, so gilt
auch (b,a) € p

DEFINITION 6.2. Sei p eine Relation auf A. Die Relation p ist eine Aquivalenzre-
lation auf A, wenn sie reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.

DEFINITION 6.3. Sei p eine Aquivalenzrelation auf A, und sei a € A. Die Aqui-

valenzklasse von a beziiglich p wird mit [a], oder a/p abgekiirzt, und ist definiert
durch

a/p ::“{b € A|(a,b) € p}.
Eine Teilmenge C' von A ist eine Aquivalenzklasse von p, wenn es ein a € A gibt,
sodass C' = a/p.

LEMMA 6.4. Sei p eine Aquivalenzrelation auf A, und seien a,b € A. Wenn
(a7 b) € p, so ngt [a]ﬁ = [b]ﬁ

Beweis: Sei ¢ € [a],. Dann gilt (a,c) € p. Wegen der Symmetrie von p gilt auch
(b,a) € p, und somit wegen der Transitivitit von p auch (b,c) € p. Somit gilt
c € [b],. Sei nun ¢ € [b],. Dann gilt (b, c) € p und somit wegen (a,b) € p und der
Transitivitdt von p auch (a,c) € p, und somit ¢ € [a],. O

UBUNGSAUFGABEN 6.5.

(1) Sei p eine Aquivalenzrelation auf A, und seien a, b € A. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent
sind:
(a) (a,b) €
(b) [a]p = [b],,
(c) a € [b],
(@) [al, N[, # 2. )
(2) Geben Sie ein Beispiel fiir eine Aquivalenzrelation auf A := {2,3,4,5} an. Geben Sie die Relation
in der Form p={...} an!

65



3. ZAHLEN ALS AQUIVALENZKLASSEN 66

2. Partitionen

DEFINITION 6.6. Sei A eine Menge. Eine Teilmenge P von P(A) ist eine Partition
von A, wenn

(1) fir alle Pe P : P # @,

@) [ J{PIPeP}=A4,
(3) fiirallePl,PgEPmitPl#ngiltPlﬂszg.

Wenn P eine Partition von A ist, so gibt es fiir jedes a € A genau ein P € P,
sodass a € P.

DEFINITION 6.7. Sei p eine Aquivalenzrelation auf A. Die Faktormenge von A
modulo p ist die Menge A/p :={[a],|a € A}.

SATZ 6.8. Sei p eine Aquivalenzrelation auf A. Dann ist die Faktormenge von A
beziiglich p eine Partition von A.

Beweis: Sei P € A/p. Dann gibt es ein a € A, sodass P = [a], = {b € A|(a,b) €
p}. Wegen der Reflexivitét von p gilt (a,a) € p, und folglich a € [a],, also a € P.
Somit gilt P # &.

Wir zeigen nun, dass jedes a € A Element eines Elementes von A/p ist. Sei dazu
a € A. Dann gilt wegen der Reflexivitiat von p, dass a € [a],. Somit ist a Element
eines Elementes von A/p, némlich von [a],.

Seien nun P, Q € A/p. Seien a,b € A so, dass P = [a], und @ = [b],. Wir nehmen
nun an, dass PN Q # @. Es gibt dann also ein ¢ € A mit ¢ € P und ¢ € Q. Also
gilt wegen ¢ € [a], auch (a,c) € p, und wegen c € [b], auch (b, c) € p. Wegen der
Symmetrie von p gilt daher auch (¢,b) € p, und daher, wegen der Transitivitét
von p, auch (a,b) € p. Somit gilt nach Lemma 6.4 auch P = Q. O

SATZ 6.9. Sei A eine Menge, und sei P eine Partition von A. Dann ist
p:={(a,b) e AxA|IP€P :ac P undbe P}
eine Aquivalenzrelation auf A.

DEFINITION 6.10. Sei A eine Menge, und sei p eine Aquivalenzrelation auf A.
Eine Teilmenge R von A ist ein Reprdsentantensystem von A modulo p, wenn fiir
alle a € A die Menge [a], N R genau ein Element enthélt.

3. Zahlen als Aquivalenzklassen

Mithilfe von Aquivalenzrelationen kénnen wir aus den natiirlichen Zahlen die
ganzen Zahlen konstruieren. Sei

M = N(] X No.
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Das Paar (a,b) soll a — b beschreiben. Dann sollen (a,b) und (¢, d) die gleiche
Zahl beschreiben, wenn a — b = ¢ — d, also wenn a + d = ¢+ b. Daher definieren
wir eine Aquivalenzrelation § durch

((a,b),(c,d)) €= a+d=c+b.

Diese Relation ist reflexiv: Sei (x,y) € M. Dann gilt = +y = x + y, also
((z,y), (z,y)) € 4. Sie ist symmetrisch: Sei ((a,b), (¢,d)) € 6. Dann gilt a + d =
c+0b, also ¢+ b = a+ d, und somit ((c, d), (a, b)) € . Sie ist transitiv: Sei-
en ((a,b),(c,d)) € 6 und ((c,d), (e, f)) € 0. Dann gilt @ +d = ¢+ b und
c+f=e+d Alsogilt a+d+c+f=c+b+e+d Somit gilt a+ f =e+ b,
also ((a,b), (e, f)) € 6. Wir definieren nun Z als die Faktormenge M /4. Nun ist
{(n,0) | » € No} U{(0,n) | n € N} ein Repréisentantensystem von M modulo
0. Fiir n € N kiirzen wir die Klasse (0,7n)/0 mit —n ab. Fiir die Klasse (n,0)/d
schreiben wir einfach +n. Dann gilt Z = {-3, -2, —1,4+0,+1,+2,+3,...}.

Auch fiir die Einfithrung der rationalen Zahlen verwenden wir eine Aquivalenzre-
lation. Dabei kléren wir zum Beispiel auch, ob 2 = £ gilt. Sei A :=Z x (Z\ {0}),
und sei ((¢),($)) € p genau dann, wenn ad = be. Dann ist p eine Aquivalenzre-
lation, und R := {(3) € A|b> 0, ggT(a,b) = 1} ist ein Reprisentantensystem.
Die Faktormenge A/p bezeichnet man als die Menge der rationalen Zahlen. Fiir
[(%)], schreibt man ¢. Da 2 = [(})], = [($)], = 2, gilt also wirklich 2 = 2. Den

Représentanten aus R eines Bruchs bezeichnet man als seine gekiirzte Darstellung.

UBUNGSAUFGABEN 6.11.

(1) Geben Sie die Partition P der Menge M = {1,2,3} an, die von der Aquivalenzrelation o =
{(1,1),(2,2), (3,3), (1,3), (3,1)} induziert wird.

(2) Geben Sie die Aquivalenzrelation 8 auf M = {1,2,3,4} an, die die Partition P = {{1}, {2,4}, {3}}
induziert.

4. Ordnungsrelationen

DEFINITION 6.12. Sei M eine Menge, und sei p eine Relation auf M. Die Relation
p ist antisymmetrisch, wenn fiir alle z,y € M mit (z,y) € p und (y,z) € p gilt:
T =y.

DEFINITION 6.13. Sei M eine Menge, und sei p eine Relation auf M. Die Relation
p ist eine Ordnungsrelation, wenn sie reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist.

DEFINITION 6.14. Sei M eine Menge, und sei < eine Ordnungsrelation auf M.
Die Relation < ist linear (oder total) wenn fir alle z,y € M gilt, dass * < y
oder y < .

Ein Paar (M, <) aus einer Menge und einer Ordnungsrelation bezeichnen wir als
geordnete Menge. Wir schreiben auch a < b, wenn a < b und a # b.

DEFINITION 6.15. Sei (M, <) eine geordnete Menge, und sei a € M.
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(1) a ist ein kleinstes Element von M, wenn fiir alle b € M gilt: a < b.

(2) a ist ein minimales Element von M, wenn es kein b € M mit b < a gibt.

(3) Sei T eine Teilmenge von M, und sei m € M. Das Element m ist eine
untere Schranke fir T, wenn fiir alle t € T gilt: m < t. (Eine untere
Schranke kann, aber muss nicht, in 7" liegen.)

(4) a is ein grifites Element von M, wenn fiir alle b € M gilt: b < a.

(5) a ist ein mazimales Element von M, wenn es kein b in M mit a < b gibt.

(6) Sei T eine Teilmenge von M, und sei m € M. Das Element m ist eine
obere Schranke fir T, wenn fiir alle t € T gilt: t < m.

Eine geordnete Menge (M, <) hat hochstens ein kleinstes Element. Jedes kleinste
Element ist minimal.
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