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Teil 1

Ringe



KAPITEL 1

Ringe

1. Definition und Beispiele

DEFINITION 1.1. Eine algebraische Struktur R = (R, 4+, —, -,0) ist ein Ring, wenn +, -
bindre Operationen auf R sind, — eine unare Operation auf R ist, und 0 ein Element
aus R ist, sodass fiir alle x,y, 2 € R die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

1
2
3) (x+y)+2z=a4 (y+2) (+ ist assoziativ).

(1) 2 + 0 = z (0 ist rechtsneutral fiir +).
(2)
(3)
(4) v +y =y + x (+ ist kommutativ).
(5) (
(6)

(

x
x + (—z) = 0 (—z ist additiv rechtsinvers zu ).

ot

x-y)-z=ux-(y-z) (- ist assoziativ).
6) - (y+2)=xz-y+ z- 2z (Linksdistributivgesetz).
7) (r+y) -z=x-2+y- 2z (Rechtsdistributivgesetz).

SATz 1.2. Sei (R, 4+, —,-,0) ein Ring, und seien x,y € R. Dann gilt

Bewnts. () —(—2) = —(=2) + 0 = 0+ (=(=2)) = (& + (—2)) + (~(=)) =
z+ ((—z) + ( ( ) =z+0==z @) Esgiltz-0=2-(0+0)=x2-0+x-0, also
0=x-0+(—(z-0)) = (x-04+2-0)+(—(z-0)) = 2-0+ (z-0+(—(x-0))) = 2-0+0 = z-0.
Die Identitét 0-z = 0 beweist man genauso. (3)): Es gilt (—z)-y+z-y = ((—z)+z)-y =
(x4 (—x))-y=0-y =0, also (—z) -y = —(z - y). Die Identitit x - (—y) = —(z - y)
beweist man genauso. O

Beispiele fiir Ringe: Sei V' ein Vektorraum. Dann ist (Hom(V, V), +, —,0,0) ein Ring,
der Endomorphismenring von V. Fiir einen Korper K und n € N ist die Menge der
Matrizen K™*" ein Ring.

DEFINITION 1.3. Sei R = (R, +, —,-,0) ein Ring.

(1) e € R ist ein Einselement von R, wenn fiir alle r € R gilt, dasse-r =1r-e =r.
Wir bezeichnen dann die Struktur (R, +, —,-,0, 1) mit 1 := e als Ring mit Eins.

2



2. IDEALE 3

(2) Ein Ring mit Eins R ist ein Schiefkdrper, wenn |R| > 2 gilt und es fiir alle
re€RmMit r#0einy € Rmit x-y=y-x =1 gibt.

(3) R ist kommutativ, wenn fiir alle r;s € R gilt: r-s = s - 7.

(4) Ein Korper ist ein kommutativer Schiefkérper.

(5) Ein kommutativer Ring mit Eins R ist ein Integrititsbereich, wenn |R| > 2 und
firaller,s e Rgilt: r-s=0= (r=0Vs=0).

Wir werden statt R oft auch einfach R fur die algebraische Struktur (R,+,—,-,0,1)
schreiben; mit ab meinen wir a - b.

Beispiele fiir kommutative Ringe mit Eins: Z, Q, R, C, Z[i]| = {a + bi | a,b € Z},
der Polynomring Q[X] iiber Q in einer Variablen, der Polynomring Q[X7,..., X, ] in n
Variablen.

2. Ideale

DEFINITION 1.4. Sei R ein Ring, und sei I eine Untergruppe von (R, +). I ist ein

(1) Linksideal von R, wenn fiir alle r € R und i € I gilt, dass ri € 1.
(2) Rechtsideal von R, wenn fiir alle » € R und ¢ € [ gilt, dass ir € I.
(3) Ideal von R, wenn es ein Links- und ein Rechtsideal ist.

Aus dieser Definition sieht man, dass der Durchschnitt von Idealen von R wieder ein
Ideal von R ist.

DEFINITION 1.5. Sei R ein Ring, und sei A eine Teilmenge von R. Dann ist das von A
erzeugte Ideal (A), definiert durch

(A)p = ﬂ{] | I Ideal von R und A C I}.

Fiir kommutative Ringe mit Eins beschreiben wir nun, welche Elemente in dem von A
erzeugten Ideal liegen.

SATZ 1.6. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei A C R. Dann gilt

<A)R:{ZriailneNO,al,...,anGA,rl,...,rnER}.

i=1

BEWEIS. Sei J := {d> " ma;|n € No,a1,...,a, € A;ry,...,1, € R}. Da 0 € J,
und da J abgeschlossen unter + und unter Multipkation mit Elementen von R ist, ist
J ein Ideal von R. Aufserdem gilt offensichtlich A C J. J ist also ein Ideal von R mit
A C J. Aus der Definition von (A) , als Durchschnitt aller solchen Ideale sieht man also
(A)g C .



4 1. RINGE

Um die Inklusion J C (A), zu zeigen, wihlen wir ein Element j € J. Es gibt also
n € Ny, ar,...,a, € Aund r,...,7, € R, sodass j = > r;a;. Aus der Definition
von (A), sehen wir, dass A C (A) gilt. Damit liegt jedes a; in (A),. Da (A), ein
Ideal von R ist, liegt also auch jedes Summand 7;a; in (A),, und schlieflich auch die
Summe j. O

UBUNGSAUFGABEN 1.7.

(1) (Ideale im Matrixring) Zeigen Sie, dass der Ring R := Q?*2 aller 2 x 2-Matrizen {iber
Q nur die Ideale {0} und R hat, und dass jedes Linksideal von der Form {L € Q**? |
row (L) C U} fiir einen Unterraum U von Q? ist. Dabei ist row(L) = coim(L) der von
den Zeilen von L erzeugte Unterraum von Q2.

(2) (Erzeugen von Idealen) Bestimmen Sie jeweils, ob das von der Menge S erzeugte Ideal
(S) des Rings R gleich dem ganzen Ring R ist!

(a) R=1Z, S = {105,70,42, 30}.
(b) R=ZxZ,S=1{(4,3),(6,5)}.
(C) R = Z01, S = {[75]101}.

(3) (Erzeugen von Idealen) Bestimmen Sie jeweils, ob das von der Menge S erzeugte Ideal

(S) des Rings R[X, Y] gleich dem ganzen Ring R[X, Y] ist!
(a) S ={XY,X3Y +1}.
(b) S ={X?Y,XY?%+1}.
(¢) S={XY +X,1+Y?}

DEFINITION 1.8. Sei R ein Ring, und sei [ ein Ideal von R. Dann ist I endlich erzeugt,
wenn es eine endliche Menge A C R gibt, sodass I = (A),. Wird ein Ideal von einem
einzigen Element a erzeugt, so schreiben wir I = (a). Ein Ideal von solcher Form heift
Hauptideal.

Wir bezeichnen die Menge aller Ideale eines Rings R mit Id(R).

SATZ 1.9. Sei R ein Ring. Dann sind dquivalent:

(1) Jedes Ideal von R ist endlich erzeugt.

(2) Es gibt keine Folge (Iy)gen von Idealen mit I, C Iy fir alle k € N. (Die
Menge der Ideale erfillt die aufsteigende Kettenbedingung (ACC)).

(3) Jede nichtleere Teilmenge Z von Idealen von R besitzt ein maximales Element

M, das heifst

VICIA(R) : (I#2= (BMETIYNET: MCN = M=N)).

BEWEIS. :>: Sei I ein Ideal von R, das nicht endlich erzeugt ist. Wir kon-
struieren nun rekursiv eine Folge (i |k € N) von Elementen von I. Wir setzen i; := 0.
Fiir n € N definieren wir nun i,1. Da das Ideal ({i1,...,%,}), endlich erzeugt ist, gilt
({i1,---,in})p # 1. Es gibt also j € I mit j & ({i1,...,in})p- Sei 4,41 €in solches j.
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Wir definieren nun fiir £ € N das Ideal I, durch
[Ic = <{’i1, e 7ik}>R .

Dann ist die Folge (I | k¥ € N) eine streng monoton wachsende Folge von Idealen von R,
im Widerspruch zur (ACC). (I)=(2): Sei (I | k € N) eine beziiglich C streng monoton
wachsende Folge von Idealen von R. Dann ist I := [ J{I | k € N} ebenfalls ein Ideal von
R. Dieses Ideal [ ist nach Voraussetzung endlich erzeugt. Seien m € N und aq,...,a,, €
I so, dass I = (a1,...,0n)p Es gibt dann ein N € N, sodass {a1,...,a,} C Iy. Dann
gilt aber auch Iyy1 C I C Iy, im Widerspruch zu Iy C Iy41. Somit erfillt (Id R, C)
die (ACC). ([2)=(B): Sei Z eine nichtleere Menge von Idealen ohne maximales Element.
Dann gibt es fiir jedes M € Z ein N € Z mit M C N. Wir konstruieren nun eine Folge
aus Z rekursiv: Sei I; ein Element aus Z, und fir n > 1 sei I,,11 so, dass I,, C I,11.
Dann ist (I, ),en eine aufsteigende Kette von Idealen, also erfiillt Id R die aufsteigende
Kettenbedingung nicht. é: Sei (I,,)nen eine Folge von Idealen mit 7, C I, fiir
alle n € N. Dann hat Z := {I,, | n € N} kein maximales Element. O

UBUNGSAUFGABEN 1.10. Eine geordnete Menge (M, <) ist ein Paar aus einer Menge und
einer Ordnungsrelation (also einer reflexiven, transitiven und antisymmetrischen binéren Re-
lation) auf M. Eine geordnete Menge (M, <) erfiillt die aufsteigende Kettenbedingung (ACC),
wenn es keine injektive Funktion f : N — M mit der Eigenschaft f(i) < f(i+ 1) fiir alle i € N
gibt.

(1) Zeigen Sie: Eine geordnete Menge (M, <) erfiillt die (ACC) genau dann, wenn es fiir
jede schwach monoton wachsende Folge (m;|i € N) aus M ein N € N gibt, sodass
fiir alle K € N mit k > N gilt: mp = my.

(2) Zeigen Sie: Eine geordnete Menge M erfiillt die (ACC) genau dann, wenn jede nicht-
leere Teilmenge 1" von M ein in 7' maximales Element enthalt.

DEFINITION 1.11. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. R heift noethersch[l, wenn
jedes Ideal von R endlich erzeugt ist.

DEFINITION 1.12. Sei R ein Ring. Ein Ideal I von R ist mazimal, wenn I # R ist und
es kein Ideal J mit I C J C R gibt.

In einem noetherschen Ring R ist jedes Ideal, das ungleich R ist, in einem maximalen
Ideal enthalten. Aus dem Zornschen Lemmaﬂ folgt, dass das sogar fiir alle Ringe mit
Eins gilt:

'Emmy Noether (1882-1935)
2Das Zornsche Lemma (Max Zorn (1906-1993), Kazimierz Kuratowski (1896-1980)) besagt:

Sei (M, <) eine geordnete Menge. Wir nehmen an, dass jede linear geordnete Teil-
menge L von M eine obere Schranke in M hat. (Das heifst, dass es fir jede linear
geordnete Teilmenge L ein m € M gibt, sodass fiir alle [ € L die Relation [ < m
gilt.) Dann besitzt (M, <) ein maximales Element.



6 1. RINGE

SATZ 1.13. Sei R ein Ring mit Fins, und sei I ein Ideal von R mit I # R. Dann gibt
es ein maxrimales Ideal M von R mit I C M.

BEWEIS. Sei
E:={J|Jist Ideal von R und I C J # R}.

Um zu zeigen, dass (£, C) ein maximales Element hat, verwenden wir das Lemma von
Zorn. Sei dazu K eine nichtleere Teilmenge von &, die beziiglich C linear geordnet ist.
Wir setzen
S:=| KK eK}.

Wir zeigen nun, dass S ein Ideal von R ist. Seien 7,5 € S und r € R. Da i € S, gibt es
K, € K, sodass i € K;. Ebenso gibt es Ky € K, sodass j € K,. Da K linear geordnet
ist, gilt K1 C Ky oder Ky C K. Wenn K, C Ko, so liegen 7 + j und 7 - ¢ in K»; falls
Ky C Ky, liegen i + 7 und r - ¢ in K. In beiden Fillen liegen also ¢ + j und r -7 in S.
Somit ist S ein Ideal von R.

Nun zeigen wir, dass S in & liegt. Es gilt I C S. Es bleibt also zu zeigen, dass S # R.
Nehmen wir an, S = R. Dann gilt 1 € (J{K | K € K}. Es gibt also ein K € K mit
1 € K. Dann gilt K = R. Somit gilt R € £, im Widerspruch zur Definition von £. Es
gilt also S' # R, und somit S € €.

Das Zornsche Lemma liefert nun ein maximales Element M von £. O

UBUNGSAUFGABEN 1.14.

(1) Sei R ein Ring, sei I ein endlich erzeugtes Ideal von R, und sei J ein Ideal von R mit
J C I. Zeigen Sie, dass R ein Ideal M mit J C M C I besitzt, sodass es kein Ideal
N mit M C N C I gibt.

3. Faktorringe und Homomorphiesatz

Sei R ein Ring mit Eins, und sei [ ein Ideal von R. Wir definieren eine Relation ~; auf
R durch

a~rb:sa—-belfirabeR.

LEMMA 1.15. Ser R ein Ring mit Fins, sei I ein Ideal von R, und seir € R. Dann gilt:

(1) Die Relation ~y ist eine Aquivalenzrelation auf R.
(2) Die Aquivalenzklasse von r modulo ~ ist gegeben durchr/~; = {r+i|i € I}.
Wir schreiben fir diese Klasse auch [r]; oder r+ I.

DEFINITION UND SATZ 1.16 (Faktorring). Sei R ein Ring mit Eins, sei [ ein Ideal von
R, und sei

R/I:={r+1|r € R}
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die Faktormenge von R modulo ~;. Wir definieren nun

r+D)@(s+1) == (r+s)+1
o(r+1) = (-r)+1
r+0)o(s+1) = (r-s)+1.

Dann sind die Operationen ¢, © und ® “wohldefiniert”, und die algebraische Struktur
(R/I,®,5,,0+ 1,1+ 1) ist ein Ring mit Eins.

BEWEIS. Wir zeigen nur die Wohldefiniertheit von ®. Sei dazu
m:={((r+1,s+1I),r-s+1)|r,se R}

Wir zeigen, dass m eine Funktion von R/I x R/I nach R/I ist. Dazu zeigen wir, dass
fir alle a, b, c1,co € R/I gilt: Wenn ((a,b),c¢1) € m und ((a,b), c2) € m, so gilt ¢; = co.
Seien also a,b,c1,co € R/I. Dann gibt es r1,s; € R, sodass r1 + I = a, s+ 1 = b und
r1-s1+1 = ¢;. Ebenso gibt es 19, s € R, sodass ro+1 = a, ss+1 =bund ry-s9+1 = ¢5.
Da ry € ro + 1, gilt auch ro € vy + I. Somit gibt es ¢ € I mit ro = r; + ¢. Ebenso gibt es
jelmit s =s1+j. Esgilt nunry-so = (ri+4)-(s1+j)=r1-s1+ri-j+i-s1+i-j.
Firi :=ry-j+i-s1+i-7gilti € I. Folglich gilt

ro-So+I=(ry-s1+4d)+1.
Nun gilt fiir alle t € R, dass (t +i)+ 1 =t+ 1, da (t+d)+i1=t+ (' +i) et +1
und t +ig =t +1i + (ip— ') € (t+4')+ 1. Also gilt ro - so+ 1 = ry - 57 + 1. Folglich gilt

¢1 = 9. Die Relation m ist also wirklich funktional, somit ist ® wohldefiniert. O

UBUNGSAUFGABEN 1.17.

(1) Auf der Menge Q definieren wir die Relation
a~b:s |al =[b].

Wir definieren:
[a]~ © [b]~ = [ab]~

Was ist das Problem an dieser “Definition”?

Fiir zwei Ringe mit Eins R, S ist die Abbildung h : R — S ein Homomorphismus,
wenn fir alle r,ry € R gilt, dass h(ry + r2) = h(r1) + h(rs), h(—r1) = —h(r),
h(ry -12) = h(ry)-h(rs), h(0g) = 0s und h(1g) = 1s. (Die Bedingungen h(—r1) = h(ry)
und h(0r) = h(0g) sind insofern tiberflissig, als sie sich aus den anderen Bedingungen
ergeben.) Bijektive (injektive, surjektive) Homomorphismen heifen auch Isomorphis-
men (Monomorphismen, Epimorphismen), Monomorphismen heifen auch Einbettun-
gen. R ist ein Unterring von S, wenn R C S, 0g € R, 1g € R, ry +r 19 = 11 +5 12,
r1gpTo =11 -5 T fiir alle r1, 7y € R gilt.
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SATZ 1.18 (Homomorphiesatz). Seien R,S Ringe mit Fins, und sei h : R — S ein
Homomorphismus. Dann ist ker(h) := {r € R | h(r) = 0} ein Ideal von R, im(h) :=
h(R) ein Unterring von S, die Ringe R/ker(h) und im(h) sind isomorph, und h mit

~

h(r + ker(h)) := h(r) ist ein Isomorphismus.

SATZ 1.19 (Korrespondenzsatz). Sei R ein Ring mit Eins, und sei I ein Ideal von R.
Set ®:{JeldR)|ICJ} =1d(R/I), ®(J):={j+1]je€ J}. Dann ist & bijektiv,
und es gilt fir alle Ideale Jy, Jy von R mit I C Ji, I C Jy: J; C Jy & ®(J;) C D(Jy).

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dass fiir jedes J € Id(R) mit I C J die Menge
®(J) ein Ideal von R/I ist: Die Abbildung ¢ = {(r + I,r + J) | r € R} ist ein
Homomorphismus von R/I nach R/J, und es gilt ker(p) ={r+1|r+J=0+J} =
{r+1|reJ}=3a(J). Als Kern eines Homomorphismus ist ®(.J) daher ein Ideal von
R/I.

Wir definieren ¥ : Id(R/I) — Id(R), V(K) = {r+1|re R,r+1 € K} =J K. Die
Abbildung ¢ = {(r, (r+1)+ K) | r € R} ist ein Homomorphismus von R nach (R/I)/K
und es gilt ker(¢)) ={re R| (r+ 1)+ K=0+K}={reR|r+1ec K} =K.
Fiir die letzte Gleichheit beobachten wir, dass fiir jedes » € R mit » + I € K gilt, dass
rer+1Ie K, alsore|JK; fir jedes s € |[JK gibt eseint € Rmit s et +1 € K.
Wegen s+ I =t + I gilt dann s+ I € K und somit s € {r € R|r+ [ € K}. Somit ist
U(K) ein Ideal.

Sei J ein Ideal von R mit / C J. Dann gilt U(®(J)) =V ({j+1|je J}) =U{j+ 1]
jeJh Wegen I C Jgilt |J{j+1]j€ J} =J.Sei nun K ein Ideal von R/I. Dann
git ®(V(K))=oUK)={j+1]|jeUK}={j+I|IreR:jer+1c K} =
{j+1]|j+1¢€ K} =K. Daher sind ® und ¥ zueinander inverse Bijektionen.

Fiir Ideale I C J; C J, von R gilt offensichtlich ®(.J;) C ®(.J3). Seien nun Jy, Jo € Id(R)
so, dass I C Jy, I C Jy und ®(J;) C ®(J;). Dann gilt auch ¥(®(J;)) C ¥(P(J3)) also
J1 C Js. OJ

Ein Ring mit Eins R ist einfach, wenn er nur die Ideale {0} und R hat. Beispiele fiir
einfache Ringe sind Korper und die Matrixringe K™*" {iber einem Korper K.

SATZ 1.20. Sei R ein kommutativer Ring mit Fins mit |R| > 2. Dann ist R genau dann
einfach, wenn R ein Korper ist.

BEWEIS. Sei R ein Korper, und sei I ein Ideal von R. Wenn I # 0, dann gibt es
i € I mit i # 0. Dann gilt fiir jedes r € R, dass r =ri~1i € I, also R = 1I.

Wenn R einfach und r € R mit r # 0 ist, so ist [ := {rs | s € R} ein Ideal mit I # {0},
also 1 € I. Somit gibt es s € R mit rs = 1. Folglich ist R ein Korper. 0
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KOROLLAR 1.21. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei M ein maximales
Ideal von R. Dann ist R/M ein Kdrper.

4. Ringkonstruktionen

4.1. Polynome und Potenzreihen. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sei
n € N, und seien

S == {f1f:Ny =R}
P = {feS|{eeNy| f(e)#0} ist endlich}.
Auf S definieren wir Addition und Subtraktion durch

(f+9)(e):=f(e)+gle), (f—g)(e):=f(e)—gle)
fir f,g € S, e € NJ'. Fiir a,b € NJ setzen wir 6(a,b) := 1, wenn @ = b und
d(a,b) =0, wenn a # b. Die Multiplikation ist definiert durch
frgle) >, dla+b e)f(a)g(b). (1.1)

(a,b)ENg XNg
Fiir jedes e € NJ gibt es nur endlich viele (a, b) € Ni' x NJ' mit a + b = e, daher hat
die Summe in ([1.1)) nur endlich viele Summanden # 0 und ist somit sinnvoll definiert.
Fiir ey, ..., e, € N, schreiben wir X° = X ... X fiir die Funktion mit X (e) = 1,
X°(a) =0 fiir @ # e. Wir schreiben dann f € S als
f=> f(eX"

eeNg

Mit 1 := 1X7--- XY und 0 der konstanten 0-Funktion von NJ' nach R gilt dann, dass
(S,+,—,-,0,1) ein kommutativer Ring mit Eins ist, der Ring der formalen Potenzreihen
mit Koeffizienten in R in n Variablen. Er wird mit R[[Xy,...,X,]|] bezeichnet. Die
Menge P bildet einen Unterring von S, den Polynomring in n Variablen iiber R. Dieser
Polynomring wird mit R[X1, ..., X,] bezeichnet.

LEMMA 1.22. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, seien ¢, d € N und r,s € R.
Dann gilt (rX°) - (syd) = (rs)70+d.

BEWEIS. Sei f:=rX und g:= sX*. Dann gilt

(f-9)(e)= >  dla+b,e)f(a)g(b)

und somit f-g = reX T4, O
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Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sei T' ein kommutativer Ring mit Eins, der R
als Unterring enthélt, und sei p € R[Xq,...,X,]. Seien ¢y,...,t, € T. Dann ist die
Abbildung € : R[Xy,..., X, = T,

e ) e X7 X = Y et
(e1,....en)EE (e1,....en)EE

ein Homomorphismus. Die interessante Eigenschaft ist dabei, dass e(p - q) = (p) - €(q)
gilt; diese Eigenschaft ist der Grund, dass wir die Multiplikation wie in definiert
haben. Wir bezeichnen dann €(p) auch als p(t4, . .., t,) oder einfach als p(¢y,...,t,) und
nennen p(ty,...,t,) die Auswertung von p an der Stelle (t4,...,t,). Sei nun U C T'. Der
von R und U erzeugte Ring R[U] ist definiert als der Durchschnitt aller Unterringe V'
von 7" mit RUU C V. Dann gilt

R[U] :{]ﬁ(ul,...,un) ’ nENo,ul,...,un c U,pGR[Xl,...,Xn]}.

4.2. Quotientenkorper. Wir verallgemeinern jetzt die Konstruktion von QQ aus Z.
Sei dazu D ein Integritétsbereich. Auf der Menge {(a,b) € D?|b # 0} definieren wir eine
Relation durch (a,b) ~ (c,d) :< ad = be. Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation,
und wir kiirzen die Klasse (a,b)/~ mit £ ab. Mit Q(D) bezeichnen wir die Faktormenge
{(a,b) € D*|b # 0}/~. Auf Q(D) definieren wir + durch ¢ + ¢ := e — durch

bd
—¢ =% und - durch § - 5 := 7.
SATZ UND DEFINITION 1.23. Sei D ein Integritdtsbereich. Dann ist (Q(D),+, —, -, %, %)

ein Korper. Er heifit der Quotientenkorper von D.

SATZ 1.24. Sei D ein Integrititsbereich, ser K ein Kdérper, und sei ¢ ein Monomorphis-
mus von D nach K. Dann ist ¢ : Q(D) — K, ¥($) := ¢(a) - (¢(b)) ™" wohldefiniert und
ein Monomorphismus vom Quotientenkorper von D nach K.

Sei K ein Korper. Den Quotientenkorper des Polynomrings K[X7, ..., X,,] bezeichnet
man als den Korper der rationalen Funktionen vom Transzendenzgrad n tiber K, und

kiirzt ihn mit K(Xy,...,X,) ab.
UBUNGSAUFGABEN 1.25.

(1) Sei D ein Integritétsbereich, und sei S C D\{0} eine unter - abgeschlossene Teilmenge
von D mit 1 € S. Zeigen Sie, dass S~!D := {g | s € S} ein Unterring von Q(D) ist.
Man nennt diesen Unterring die Lokalisierung von R nach S.

(2) Beschreiben Sie fir D = Z und S = {x € Z : 2 { z} jene Elemente von Q, die in
S~™1D liegen.

(3) Beschreiben Sie fiir D = Z und S = {2" | n € Np} jene Elemente von Q, die in S™1D
liegen.

(4) Welche reellen Zahlen liegen in S~'7Z fiir S = {10" | n € N}?



KAPITEL 2

Teilbarkeit in Integritatsbereichen

1. Teilbarkeit und prime Elemente

DEFINITION 2.1 (Teilbarkeit). Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien a,b €
R. Dann gilt a | b, wenn es ein r € R gibt, sodass b = ra. In diesem Fall ist a ein Teiler
von b und b ein Vielfaches von a.

DEFINITION 2.2. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

e Ein Element v € R ist tnvertierbar, wenn es ein v € R mit uv = 1 gibt.

e Ein Element p € R ist prim, wenn es nicht invertierbar ist, und fiir alle a,b € R
mit p | ab gilt: p | a oder p | b.

e Ein Element r € R ist irreduzibel, wenn es nicht invertierbar ist, und fir alle
s,t € R mit r = st gilt: s ist invertierbar oder ¢ ist invertierbar.

e Zwei Elemente a,b € R sind assozitert, wenn es ein invertierbares Element
u € R gibt, sodass au = b. Wir schreiben dann a ~ b oder a ~g b.

LEMMA 2.3. Sei R ein Integritdtsbereich, und sei p ein primes Element von R mit p # 0.
Dann ist p irreduzibel.

BEWEIS. Sei p prim, p # 0, und seien s,t € R so, dass p = st. Dann gilt p | st. Da
p prim ist, gilt p | s oder p | t. Im Fall p | s gibt es ein s; € R, sodass ps; = s. Durch
Multiplikation dieser Gleichung mit ¢ erhalten wir ps;t = st = p. Also gilt p(s1t—1) = 0.
Wegen p # 0 ist also ¢ invertierbar. Im Fall p | ¢ erhalten wir analog, dass s invertierbar

ist. O

UBUNGSAUFGABEN 2.4.

(1) Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Zeigen Sie jeweils, dass die angefiihrte Impli-
kation fiir alle x,y, z € R gilt.
(a) (z|yund z|2) = 2| (y + 2).
(b) z|y==|zy.
() (z|lyundy]|z)=z|z
(d) z|y= zz|2y.
(2) Sei R ein Integritatsbereich, und seien x,y, z € R mit z # 0. Zeigen Sie:
(a) z|yund y | x < x und y sind assoziiert.
(b) z |y e zz|y=.

11



12 2. TEILBARKEIT IN INTEGRITATSBEREICHEN

(3) (Invertierbare Elemente) Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Zeigen Sie:
(a) Das Produkt invertierbarer Elemente ist wieder invertierbar.
(b) Jeder Teiler eines invertierbaren Elements ist invertierbar.
(c) Ein Element r € R ist genau dann invertierbar, wenn das von r erzeugte Ideal
(r) gleich R ist.
(4) (Invertierbare Elemente) Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sei u invertierbar,
und seien v1,v9 0, dass uvy = uve = 1. Zeigen Sie v1 = vo.
(5) (Assoziierte Elemente) Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und a1, a2, b1, b2 € R.
Wenn a; ~g ag und by ~pg ba, so gilt a1b; ~g azba.
(6) (Integritétsbereiche) Zeigen Sie, dass jeder endliche Integrititsbereich ein Korper ist.
(Hinweis: Betrachten Sie fiir  # 0 die Abbildung = — 7 - x.)
(7) (Integritédtsbereiche) Zeigen Sie: Jeder Integritétsbereich, der kein Korper ist, besitzt
eine unendlich absteigende Kette von Idealen I1 D Is D I3 D ---.
(8) (Prime Elemente) Sei R ein Integritétsbereich. Ein Ideal I von R ist prim, wenn
I # R und fur alle a,b € Rgilt: a-b€ I = (a €1 oder b € I). Zeigen Sie:
(a) Ein Element r ist genau dann prim, wenn das Hauptideal (r) prim ist.
(b) Wenn r prim und w invertierbar ist, so ist auch r - v prim.
(9) (Einfache Ringe) Ein Ring R ist einfach, wenn er keine Ideale aufter {0} und R hat.
Zeigen Sie, dass die beiden folgenden Behauptungen dquivalent sind:
(a) R ist ein einfacher kommutativer Ring mit Eins, und |R| > 2.
(b) R ist ein Korper.
(10) (Irreduzible Elemente) Sei R ein Integritétsbereich, und sei r € R mit r # 0.
(a) Zeigen Sie, dass folgende Bedingungen dquivalent sind.
(i) 7 ist irreduzibel.
(ii) Das Ideal (r) ist ein maximales Element in der Menge aller Hauptideale
von R, die ungleich R sind.
(b) Zeigen Sie: Wenn r irreduzibel ist, ist auch jedes zu r assoziierte Element irre-
duzibel.

2. Grofite gemeinsame Teiler

DEFINITION 2.5. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei A eine Teilmenge von
R. Ein Element d € R ist ein grifiter gemeinsamer Teiler von A, wenn

(1) fir alle a € A gilt d | a.
(2) fir alled € Rgilt: (Va€e A:d' |a)=d |d.

Fiir zwei grofte gemeinsame Teiler dy, dy von A gilt also, dass d; | de und ds | d;. Wenn
R ein Integritatsbereich ist, sind d; und ds assoziiert.

LEMMA 2.6. Sei R ein Integrititsbereich, sei A eine Teilmenge von R, und seien t €
R\ {0}, d1,dy € R. Wir nehmen an, dass dy ein grifiter gemeinsamer Teiler von A und
dy ein grifiter gemeinsamer Teiler von tA = {ta | a € A} ist. Dann sind tdy und dy
assozuiert.
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BEWEIS. Da td; jedes Element von tA teilt, gilt td; | ds. Da t ein gemeinsamer
Teiler von tA ist, gilt t | do. Sei d3 € R so, dass td3 = ds. Da tds jedes Element in tA
teilt und ¢ # 0, teilt d; jedes Element in A, und somit gilt d3 | d; und somit tds | td;,
also dy | td;. O

UBUNGSAUFGABEN 2.7.

(1) Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei A eine Teilmenge von R. Ein Element
v € R ist ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von A, wenn fir alle a € A gilt, dass
a | v, und wenn fiir alle v’ € R, die von allen a € A geteilt werden, gilt, dass v | v'.
Zeigen Sie: Wenn jede Teilmenge von R einen groften gemeinsamen Teiler hat, so hat
auch jede Teilmenge von R ein kleinstes gemeinsames Vielfaches.

3. Euklidische Integrititsbereiche

DEFINITION 2.8. Sei R ein Integrititsbereich. Der Integritatsbereich R ist ein Fuklidi-
scher Bereich, wenn es eine Funktion § : R\ {0} — Ny gibt, sodass folgendes gilt.

(1) Fiir alle a,b € R\ {0} gilt 6(a) < d(ab).

(2) Fiir alle a,b € R mit a # 0 gibt es ¢, € R, sodass
(a) b=aq+r, und
(b) =0 oder §(r) < d(a).

SATZ 2.9. Der Ring Z ist ein Fuklidischer Bereich.

BEWEIS. Die Funktion 6(z) := |z| fiir z € Z \ {0} leistet das Gewiinschte. O
SATZ 2.10. Sei K ein Korper, und sei K[X| der Polynomring tiber K. Dann ist K[X]
ein FBuklidischer Bereich.

BEWEIS. Wir setzen 0(f) := deg(f). O
DEFINITION 2.11. Sei Z[i] die Teilmenge der komplexen Zahlen, die durch

Zli] ={x+yi|z,y € Z}

definiert ist. Als Operationen verwenden wir die Addition und Multiplikation der kom-
plexen Zahlen. Dann nennen wir Z[i| den Ring der Gaufischen ganzen Zahlen.

SATZ 2.12. Zl[i] ist ein Euklidischer Bereich.
BEWEIS. Als Unterring des Korpers C ist Z[i] ein Integritétsbereich. Wir definieren

nun §(x + yi) = z* + y? fiir alle z,y € Z. Dann gilt §(21 - 22) = §(21) - §(22) fiir alle
21,z € Z[i], und somit ist Eigenschaft (1)) von Definition [2.8] erfiillt.
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Seien nun b,a € Z[i] mit a # 0, und seien v',v" € Q so, dass b = a - (v + v'i). Wir
wéhlen nun u, v € Z, sodass |u — v/| < 1 und |v — v'| < 1. Sei nun

¢g:=u+viundr:=b—qa.
Fiir alle 2,y € Q definieren wir 6(z + yi) := 22 + 32 = det(<§ }}’)). Dann gilt
o(r)=06((u +v4)-a—(utwvi)-a)=0d(a- (v —u)+ (Vv —v)17))
= 0(a) - 0((u —u) + (V' —w)i) = d(a) - (v —u)? + (v —v)?) < d(a) -

Da a # 0, gilt d(a) = aa # 0, und somit gilt §(r) < §(a). O

DEFINITION 2.13. Ein Integritatsbereich R ist ein Hauptidealbereich, wenn es fiir jedes
Ideal I von R ein a € R gibt, sodass I = (a).

SATZ 2.14. Jeder Fuklidische Bereich ist ein Hauptidealbereich.

BEWEIS. Sei R ein Euklidischer Bereich, und sei I ein Ideal von R. Wenn [ = {0},
so gilt I = (0). Wenn I # 0, so wihlen wir ein a € I\ {0}, fiir das d(a) minimal ist.
Sei nun b € I, und seien ¢, € R so, dass b = ga + r und (r = 0 oder §(r) < d(a)). Da
r=b—qa € I, kann 6(r) < §(a) wegen der Minimalitét von d(a) nicht gelten. Also gilt
r=0und b= qa € (a). Somit gilt I = (a). O

SATZ 2.15. Sei R ein Hauptidealbereich. Dann besitzt jede Teilmenge A von R einen
grofsten gemeinsamen Teiler.

BEWEIS. Sei d € R so, dass (d) das von A erzeugte Ideal ist. Da jedes Element von
A in (d) liegt, gilt Va € A : d | a. Sei nun d’' ein weiterer gemeinsamer Teiler von A.
Da d € (A)g, gibt esn € Ny, ay,...,a, € Aund ry,...,r, € Rmit d = >, 0,
Da d’ jedes a; teilt, gilt dann auch d' | d. Somit ist d ein grofiter gemeinsamer Teiler
von A. OJ

In einem Euklidischen Bereich kann fiir eine endliche Menge die Menge aller grofsten
gemeinsamen Teiler ggTM(A) von A = {a4,...,a,} dadurch ausrechnen, dass

(1) ggTM(2) = {0}, ggTM(A) = ggTM(A \ {0}),
(2) ggTM({aq,...,a,}) = ggTM({r1,az,...,a,}), wenn a; # 0, ay # 0, 0(ay) >
d(az), und a3 = gay + r mit ¢ € R und (r; = 0 oder 6(ry) < d(as)).

Die Gleichheiten der Form ggTM(B) = ggTM(C) gelten dabei stets deswegen, weil B
und C' die gleichen gemeinsamen Teiler haben. Durch diese Gleichheiten erhélt man ein
d € R mit ggTM(A) = ggTM({d}), also ist d ein grofter gemeinsamer Teiler. Durch
Buchfithrung erhilt man auch rq,...r, € Rmit >, r;a; = d (erweiterter Euklidischer
Algorithmus).

Beispiel: Wir berechnen ggT(147,33), und schreiben das so:
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147 33

147 1 0 (147=1-147+0-33)
33 0 1 (33=0-147+1-33)
15 1 —4 (15=1-147—4-33)
3/ =2 9 (3=-2-147+9-33)
0

Das ermdglicht noch nicht alle ggT-Berechnungen: obwohl es in Q[X, Y] stets grofite ge-
meinsame Teiler gibt, kann man diese nicht (direkt) mit dem Euklidischen Algorithmus
ausrechnen.

BEISPIEL 2.16. Der Polynomring Q[X, Y] ist kein Hauptidealbereich.

BEWEIS. Sei I := {p € Q[X,Y]|p(0,0) = 0}. Dann gilt X € I und Y € I. Wenn
I ein Hauptideal ist, so gibt es f € I mit f | X und f | Y. Also gilt degy(f) = 0 und
degy (f) = 0, und somit ist f ein konstantes Polynom. Da f € I, gilt f(0,0) = 0, und
somit f = 0. Das ist ein Widerspruch zu f | X. Somit ist I kein Hauptideal. OJ

SATZ 2.17. Ser R ein Hauptidealbereich, und sei p € R ein irreduzibles Element von R.
Dann 1st p prim.

BEWEIS. Seien a,b € R so, dass p | ab. Sei J := {sp+tals,t € R} das von {p,a}
erzeugte Ideal von R. Da J ein Hauptideal ist, gibt es ¢ € J mit (¢) = J. Dann gilt
¢c|pund ¢ | a. Sei d € R so, dass ¢d = p. Da p irreduzibel ist, ist ¢ invertierbar
oder d invertierbar. Wenn ¢ invertierbar ist, so gilt 1 € J. Also gibt es §',t' € R mit
s'p+t'a=1. Dann gilt s'pb + t'ab = b, und somit p | b. Wenn d invertierbar ist, so gilt
wegen ¢ | a auch p = ¢d | ad. Da d invertierbar ist, gilt ad | a, und somit p | a. O

UBUNGSAUFGABEN 2.18.

(1) Sei R ein Hauptidealbereich, und sei r ein irreduzibles Element von R.
(a) Zeigen Sie, dass (r) ein maximales Ideal von R ist.
(b) Zeigen Sie, dass R/(r) ein Integritédtsbereich ist. Was bedeutet das fiir das Ele-
ment r?
(2) Zeigen Sie, dass Z[X] kein Hauptidealbereich ist.

4. Eine Anwendung in der Zahlentheorie

Wir brauchen zunéchst folgende Beobachtung:
LEMMA 2.19. Sei p eine ungerade Primzahl. Dann gilt:
(1) Firjedesx € {1,...,p—1} gibt eseiny € {1,...,p—1} mitz-y =1 (mod p).

(2) Fiir jedes x € Z gilt: wenn z* = 1 (mod p), so gilt x = 1 (mod p) oder
r=—1 (mod p).
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-3

(3) (p—1)!'=-1 (mod p) und (221)? = (-1)"z (mod p).

BEWEIS. Da ggT(x,p) = 1, gibt es u,v € Z mit uxr + vp = 1. Somit gilt fiir
y = umodp, dass yz = 1 (mod p). (2) Die Zahl p ist als Primzahl in Z irreduzibel,
und folglich ein primes Element von Z. Wenn also p | 22 — 1 = (x + 1)(x — 1), so gilt
plx+1loderp|x—1. Fiir jedes z € {2,...,p— 2} gibt esein y € {2,...,p — 2}
mit 2y = 1 (mod p). Dieses y erfiillt y # 2. Somit gilt [[*-27 = 1 (mod p), also
(p—1!'=—-1 (mod p). Firie {1,..., ’%1} gilt —i =p—i (mod p), also gilt

Wir beweisen nun den folgenden Satz:

SATZ 2.20. Sei p eine Primzahl mit p = 1 (mod 4). Dann gibt es a,b € N, sodass
a?+ b =p.

BEWEIS. Sei z := ’%1!. Wegen Lemma [2.19 gilt dann
7 = —1 (mod p). (2.1)

Im Ring Z[i] gilt natiirlich ebenfalls p | (1 4+ 2?), also p | (1 + 4) - (1 — xi). Da jedes
Vielfache von p im Ring Z[i] einen durch p teilbaren Realteil hat, gilt in Z[i] weder
p | (1 +2i) noch p | (1 —x4). Im Ring Z[7] ist p also nicht prim. Wegen Satz
und Satz ist Z[i] ein Hauptidealbereich. Somit ist wegen Satz jedes irreduzible
Element von Z[i] prim. Also ist p in Z[i] nicht irreduzibel. Es gibt folglich a,b, ¢, d € Z,
sodass p = (a+0bi)(c+di), und a+bi und c+d i nicht invertierbar sind. Sei N(u+vi) :=
u? + v? fiir alle u,v € Z. Dann gilt

p>=N(p) = N((a+bi)(c+di)) = N(a+bi)  N(c+di) = (a* + b°)(* + d°).

Alle Elemente 2 € Z[i] mit N(z) = 1 sind invertierbar. Somit muss a® + b? = p gelten.
Die Zahlen @' := |a| und b := || leisten also das Gewiinschte. O



KAPITEL 3

Faktorielle Integritatsbereiche

1. Definition und Zerlegung in irreduzible Elemente

DEFINITION 3.1. Sei R ein Integritiatsbereich. R ist faktoriell, wenn folgendes gilt:

(1) Fiir alle r € R\ {0}, die nicht invertierbar sind, gibt es ein s € N und irreduzible
fi,..., fs € R, sodass

r=fi e

(2) Fiir alle m,n € N und fiir alle irreduziblen fi,..., fi,91,..., 9, € R mit

fl"'fm:gl"'gn

gilt m = n, und es gibt eine bijektive Abbildung 7 : {1,...,m} — {1,...,n},
sodass fiir alle 7 € {1,...,m} gilt: fi ~r g=()-

DEFINITION 3.2. Sei R ein Integritatsbereich, und sei I C R. I ist eine vollstindige Aus-
wahl irreduzibler Elemente, wenn alle ¢ € I irreduzibel sind und es fiir jedes irreduzible
f € R genau ein i € I mit f ~p i gibt.

DEFINITION 3.3 (Zerlegung). Sei R ein Integritdtsbereich, und sei I C R eine vollstén-
dige Auswahl irreduzibler Elemente von R. Sei a € R\ {0}. Eine Funktion o : I — Ny
ist eine Zerlegung von a, wenn

(1) {i € I'|a(i) # 0} ist endlich.
(2) a~pg Hz‘el i@,

Dabei definieren wir fiir alle ¢ € I, dass i := 1 ist. Ebenso ist ein Produkt [], ., r;
immer gleich 1. Wir schreiben [, r; nur, wenn {i € I | i # 1} endlich ist, und meinen

damit [[;c; . 2 7i-
LEMMA 3.4. Sei R ein faktorieller Integritatsbereich und sei I eine vollstindige Auswahl

irreduzibler Elemente von R. Seien a,b € R\ {0}, sei o eine Zerlegung von a beziiglich
I und B eine Zerlequng von b beziiglich I. Dann sind dquivalent:

(1) a|b.
(2) Fir allei € I gilt a(i) < B(1).
17
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BEWEIS. Wir beweisen nur (I)=(2). Sei r € R so, dass ar = b. Wir nehmen an,
dass es ein ig € I gibt, sodass a(ig) > [B(ip). Dann gilt

r-ﬁ“w- II f@)NRi?my II B
icl iel
i#io i#io

Es gibt also ein invertierbares u; € R, sodass

up-rig® e I @ =@ T 0.

el i€l
i#i0 i#i0

Da R ein Integritatsbereich ist und z'g (i) £ 0, gilt

Uy T ig(io)—ﬁ(io) H ia(i) _ H Zﬁ(z)

iel iel
i#1g i#£io
Der Ring R ist faktoriell. Also gibt es ein invertierbares Element us € R und ein s € Ny
und irreduzible Elemente r,...,r, € R sodass r = usry - - - 5. Es gilt dann
UIUTL " Tg ig‘(io)f’g(io) H i) = H PO, (3.1)
iel iel
i#io i#ig

Falls {i € I|5(i) > Ound i # i} = &, so ist iy invertierbar, im Widerspruch dazu,
dass ig irreduzibel ist. Wenn die rechte Seite von aus einer positiven Anzahl von
Faktoren besteht, konnen wir verwenden, dass R faktoriell ist. Wir erhalten dann ein
11 € I mit iy # ig und iy ~g 79. Das ist unmoglich, da I keine verschiedenen assoziierten
Elemente enthilt. O

KOROLLAR 3.5 (Eindeutigkeit der Zerlegung). Sei R ein faktorieller Integrititsbereich
und sei I eine vollstindige Auswahl irreduzibler Elemente von R. Sei f € R\{0}. Dann
gibt es genau eine Zerlequng o : I — Ny von f.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dass es ein a mit den geforderten Eigenschaften gibt.
Wenn f invertierbar ist, so definieren wir o durch (i) = 0 fiir alle i € I. Es gilt f ~g 1,
also ist aus Definition erfiillt. Wenn f nicht invertierbar ist, so gibt es s € N und
irreduzible Elemente ¢4, ..., gs € R, sodass

f — gl e gS'
Seien nun iy,...,is € I und uq,...,us invertierbare Elemente von R, sodass fiir alle
je{l,...,s}gilt: g; = uji;. Es gilt dann f = (uq - - - us) - (41 - - - 45). Fiir ¢ € I definieren
wir (i) als die Anzahl der Elemente von {j € {1,...,s}|i; = ¢}. Um die Eindeutigkeit
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zu zeigen, fixieren wir o, 5 : I — Nj, sodass beide Funktionen nur an endlich vielen

Stellen nicht 0 sind, und
[T ~n [T
iel iel

Wegen Lemma [3.4] gilt dann o = £. O

SATZ 3.6. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich, und sei A C R. Dann besitzt A einen
grofsten gemeinsamen Teiler.

BEWEIS. Sei I eine Auswahl irreduzibler Elemente, und sei fiir jedes Element a € I
die Abbildung o, : I — Nj eine Zerlegung von a. Wenn A = &, ist 0 ein grofter gemein-
samer Teiler. Im Fall A # @ ist wegen Lemma [3.4| das Element d := [, i™in {ee (@ lacA}
ein grokter gemeinsamer Teiler. [

In einem faktoriellen Integritdtsbereich besitzt auch jede Menge A ein kleinstes ge-
meinsames Vielfaches, also ein v, das Vielfaches aller a € A ist und das jedes wei-
tere gemeinsame Vielfache von A teilt. Wenn fiir unendlich viele ¢ € [ gilt, dass
max {a,(i) | a € A} > 0, so ist v = 0, ansonsten kann v mit v = [[,_, i {@a(D]acA}
berechnet werden.

UBUNGSAUFGABEN 3.7.

(1) Sei R ein faktorieller Integritétsbereich, seien a,b € R, sei d ein grofter gemeinsamer
Teiler von {a,b}, und sei v ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von {a,b}. Zeigen
Sie, dass dv ~g ab.

2. Beschreibung faktorieller Integritdtsbereiche

Faktorielle Integritatsbereiche lassen sich in folgender Weise charakterisieren:

SATZ 3.8. Sei R ein Integritditsbereich. Dann sind dquivalent:

(1) R erfillt die (ACC) fir Hauptideale, und jedes irreduzible Element von R ist
prim.

(2) R ist faktoriell.

BEWEIS. :>. Wir zeigen zunéchst, dass sich jedes nicht invertierbare Element
r # 0 in ein Produkt von irreduziblen Elementen zerlegen lésst. Dazu nehmen wir an,
dass es ein nicht invertierbares Element r # 0 gibt, das sich nicht zerlegen ldsst. Wir
wihlen r € R\ {0} so, dass (r) maximal in der Menge

{(r") | v’ ist nicht invertierbar und nicht Produkt von irreduziblen Elementen}
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ist. Da r nicht invertierbar ist, gilt (r) # R. Nun wéhlen wir s € R so, dass (s) maximal
in der Menge
{(s)](r) < (s) # R}

ist. Wir zeigen als erstes, dass s irreduzibel ist. Wenn s = s1s9, so gilt (s) C (s1) und
(s) € (s2). Wenn s; nicht invertierbar ist, so gilt wegen der Maximalitdt von (s) die
Gleichheit (s) = (s1). Folglich gibt es t € R, sodass s; = ts, also s; = ts152. Da s1 # 0,
ist s invertierbar. Somit ist s irreduzibel. Da r € (s), gibt es t; € R, sodass r = t;s.
Wenn t; invertierbar ist, so ist r irreduzibel, im Widerspruch zur Wahl von r. Wenn ¢,
nicht invertierbar ist, so gilt (r) C (¢;) # R. Wenn nun (r) = (¢1), so gibt es ein s; € R
mit t; = s = s1t1s. Da t; # 0, ist dann s;s = 1 und s somit invertierbar. Also gilt
(r) # (t1). Wegen der Maximalitéit von (r) ldsst sich ¢; als Produkt von irreduziblen
Elemente schreiben. Fiigen wir zu diesem Produkt noch s dazu, haben wir auch r als
Produkt irreduzibler Elemente geschrieben, im Widerspruch zur Wahl von r. Somit l&sst
sich jedes nicht invertierbare Element # 0 in irreduzible Elemente zerlegen.

Nun zeigen wir die Eindeutigkeit. Seien m,n € N, und fi,..., fi, 91, - - ., gn irreduzible
Elemente, sodass fi -+ f;, = g1+ gn. Wir zeigen durch Induktion nach min(m,n), dass
sich die f; und g; zueinander assoziieren lassen. Wenn m = 1, so gilt, da f; irreduzibel
ist, auch n = 1, und somit f; = g;. Wenn n = 1, so gilt analog m = 1 und f; = ¢;.
Wenn m > 2 und n > 2, dann gilt fi | g1 - - - g». Da fi nach Voraussetzung prim ist, teilt
es eines der g;. Da g; irreduzibel ist, gilt f; ~g g;. Es gibt also ein invertierbares u € R,
sodass g; = u - fi. Wir wenden nun die Induktionsvoraussetzung auf (ufy) - f3-- - fin =

g1 Gi—1Gi41 " - gn A1

([2)=(1): Sei R ein faktorieller Ring, und sei (a;) C (as) C (a3) C ... eine Kette von
Hauptidealen. Wir nehmen an (a;) # (0). Dann gilt a,, | ap—1 | -+ | a3 | ag | a;. Sei I
eine vollstdndige Auswahl von irreduziblen Elementen, und sei oy eine Zerlegung von
ay beziiglich I. Es gilt dann nach Lemma fir alle @ € I: ax(i) < aq(i). Da es nur
endlich viele 8 : I — Ny mit der Eigenschaft §(i) < a4(i) fiir alle 7 € I gibt, und da die
Folgen (cv(i))ken wegen Lemma fiir alle ¢ € I schwach monoton fallend sind, gibt
es ein N € N, sodass fiir k > N gilt: o, = ay. Dann gilt aber auch (ax) = (ay).

Wir zeigen nun, dass jedes irreduzible Element von R prim ist. Sei dazu f irreduzibel,
und seien a,b € R so, dass f | ab. Zu zeigen ist, dass f mindestens eines der Elemente
a oder b teilt. Wegen f | ab gibt es r € R, sodass

fr = ab.

Wenn a = 0, so gilt f | a; wenn b =0, so gilt f | b. Wir nehmen nun an, dass a # 0 und
b # 0. Wenn a invertierbar ist, dann gilt fra~! = b, und somit f | b; wenn b invertierbar
ist, gilt f | a. Es bleibt der Fall, dass a,b beide # 0 und beide nicht invertierbar sind.
Dann gibt es m,n € N und irreduzible Elemente ay, ..., am,b1,...,b, € R, sodass

a=ay - Q,und b=>5b;---b,.



3. TEILBARKEIT IN POLYNOMRINGEN 21

Falls r invertierbar ist, dann ist fr irreduzibel, und wegen der Eindeutigkeit der Zerle-
gung zu einem a; oder b; assoziiert. Wenn fr zu einem a; assoziiert ist, dann gilt fr | a,
und somit f | a; wenn fr zu einem b; assoziiert ist, dann gilt f | b.

Wenn r nicht invertierbar ist, dann gibt es [ € N und irreduzible Elemente r{,...,r, € R,
sodass
fricrp=ay-Qpm-by--by.

Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung ist f zu einem a, oder b; assoziiert. Es gilt also

wieder f | a oder f | 0. O

DEFINITION 3.9. Ein Integritatsbereich R ist ein Hauptidealbereich, wenn es fiir jedes
Ideal I von R ein a € R gibt, sodass I = (a).

SATZ 3.10. Jeder Hauptidealbereich ist faktoriell.

BEWEIS. Sei R ein Hauptidealbereich. Da jedes Ideal von R endlich erzeugt ist,
erfiillt R die (ACC) fiir Ideale, also insbesondere fiir Hauptideale. Wegen Satz ist
jedes irreduzible Element von R prim. 0J

3. Teilbarkeit in Polynomringen

In diesem Kapitel zeigen wir, dass fiir einen faktoriellen Integritédtsbereich R der Poly-
nomring R[X] ebenfalls ein faktorieller Integrititsbereich ist.

DEFINITION 3.11. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sei n € Np, und sei f =
S, fiX" € R[X]. Das Polynom f ist primitiv, wenn es kein primes p € R gibt, das
alle Koeffizienten f; (i =0,...,n) teilt.

LEMMA 3.12 (Gaufssches Lemma). Sei R ein kommutativer Ring mit Fins, und seien
f,g € R[X]| primitiv. Dann ist f - g ebenfalls primitiv.

BEWEIS. Wir nehmen an, dass f-¢g nicht primitiv ist. Dann gibt es ein primes p € R,
das alle Koeffizienten von f - g teilt. Wir bezeichen mit [f](, das Polynom Z?i%f (fi +
(p))X" im Ring R/(p) [X]. Es gilt also dann [f - ¢](,) = 0. Da (p) prim ist, ist R/(p)
ein Integritdtsbereich. Daher ist auch R/(p)[X] ein Integritatsbereich (der fithrende
Koeffizient des Produkts zweier Polynome ist das Produkt der fithrenden Koeffizienten
dieser zwei Polynome). Da [f - gl = [flp) - [9)(p), muss also [f]y oder [g]) gleich 0
sein. Wenn |f](,) gleich 0 ist, dann teilt p alle Koeffizienten von f, und f ist somit nicht
primitiv; [g]y = 0 bedeutet, dass g nicht primitiv ist. O

Fiir einen faktoriellen Integritétsbereich fixieren wir eine Funktion ged : P(R) — R mit
der Eigenschaft, dass fiir jedes A C R das Element ged(A) ein grofter gemeinsamer Tei-
ler von A ist. Fiir ein Polynom f = >"" | f;X* € R[X] ist ¢(f) := ged({ fo, f1,---, fa})
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der Inhalt von f. Wenn f # 0, so gibt es dann genau ein Polynom fmit f = c(f) - f.
Dieses Polynom f heift der primitive Anteil von f. Wir definieren 0 := 1.

LEMMA 3.13. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich, seien f,g € R[X] und seir € R.
Dann gilt:

1) c(rf) ~rrec(f).

(1)

(2) f ist ein primitives Polynom.
(3) c(fg) ~r c(f)clg)-

(4)

—_—

Wenn f # 0 und g # 0, so gibt ein invertierbares u € R mit u (fg) = fg.

BEWEIS. (1) Wegen Lemma[2.6|gilt c(rf) = ged({r fo, ..., 7fn}) ~rrgcd({fo,..., [a}) =
re(f).

Es gilt ¢(f) = c(c(f)f) ~r c(f)c(f). Sei u ein invertierbares Element von R mit
c(f)u = c(f) c(f). Dann gilt ¢(f)(u — c(f)) = 0. Wenn ¢(f) = 0, dann gilt f = 0 und
somit f = 1, somit ist f primitiv. Wenn c( f ) = u, so teilt jedes prime p € R, das alle
Koeffizienten von f teilt, auch v und ist somit invertierbar und damit nicht prim. Also
ist f primitiv.

B) Es gilt o(fg) = c(c(f)felg)d) = c(c(f)c(9)fg) ~r c(f)cg)c(f). Wegen Lem-

ma ist fg¢ primitiv, also ist ¢(fg) ein invertierbares Element von R, und somit gilt

c(f)clg)e(fg) ~r c(f)clg).

Es gilt fg = c(fg)(f/\g/) und fg = c¢(f) c(g)f@ﬂegen gibt~es ein invertierbares
u € Rmit c(fg) = uc(f)c(g), also gilt uc(f) c(g)(fg) = c(f) c(g)fg und wegen f, g # 0

somit auch u (fg) = fg. O

SATZ 3.14. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich, seien f,g € R[X], und sei Q(R)
der Quotientenkorper von R. Dann sind dquivalent:

(1) f g in RIX].
(2) f1g in QR)[X] und c(f) | ¢(g).

BEWEIS. ([I)=(2): Sei ¢ € R[X] so, dass g = ¢f. Dann gilt c(9) = c(qf) ~r
c(q) c(f), also gilt c(f) | c(g).
@=(0): In Q(R)[X] gilt f | f | g. Sei h € Q(R)[X]so, dass g = hf, und sei r € R\ {0}
so, dass rh € R[X]. Dann gilt rg = (rh)f. Es gilt dann

c(rh) ~g c(rh)c(f)
~R C(Thf)
=c(rg)
~rTc(g),
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Also gilt 7 | ¢(rh). Also sind alle Koeffizienten von rh durch r teilbar, und somit gilt
h € RIX]. O

KOROLLAR 3.15. Sei R ein ein faktorieller Integritatsbereich, und seien f,g € R[X].
Wir nehmen an, dass f primitiv ist und dass f | g in Q(R)[X] gilt. Dann gilt f | g auch
in R[X].

BEWEIS. Da c(f) invertierbar ist, ist Bedingung ([2)) von Satz erfillt. O

LEMMA 3.16. Sei R ein faktorieller Integritdtsbereich, sei Q(R) sein Quotientenkorper,
und sei f € R[X]. Dann sind dquivalent:

(1) f ist ein irreduzibles Element von R[X].
(2) Es gibt ein irreduzibles Element r € R mit f = rX°, oder f ist primitiv und f
ist ein irreduzibles Element von Q(R)[X].

BEWEIS. (I)=(2): Sei f ein irreduzibles Element von R[X]. Es gilt
f=chf,
daher ist einer der Faktoren c¢(f) und f invertierbar in R[X].
Im Fall, dass c(f) invertierbar ist, zeigen wir, dass f in Q(R)[X] irreduzibel ist.

Wenn f in Q(R)[X] invertierbar ist, so so gilt deg(f) = 0 und daher gilt f ~x c(f)X?,
und f ist damit auch in R[X] invertierbar, im Widerspruch dazu, dass f irreduzibel in
R[X] ist.

Sei nun g ein Teiler von f in Q(R)[X]. Es gibt dann a € Q(R) \ {0}, sodass ag primitiv
ist. Dann gilt in Q(R)[X], dass ag | f und wegen der Primitivitdt von ag daher auch
ag | f in R[X]. Wenn ag invertierbar in R[X] ist, so gilt deg(ag) = 0 und damit
deg(g) = 0. Wenn ag zu f in R[X] assoziiert ist, so gilt f | ag in R[X], also auch f | g
in Q(R)[X], und somit sind f und g assoziiert in Q(R)[X]. Somit ist f irreduzibel in
Q(R)[X].

Im Fall, dass f invertierbar in R[X] ist, gilt wegen f = ¢ ff, dass f und c(f) in R[X]
assoziiert sind. in R[X]. Somit ist auch c(f) ein irreduzibles Element in R[X], und damit
auch irreduzibel in R.

([2)=(1): Wenn r ein irreduzibles Element von R ist, so ist rX° irreduzibel in R[X].
Wir nehmen nun an, dass f in Q(R)[X] irreduzibel ist und c(f) in R invertierbar ist.
Da f in Q(R)[X] nicht invertierbar ist, ist f auch in R[X] nicht invertierbar. Um zu
zeigen, dass f irreduzibel in R[X] ist, wihlen wir einen Teiler g von f in R[X]. Es gilt
dann c(g) | ¢(f) in R, also ist ¢(g) invertierbar, und g somit primitiv. Wenn deg(g) = 0,
so ist g daher gleich uX" fiir ein invertierbares u € R, und somit ist g invertierbar in
R[X]. Wenn deg(g) = deg(f), so gilt f | g in Q(R)[X] und somit wegen Satz und
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c(f) | c(g) in R, auch f | g in R[X]. Somit sind f und g assoziiert in R[X]. Also ist f
irreduzibel in R[X]. O

SATZ 3.17. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich. Dann ist auch R[X] faktoriell.

BEWEIS. Wir zeigen als erstes, dass R[X] die (ACC) fiir Hauptideale erfiillt. Sei
a; € R[IX]\ {0}, und sei (a;1) C (ay) C - - eine Folge von Hauptidealen. Fiir jedes i € N
wahlen wir r; € R und ein primitives b; € R[X] so, dass a; = r; b;. Wegen Satz ist
dann (r1)g C (r2)r C --- eine aufsteigende Kette von Idealen in R und (b1)g(r)x] €
(b2)o(r)x] € - eine aufsteigende Kette von Idealen in Q(R)[X]. R ist faktoriell, und
erfiillt daher die (ACC) fiir Hauptideale. Der Ring Q(R)[X] ist ein Polynomring iiber
einem Korper. Als solcher ist er ein Hauptidealbereich (jedes Ideal I wird von jedem
Polynom kleinsten Grades in I \ {0} erzeugt), und somit faktoriell. Es gibt also ein
N € N, sodass fur alle & Z N gllt (rN)R = (T’k)R und (bN>Q(R)[X] = (bk)Q(R)[X] Es
gilt also by | by in Q(R)[X] und ry | rg in R. Somit gilt ay | ax in R[X], und somit

(ax)rix) = (an)Rrix)-

Nun zeigen wir, dass jedes irreduzible Element in R[X] prim ist. Sei dazu f € R[X]
irreduzibel, und seien a,b € R[X]\ {0} so, dass f | a-b. Wir wollen nun zeigen, dass f
in R[X] entweder a oder b teilt. Wir unterscheiden zwei Félle nach Lemma [3.16]

Wenn f = 7X° mit einem irreduziblen r € R ist, so gilt 7 = c(f) | c(a)c(b). Da R
faktoriell ist, ist r prim in R, und somit gilt r | ¢(a) oder 7 | ¢(b), und folglich r X° | a
oder r X | b.

Im anderen Fall ist f wegen Lemma primitiv und irreduzibel in Q(R)[X]. Der
Ring Q(R)[X] ist ein Polynomring iiber einem Korper, folglich euklidisch, daher ein
Hauptidealbereich und somit faktoriell. Also ist f prim in Q(R)[X] und es gilt daher
flaoder f|bin Q(R)[X]. Wegen Korollar [3.15 gilt dann f | a oder f | b in R[X].

Also ist f prim in in R[X]. O

KOROLLAR 3.18. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich und k € N. Dann ist R[ X1, ..., Xj]
faktoriell.

4. Grofite gemeinsame Teiler im Polynomring

SATZ 3.19. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich, und seien fi,..., f, € R[X]\ {0}.
Es sei dy ein grifiter gemeinsamer Teiler von c(f1),...,c(fn) in R, und dy ein grifster
gemeinsamer Teiler von fi,..., f, in Q(R)[X]. Wir nehmen an, dass dy primitiv in
R[X] ist. Dann ist didy ein grofiter gemeinsamer Teiler von fi, ..., f, in R[X].

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dass dids alle f; teilt. Sei¢ € {1,...,n}. Dad; | c(f;)
in Rund dy | f; in Q(R)[X], liefert Satz auch didy | f; in R[X].
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Sei nun d’ € R[X] so, dass d' in R[X] alle f; teilt. Dann gilt wegen Satz [3.14] dass c¢(d')
alle ¢(f;) in R teilt, und dass d alle f; in Q(R)[X] teilt. Da d; ein grokter gemeinsamer
Teiler in R ist, gilt ¢(d’) | d; in R. Da dy ein grofter gemeinsamer Teiler in Q(R)[X] ist,
gilt d' | dy in Q(R)[X]. Auferdem gilt d; | ¢(dids). Wegen Satz gilt daher d' | dids
in R[X]. O

UBUNGSAUFGABEN 3.20.

(1) (Grofter gemeinsamer Teiler) Seien f, g € Q[X,Y] gegeben durch
f o= XY?+X?Y?
g = Y+ XY+ XY?24+ X272
(a) Bestimmen Sie einen groften gemeinsamen Teiler von f und g in Q(X)[Y].
(b) Bestimmen Sie einen groften gemeinsamen Teiler von f und g in Q(Y)[X].
(c) Bestimmen Sie einen groften gemeinsamen Teiler von f und ¢ in Q[X, Y.
(d) Bestimmen Sie einen grofiten gemeinsamen Teiler von f und g in Q(X,Y).
Dabei ist Q(X) der Quotientenkdrper von Q[X].
(2) (Grofter gemeinsamer Teiler) Seien f, g € Q[X,Y] gegeben durch
f = XY +X3%Y +X?Y?2 4 XY3
g = X+X34+Y +2X%Y +2XY2+Y3
(a) Bestimmen Sie einen groften gemeinsamen Teiler von f und g in Q(X)[Y].
(b) Bestimmen Sie einen groften gemeinsamen Teiler von f und ¢ in Q(Y)[X].
(c) Bestimmen Sie einen groften gemeinsamen Teiler von f und ¢ in Q[X,Y].
(d) Bestimmen Sie einen grofiten gemeinsamen Teiler von f und g in Q(X,Y).
(3) (Grofter gemeinsamer Teiler) Berechnen Sie grofte gemeinsame Teiler von f = 3220+
5520X + 2300X2 + 460X3 + 460X? und g = —230 — 230X + 46X3 + 46X* in Z[X]

und Q[X].



KAPITEL 4

Restklassenringe

1. Restklassenringe von Z

DEFINITION 4.1 (Z,). Sei Z der Ring der ganzen Zahlen, sei n € N, und sei (n) das
von n erzeugte Hauptideal von Z. Dann bezeichnen wir den Ring Z/(n) als den Ring
der ganzen Zahlen modulo n, und kiirzen ihn mit Z, ab.

Wir bezeichnen das Element = + (n) auch mit [z],; Z, hat genau die n Elemente
0], [1] s - - - [0 — 1],,. Wir schreiben a =, b oder a =b (mod n), wenn n | a — b.

SATZ 4.2 (Invertierbarkeit). Sein € N und a € Z. Dann ist [a],, genau dann invertierbar

in Ly, wenn ged (a,n) = 1.

BEWEIS. Wenn ged(a,n) = 1, so gibt es nach dem Euklidischen Algorithmus « und
v in Z, sodass ua + vn = 1. Dann gilt [u],[a], = [1],,. Wenn [a],, invertierbar ist, dann
gibt es ein x € Z mit [z],]al, = [1],, also n | za — 1. Dann gilt auch ged(a,n) | za — 1
und wegen ged(a,n) | za auch ged(a,n) | 1, also ged(a,n) = 1. O

Da in jedem kommutativen Ring mit Eins das Produkt invertierbarer Elemente wieder
invertierbar ist, erhalten wir:
LEMMA 4.3. Seien a,b invertierbare Elemente aus Z,,. Dann ist auch a - b invertierbar.

DEFINITION 4.4 (Euler’sche p—Funktion). Sei n € N. Wir definieren (1) := 1 und,
wenn n > 1,

¢ (n):={a € Z, : ainvertierbar}| = [{z € {1,2,...,n— 1} : ged (z,n) = 1}].

Beispiele: ¢ (12) = [{1,5,7,11}| =4 und ¢ (8) = |{1,3,5,7}| = 4.
SATZ 4.5 (Satz von Euler). Sein € N, n > 1, a € Z, ged (a,n) = 1. Dann gilt:

a?™ =1 (mod n).
So gilt etwa 7902 =74 =, 1 und 3v®) = 3* =; 1.

BEWEIS. Beweis von Satz 1.5} Seien n € N und a € Z. Wir nehmen an, dass
ged (a,n) = 1. Sei
I :={x € Z, | x ist invertierbar} .

26
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Wir wissen bereits, dass |I| = ¢ (n). Wir definieren

f 1 — 1
r — z-]a

n

und zeigen, dass f injektiv ist. Dazu fixieren wir z,y € I mit f (z) = f (y). Das heifst:
x-lal, =y-|a],. Da ged (a,n) =1, gibt es b € Z mit [a], - [b], = [1],, . Wir erhalten also
x-la], - b, =vy-lal, - [b], und damit z = y. Daher ist f injektiv. Die Funktion f ist
folglich eine bijektive Abbildung von [ nach I. Es gilt also:

[Tz=1]f@ =] la,) = <Hx> - ([a],) ™.

xel zel zel xel

Sei y € Z, das Inverse zu [], ., ». Dann gilt:

y-[[z=v- (Hflﬁ) - ([a],)?"™,

zel zel
und somit [1], = ([a], )?™ und folglich 1 = a#™ (mod n). O
KOROLLAR 4.6. Sei p eine Primzahl, und sei z € Z.. Dann gilt
2P =z (mod p).
Falls p kein Teiler von z ist, gilt
7' =1 (mod p).
BEWEIS. Wir wihlen eine Primzahl p und z € Z und nehmen an, dass p die Zahl z
nicht teilt. Wir wissen, dass ¢ (p) = p — 1, und daher gilt nach dem Satz von Euler
7' =1 (mod p).
Da p | (2?71 — 1), gilt auch p | (2” — 2), und somit z? = z (mod p).
Wenn p | z, dann teilt p sowohl z als auch zP. O

UBUNGSAUFGABEN 4.7.

(1) (JRUB8T|) Zeigen Sie, dass fiir jede natiirliche Zahl n die Zahl n® — n ein Vielfaches
von 30 ist.
(2) Zeigen Sie, dass fiir alle a,b € Z, gilt:

(a+b)P = aP + .

(3) Seien m,n natiirliche Zahlen. Wann ist 2™ — 1 ein Teiler von 2" — 17
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2. Das RSA-Verfahren

SATZ 4.8. Seien p,q Primzahlen, p # q und seien a € Z, s € Ny. Dann gilt:

gl Tse—D-1) = 4 (mod pg) .

Beweis:

e 1. Fall: ged (a,pq) = 1: Wir wissen, dass a?~! = 1 (mod p) gilt (Satz von
Euler), daher gilt auch (a*1)“""* = 1 (mod p). Somit ist p ein Teiler von
a®P=1@=1)s _ 1 und damit auch von o115+l _ 4 Ebenso zeigen wir

Damit gilt insgesamt:

e 2. Fall: ged (a,pq) = p: Da der ged (a,q) = 1 ist, gilt mit dem Satz von Euler
a? ' =1 (mod q), und somit a1 ®=1 =1 (mod ¢). Das heift

q| qla=D-(p=1)s _ 1

Wir wissen, dass p | a. Daher gilt pq | (a(qfl)'(pfl)'s — 1) - a.
e 3. Fuall: ged (a,pq) = q: Beweis genauso wie im 2. Fall.
e /. Fall: ged (a, pq) = pq: Dann ist zu zeigen, dass 0 = 0 (mod pq). O

Beim RSA-Verschliisselungsverfahren wahlt der Systementwerfer zwei Primzahlen p, q,
sodass n = p ¢ nicht in verfligharer Zeit faktoriserbar ist, berechnet ¢ := (p —1)(q — 1),
wihlt fiir e eine beliebige Zahl mit 1 < e < ¢ und ged(e, ¢) = 1, und berechnet d so,
dass de =1 (mod ¢).

Der offentliche Schliissel ist (n,e), der private Schliissel (n,d). Die Verschliisselungs-
funktion ist gegeben durch E : Z, — Z,, E(m) := m¢, die Entschliisselungsfunktion
durch D : Z,, — Z,, D(c) := .

UBUNGSAUFGABEN 4.9.

(1) Sei n = py - pg - -+ - pk, wobei die p; lauter verschiedene Primzahlen sind, und sei
s € N. Zeigen Sie, dass fiir alle a € Z gilt:

a1+S'Hf=1(pi71) =aqa (mod n) .

(2) Fiir das RSA-Verfahren wéhlen wir p = 5,¢ = 11 und k& = 13. Chiffrieren Sie
(01,22, 03,08) und dechiffrieren Sie das Ergebnis!

(3) Frau Huber sendet Herrn Miiller mit dem RSA-Verfahren die Nachricht PMOXY.
Herr Miiller weifs, dass Frau Huber das RSA-Verfahren mit (n = 35,k = 5) verwen-
det hat (A=0, Z=25). Entschlisseln Sie die Nachricht! (Bemerkung: Warum ist es
iiberhaupt ungiinstig, einzelne Buchstaben zu verschliisseln?)
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(4) (Mathematica) Entschliisseln Sie (verbotenerweise) die Nachricht (2,3,5,7,11,13),
die mit £ = 13 und pg = 1334323339 verschliisselt wurde.

(5) (Mathematica) [LP98| p. 265] In einem RSA-System ist n = pg = 32954765761773295963
und k£ = 1031. Bestimmen Sie ¢, und entschliisseln Sie die Nachricht

899150261120482115

(A =0,7Z = 25).

(6) Sei n eine ungerade Primzahl, und seien r,s € N so, dass n — 1 = 2° - r und r
ungerade ist. Sei a eine ganze Zahl, die kein Vielfaches von n ist. Zeigen Sie, dass dann
a” =1 (mod n) gilt, oder dass es ein j € {0,1,...,s — 1} mit a¥” = —1 (mod n)
gibt. Hinweis: Dieser Satz ist die Basis fiir den Rabin-Miller Test, um nachzupriifen,
ob eine Zahl eine Primzahl ist.

3. Die Multiplikativitat der Eulerschen p-Funktion

SATZ 4.10 (Multiplikativitét der @-Funktion). Seien n,m € N. Wenn ged(n,m) = 1,
dann gilt ¢ (nm) = ¢ (n) - @ (m) .

Wir benutzen im Beweis das direkte Produkt von Ringen:

SATZ UND DEFINITION 4.11. Seien Ry und Ry Ringe mit Fins. Wir definieren auf der
Menge Ry x Ry Operationen durch

+ . —
S (1) +roera(32) = (i ) () mocra(32) = () = ()= (2007

Dann ist (R X Ro, + Ry xRys — Ry xR "Rix Ras (8; >, (12 )) ein Ring mit Fins. Er ist das
direkte Produkt von R; und Rs.

In Z4 x Zs5 rechnet man zum Beispiel ({it) . (%:) = (Et‘) .
SATZ 4.12. Seien n,m € N mit gcd (n,m) = 1. Dann ist die Abbildung

Vi Dom —> L X Lo
2 — ([2],, [2],,)

ein Isomorphismus dieser Ringe mit Fins.

BEWEIS. Wir zeigen als erstes, dass 1 wohldefiniert ist. Dazu zeigen wir, dass fiir
alle y, z € Z mit [y, == [z],,, auch die Gleichheiten [y] = [z], und [y] = [z],, gelten.
Seien dazu y, z € Z mit [y|pm = [2]am. Dann gilt nm |y —z, alson |y—zund m |y — =

und somit [y], = [z}, und [y}, = [2]m.
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Wir zeigen nun, dass 1) ein Homomorphismus ist und iiberpriifen dazu die Homomor-
phismuseigenschaft fiir 4. Es gilt

b ([#m + [Ylom)

Y ([2+ Ylm)

([z +yl,, [z +v],)
([z],, + Y], » [=],, + [W],)
:<EZ>+<%Z>

=V ([2],00) T % ([Ylom) -

Die Homomorphismuseigenschaft fiir - zeigt man genau so.

Als néchstes zeigen wir, dass v bijektiv und damit ein Isomorphismus ist. Da beide
Mengen endlich und gleich grof sind, reicht es, zu zeigen, dass ¢ injektiv ist. Wir nehmen
also 4 ([a],) = ¥ ([y],,) an. Damn gilt ([z],.[],,) = (], ,[4],,), und somit n | = —
und m | x —y. Da ged (n,m) = 1, gilt dann nm |  — y, und folglich [z],,, = [y],,,- Die
Abbildung 1 ist also injektiv, somit surjektiv und damit bijektiv. O

BEWEIS VON SATZ [4.10l Seien n,m € N so, dass ged(n,m) = 1. Wir berechnen
als erstes die Anzahl der invertierbaren Elemente von Z,, x Z,,: Wir zeigen, dass (‘Z) €
Ly X 7y, genau dann invertierbar ist, wenn a invertierbar in Z, und b invertierbar in
Z,y, ist. Dazu fixieren wir zunéchst (Z) € Z,, X Zy, und nehmen an, dass (Z) invertierbar
ist; es gibt also (;) € Ly, X Loy, sodass (Z) . (2) = 1z,x2,, = ([[11}}”). Daher ist a in Z,
invertierbar (mit Inversem c), ebenso b in Z,, (mit Inversem d). Nun fixieren wir a € L,
b € Zy, beide invertierbar. Falls ac = [1],, und bd = [1],,, dann ist () das Inverse
zu (§). In Z, gibt es ¢ (n) invertierbare Elemente, in Z,, gibt es ¢ (m) invertierbare

Elemente, und somit gibt es in Z,, x Z,, genau ¢ (n) - ¢ (m) invertierbare Elemente.

Wir bestimmen nun die Anzahl der invertierbaren Elemente in Z,,,: Der Ring Z,,,
besitzt nach der Definition von ¢ genau ¢ (nm) invertierbare Elemente.

Wegen Satz sind die Ringe Z,,, und Z,, X Z,, isomorph und besitzen somit gleich
viele invertierbare Elemente. Somit gilt ¢ (nm) = ¢ (n) - ¢ (m). O

Aus der Primfaktorzerlegung von n = [[,.,pi"* mit a; > 1 fiir alle i € A und aus
e(p*) =p

(e

— p®~! fiir Primzahlen p und a > 0 kann man jetzt leicht ¢(n) durch

p(n) = o([Leary)
= Ilica® @)
= [Leart (1-1)
HieA p?i ) HieA <1 - p%)
= n-Jliea (1_;%)

berechnen.
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BEISPIEL 4.13. ¢ (12) =12- (1 —1) - (1—3) =4=2-2=0(3) - ¢ (4).

4. Zerlegungen

LEMMA 4.14. Sei R ein Ring, und seien A, B Ideale von R. Dann ist A+ B :={a+b|
a € A,be B} ein Ideal von R.

SATZ 4.15. Sei R ein Ring, und seien A, B Ideale von R mit A+ B = R. Dann sind
die Ringe R/(AN B) und R/A x R/B isomorph.

BEWEIS. Seih: R - R/AX R/B, h(r) := (r+A,r+ B). Dann gilt ker(h) = AN B.
Wir zeigen nun, dass h surjektiv ist. Seien dazu r,s € R. Wegen A + B = R gibt
esa € Aund b € B mit a+b = r — s. Also gilt s + b = r — a und somit gilt
h(ir—a)=(r+a+A,s+b+B)=(r+A,s+ B). Wegen des Homomorphiesatzes sind
R/ ker(h) und h(R) isomorph. O

Der Chinesische Restsatz (Satz[4.17) bestimmt die Losbarkeit bestimmter Systeme von
Kongruenzen. Dazu brauchen wir zunichst einen Zusammenhang zwischen ged, lem und
der Summe und dem Durchschnitt von Hauptidealen.

SATZ 4.16. Sei R ein Hauptidealbereich, und seien a,b € R.

BEWEIS. Sei d ein Erzeuger von (a) + (b). Dann gilt a € (d) und b € (d), also
d| aundd | b. Sei d ein weiterer Teiler von a und b. Dann gilt (a) C (d’) und (b) C (d'),
also (a) 4+ (b) C (d') und somit (d) C (d’). Folglich gilt d € (d'), also d’ | d. Daher ist
d ein grofter gemeinsamer Teiler von {a,b}. Da ged(a, b) auch ein grofster gemeinsamer
Teiler von {a, b} ist, sind d und ged(a, b) assoziiert in R und erzeugen daher das gleiche

Ideal. Somit gilt (d) = (ged(a,b)).

Sei v ein Erzeuger von (a) N (b). Dann gilt v € (a) und v € (b), also a | v und
b | v. Sei v' ein weiteres gemeinsames Vielfaches von {a,b}. Dann gilt v € (a) N (b),
also v’ € (a) N (b). Somit gilt v' € (v), also v | v". Daher ist v ein kleinstes gemeinsames
Vielfaches von {a,b}. Da alle kleinsten gemeinsamen Vielfachen zueinander assoziiert
sind und daher das gleiche Ideal erzeugen, gilt (v) = (lem(a, b)).
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Sei [ eing Auswahl irreduzibler Elemente von R und sei a = [, i@ b= [Lc; PG
¢ =[Lic; 9. Dann gilt
(a) + ((0) N (¢)) = (a) + (lem(b, c))
= (a) + (H@-max(ﬁ(') (7))

i€l
= (ged(a Hlmax(ﬁ
iel
— (e[ 20, T k00
il i€l
_ <H Z.min(a(i)7max(,@(i)v’Y(i))))
el
H ‘max(min((i),B(i)), min(o(i),y(i)))
icl
(tean ([ i@, T i)
iel el
H min(a(i),B(i) H smin(a(2),y 1)
iel el

= (ged(a, b)) N (ged(a, ¢))
= ((a) + (b)) N ((a) + (c))-
O

Firn € Ny ist n:={1,2,...,n}. In einem Ring R schreiben wir = y (mod m), wenn
x — 1y in dem von m erzeugten Hauptideal liegt.

SATZ 4.17 (Chinesischer Restsatz). Sei R ein Hauptidealbereich, sei n € N, und seien
A1y.vnyQp, M, ..., My € R. Dann sind daquivalent:

(1) Es gibt x € R mit x = a; (mod m;) fir alle i € n.
(2) Fiir alle i, € n liegt a; — a; im Ideal (m;) + (m;).

BewELs. [I)=2): Es gilt a; — a; = (a; — ) + (z — a;) € (m;) + (m;). @)=(1):
Induktion nach n. Wenn n = 1, so leistet x := a; das Gewlinschte. Sei nun n > 2.
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein zp mit xy = a; (mod m;) fiir i € n — 1. Fiir
i €n—1gilt £o =(m,) @G Z(mi)+(mn) A, als0 Tg — a, € (M;) + (My,). Somit gilt

To— ay € ﬂ ((m) + (ma,)).

en—1

Wegen Satz gilt daher auch



4. ZERLEGUNGEN 33

Seien y € (;c,,_1(m;) und z € (m,,) so, dass xy — a, = y+ 2. Dann gilt g —y = a, + 2,
und somit erfillt = := a,, + z die Bedingung = = a; (mod m;) fiir alle ¢ € n. O

Algorithmisch kann man Systeme von Kongruenzen iiber einem Euklidischen Bereich R
mit linearer Algebra iiber R, also mit der Hermite-Normalform 16sen.



KAPITEL 5

Ubersicht iiber einige Klassen von Ringen

Wir fassen die wichtigsten Eigenschaften von Integritdtsbereichen zusammen.
SATZ 5.1. Sei R ein Integrititsbereich. Dann gilt:

(1) R ist Korper = R ist ein Euklidischer Bereich.
(2) R ist ein Euklidischer Bereich = R ist ein Hauptidealbereich.
(3) R ist ein Hauptidealbereich = R ist faktoriell.

BEWEIS. (1) Wir setzen §(z) = 1 fiir alle z € R\ {0}.

Satz [2.14]
Satz [3.10] O

Ubersicht iiber einige Klassen von Ringen:

Kommutative Ringe mit Eins:
Es gilt: Produkt primitiver Polynome ist primitiv (Lemma [3.12)). Faktorringe modulo
maximalen Idealen sind Korper.

Beispiele fiir kommutative Ringe mit Eins, die keine Integritédtsbereiche sind: Z,, fiir
ng {0}UPU{—p|peP} QXi,...,X,]/(f), wenn f nicht 0 und nicht irreduzibel

1st.

Integritiatsbereiche:
Es gilt: prime Elemente # 0 sind irreduzibel; a | b und b | a impliziert, dass a und b
assoziiert sind.

Beispiele fiir Integritétsbereiche, die nicht faktoriell sind: Z[v/=5] = {a + bv/5i | a, b, €
7} =2 Z[X]/(X? +5) {(\%b **fb> | a,b € Z}. Da X? + 5 irreduzibel und somit
prim ist, ist dieser Ring ein Integritdtbereich. Wegen det(AB) = det(A) det(B) gilt fiir

jedes invertierbare Element det((\/agb _\fb)) € {—1,+1}, also a* + 5b* = 1, und somit

a € {—1,41} und b = 0. Die Elemente 2,3,1 + V/5i,1 — v/5i sind alle irreduzibel, nicht
assoziiert, und es gilt 2 -3 = (14 v/5i)(1 — v/5i).
34
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Faktorielle Integritatsbereiche:
Es gilt: irreduzible Elemente sind prim, (ACC) fiir Hauptideale, ged’s und lem’s exis-
tieren immer.

Beispiele fiir faktorielle Integritiatsbereiche, die keine Hauptidealbereiche sind: Z[X],
Q[Xy,..., X, firn > 2.

Hauptidealbereiche:

Es gilt: (ACC) fiir Ideale, Idealverband ist distributiv, also I+(JNK) = (I+J)N(I+K)
und IN(J+ K) = (InNJ)+ (InK) fir alle Ideale I, J, K, Chinesischer Restsatz
(Satz, ged(A) ist in der Form ) | ra; mit n € Ny, ay,...,a, € Aundry,...,r, €
R darstellbar.

Beispiel fiir einen Hauptidealbereich, der nicht Euklidisch ist: Z[HT\/T%] (J. C. Wilson,
1973).

Euklidische Bereiche:
Es gilt: ged’s kénnen mit dem Euklidischen Algorithmus ausgerechnet werden.

Beispiele fiir Euklidische Bereiche, die keine Kérper sind: Z, Z[i], Q[ X, Q[[X]].

Korper:
Es gilt: Fiir einen Kérper K ist der Polynomring K[X] euklidisch, K ist einfach.

Beispiele: Q, Z, fiir p prim, D/(r) fiir einen Hauptidealbereich D und ein irreduzibles
Element r, also etwa Q[X]/(X? — 2), R/M fiir einen kommutativen Ring mit Eins R
und ein maximales Ideal M, Quotientenkdrper eines Integritétsbereiches.
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KAPITEL 6

Gruppen, Untergruppen, Homomorphismen

1. Definition von Gruppen

DEFINITION 6.1. (G, -,1i,e) ist eine Gruppe, wenn G eine nichtleere Menge, - eine zwei-
stellige Operation auf G, ¢ eine einstellige Operation auf G, und e ein Element von G
ist, und fiir alle z,y, z € G gilt:

BEISPIEL 6.2. Sei X eine Menge, und sei Sy := {f : X — X|f ist bijektiv}. Fir
f1, fo € Sx definieren wir f; o fo durch f; o fo(x) = fi(fa(x)) fir alle x € X, und
i(f1) als die zu f; inverse Funktion f;'. Wir bezeichnen die identische Funktion auf
X als idy. Dann ist (Sx,o,1,idx) eine Gruppe, die symmetrische Gruppe auf X. Fiir
X =1{1,2,...,n} bezeichnen wir Sy auch als S,,.

SATZ 6.3. Sei (G, -,i,e) eine Gruppe. Dann gilt:

(1) Firalleze G :z-e=z;
(2) Fir alle z € G :i(i(2)) = z;
(3) Firalle ze G : z-i(z) =e.
38
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Beweis: Wir zeigen zunéchst , und wihlen dazu z € G. Es gilt

Nun zeigen wir . Wir wéhlen z € G und rechnen:

i(i(2)) = i(i(2)) -

Fir berechnen wir

UBUNGSAUFGABEN 6.4.

(1) Sei (G,-,1i,e) eine Gruppe. Zeigen Sie, dass fiir alle a,b € G die Gleichung a - x = b
genau eine Losung hat.

(2) Sei (G,,i,e) eine Gruppe. Benutzen Sie das vorige Ubungsbeispiel, um zu zeigen,
dass i(e) = e, und dass fiir alle z,y € G gilt:

i(w-y) =iy) - i(z).
(3) * Sei (G,-,i,e) eine Gruppe. Zeigen Sie durch eine Kette von Gleichungen wie im
Beweis von Satz[6.3] dass i(e) = e, und dass fiir alle z,y € G gilt:
i(z - y) = i(y) - i(z).
(4) Finden Sie eine Menge H, eine Funktion - von H x H nach H, eine Funktion i von
H nach H, und ein Element e € H, sodass alle folgende Eigenschaften erfiillt sind:
(a) Firalle z,y,z€ Hgilt: (v-y)-z2=2-(y-2),e-x =z, z-i(z) =e.
(b) (H,-,i,e) ist keine Gruppe.
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(5) Zeigen Sie, dass bei einer Gruppe G die Funktion, die das inverse Element bestimmt,
und das neutrale Element der Gruppe, bereits durch die zweistellige Gruppenopera-
tion vollstdndig bestimmt sind. Zeigen Sie dazu:

Seien (G,o,i1,e1) und (G,o,i2,e3) zwei Gruppen. (Die beiden Gruppen
haben also die Tragermenge G und die zweistellige Operation o gemeinsam.)
Dann gilt ¢; = 79 und e; = es.

Es ist erfreulich, dass man Satz automatisch beweisen lassen kann; die theoretische
Grundlage dafiir ist die Methode von Knuth und Bendix [KB70]|, die z. B. in [Buc82]
beschrieben wird. Eine Implementation dieses Algorithmus, der “Larch”-prover, liefert
bei Eingabe der Gleichungen

exr = T
i(x)xx = e
(x*xy)*xz = zx(yx*z)

innerhalb weniger Sekunden folgende Konsequenzen aus diesen Gleichungen:

group.1: exT z
group.2: i(r)xx = e
group.3: rxy*xz = wx(yx2)
group.4:  i(y)x(yxz) = =z
group.6: zxe = z
group.8: ilfe) = e
group.10: i(i(z)) = =z
group.11: zxi(z) = e
group.12: zx (i(2)xg) = g
group.24: i(gxy) = i(y)=i(g)

2. Beispiele fiir Gruppen

In manchen der folgenden Beispiele geben wir eine Gruppe (G, -, 1,¢€) einfach als (G, -)
an.

BEISPIEL 6.5 (Permutationsgruppen und die Zyklenschreibweise). Fiir n € N ist S,, =
{f +{1,2,...,n} = {1,2,...,n}| f ist bijektiv}. Diese Gruppe hat n! Elemente und
heifst die symmetrische Gruppe vom Grad n. Der Wirkungsbereich einer Permutation
f ist die Menge aller j € {1,...,n} mit f(j) # j. Einige Elemente von S,, bezeichnen
wir als Zyklen. Seien dazu iy, ..., 1, paarweise verschiedene Zahlen in {1,...,n}. Mit
(1,19, ... ,1m) bezeichnen wir die Abbildung f : {1,...,n} — {1,...,n}, f(i1) = is,
Flin) = i3, oo, flime1) = im, fim) = i1, f(j) =j fiir j € {1,...,n}\ {i1,....in}. Ein
f, das sich so schreiben ldsst, heift auch Zyklus der Ldnge m. Jedes Element der S,
lasst sich als Produkt endlich vieler Zyklen mit paarweise disjunktem Wirkungsbereich
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schreiben, so gilt zum Beispiel

(53933) =(1,3)(4,5) = (3,1)(5,4) = (5,4)(3,1)
und
(%%gi?) = (1’2’375)'

BEISPIEL 6.6 (Matrixgruppen). Seien n € N, p € P.

(1) Sei GL(n,p) die Menge aller reguldren n x n-Matrizen iiber Z,. Dann ist
(GL(n,p),-, ', E,) eine Gruppe, die allgemeine lineare Gruppe.

(2) Sei SL(n,p) := {A € GL(n,p) | det A = 1}. Dann ist (SL(n,p),-, ', E,) eine
Gruppe, die spezielle lineare Gruppe.

BEISPIEL 6.7 (Restklassen von Z mit Addition). Fiir n € N ist (Z,, +) eine Gruppe,
die zyklische Gruppe mit n Elementen.

BEISPIEL 6.8 (Restklassen von Z mit Multiplikation).

(1) Sei n > 2. Dann ist (Z,, -) keine Gruppe.

(2) Sein > 2. (Z,\{[0],},-) ist genau dann eine Gruppe, wenn n eine Primzahl ist.

(3) Sein € N, und sei Z? := {[z], |z € Z und ggT(x,n) = 1}. Dannist (Z7,-, 71, [1],)

eine Gruppe mit ¢(n) Elementen, die multiplikative Gruppe modulo n.

BEISPIEL 6.9 (Symmetriegruppen geometrischer Objekte). Wir zeichnen das Quadrat
mit den Eckpunkten (—1,—1), (1,—1), (1,1), (—=1,1), und betrachten alle bijektiven
linearen Abbildungen von R? nach R?, die das Quadrat auf sich selbst abbilden (diese
Abbildungen bezeichnen wir als Symmetrieabbildungen). Die Hintereinanderausfithrung
zweier Symmetrieabbildungen ist wieder eine Symmetrieabbildung. Die identische Ab-
bildung ist eine Symmetrieabbildung, und zu jeder Symmetrieabbildung d ist die inverse
Abbildung wieder eine Symmetrieabbildung. Die Menge aller Symmetrieabbildungen,
mit der Hintereinanderausfithrung als zweistelliger Operation, ist eine Gruppe. Fiir das
Quadrat gibt es genau 8 Symmetrieabbildungen.

BEISPIEL 6.10 (Endlich présentierte Gruppen). Sei G die 8-elementige Gruppe der Sym-
metrieabbildungen eines Quadrats. Wir bezeichnen nun eine Drehung des Quadrats um
90° gegen den Uhrzeigersinn mit a und eine Spiegelung an der y-Achse mit b. Wir kon-
nen dann jede der 8 Symmetrieabbildungen als Produkt von a’s und 0’s schreiben. Man
kann mit diesen Produkten rechnen, wenn man beriicksichtigt, dass a* = 1, b*> = 1, und
ba = a3b gilt. So gilt etwa baab = abab = a®b* = a?. Insgesamt konnen wir jedes Wort
zu einem Wort aus der Menge {1, a, aa, aaa, b, ab, aab, aaab} umformen, das die gleiche
Symmetrieabbildung darstellt. Daher gibt man diese Gruppe der Symmetrieabbildun-
gen des Quadrats, die man als D, (Diedergruppe mit 8 Elementen) bezeichnet, auch oft
SO an:

Dy={ ab | a*=1,0"=1ba=d’ ).
~~ N ~ -
Erzeuger definierende Relationen R
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Formal bildet man dazu die Menge W aller Wérter iiber dem Alphabet {a,b,a™!, b7}
und bezeichnet w; und wy in W als dquivalent beziiglich der definierenden Relationen
R, wenn w;, w fiir alle Gruppen G und fiir alle a,b € G mit a* = 1,b> = 1,ba = a®b
das gleiche Element aus G ergeben. Die Faktormenge nach dieser Aquivalenzrelation ist
dann die von den Erzeugern {a,b} und den Relationen R préisentierte Gruppe.

BEISPIEL 6.11 (Gruppen, die durch die Gruppentafel gegeben sind). Wir definieren eine
Gruppenoperation auf {0, 1,2,3} durch

UBUNGSAUFGABEN 6.12.

(1) Bestimmen Sie die Matrixdarstellung der acht linearen Abbildungen, die das Quadrat
mit den Eckpunkten (—1,-1), (1,—-1), (1,1), (=1, 1) in sich selbst {iberfiihren.

(2) Wir betrachten alle Abbildungen {f : C — C}, die sich als Hintereinanderausfithrung
der Funktionen 2 — i -  und = — T schreiben lassen. (Dabei ist a + bi := a — bi).

(a) Wieviele Funktionen lassen sich daraus zusammenbauen?
(b) Was machen diese Funktionen mit den Punkten {—1 —4,1 —d,14+¢,—1 4 i}?

(3) Wir betrachten in R? das Sechseck mit den Eckpunkten {(Re(z),Im(z))|z € C, 26 =
1}. Bestimmen Sie alle Deckabbildungen, die dieses Sechseck auf sich selbst abbilden.

(4) Wir betrachten in R? das Sechseck mit den Eckpunkten {(Re(z),Im(z))|z € C, 2% =
1}. Wie konnen Sie die Gruppe aller Symmetrieoperationen dieses Sechseckes durch
Worte in a und b angeben? Was sind die “Rechenregeln”? (Diese Rechenregeln be-
zeichnet man auch als definierende Relationen.)

(5) * Als “Wort” betrachten wir eine endliche Folge von Buchstaben aus {a,b,c, ..., z}.
Diese Worte verkniipfen wir durch Aneinanderhéngen, also z.B. afcxgff =afcgff.
Fiir manche Worte wy, wy gilt w1 * wy = ws * w1, zum Beispiel aaa * aa = aa * aaa,
oder, komplizierter, avd * avdavd = avdavd * avd. Beschreiben Sie alle Wortpaare
(w1, wq), sodass wy * we = wa * wWj.

3. Untergruppen und Homomorphismen

DEFINITION 6.13. Sei (G, -) eine Gruppe. Eine nichtleere Teilmenge H von G ist eine
Untergruppe von G, wenn fiir alle hy, hy € H auch dass auch h;' € H und hy - hy € H
gilt.
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Der Durchschnitt von Untergruppen ist wieder eine Untergruppe. Fiir A C G definieren
wir die von A erzeugte Untergruppe (A) als den Schnitt aller Untergruppen H von G
mit A C H. Es gilt dann:

SATZ 6.14. Sei G eine Gruppe, A C G. Dann gilt
(A) ={af*---a" | n €Ny, a1,...,a, € Ayeq,...,e, € {—1,+1}}.

Wir schreiben auch (ay, ..., a,) fir ({a1,...,a,}).

SATZ 6.15 (Satz von Lagrang{b. Sei G eine endliche Gruppe, und sei H eine Unter-
gruppe von G. Dann ist |H| ein Teiler von |G|.

BEWEIS. Wir definieren auf G eine Relation ~y. Fiir a,b € G gelte a ~y b genau
dann, wenn es h € H mit ah = b gibt. Also gilt a ~y b genau dann, wenn a~'b € H.
Diese Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf G. Die Aquivalenzklasse von a ist
{ah | h € H} =: aH. Die Abbildung A\, : H — aH, \,(h) := ah, ist bijektiv, daher hat
die Klasse aH gleich viele Elemente wie H. Da sich G also in lauter Klassen von |H |
Elementen partitionieren ldsst, gilt [H| | |G|. O

Fiir eine endliche Gruppe heift |G| auch die Ordnung von G.

DEFINITION 6.16. Seien GG, H Gruppen. Eine Funktion f : G — H ist ein Homomor-
phismus, wenn fiir alle a,b € G gilt, dass f(a-b) = f(a) - f(b).

Ein Homomorphismus erfiillt f(1g) = f(lg-1g) = f(1g) - f(1g). Durch Multiplikation
mit (f(1g))™" erhilt man 15 = f(1g). Weiters gilt f(a™') = f(a)™! fiir alle a € G.

UBUNGSAUFGABEN 6.17.

(1) Die Ordnung eines Gruppenelements g ist das kleinste n € N, sodass ¢g" = 1. Sei ¢
ein Gruppenhomomorphismus. Seien G und H endliche Gruppen, und sei ¢ : G — H
ein Gruppenhomomorphismus. Zeigen Sie, dass fiir jedes g € G die Ordnung von g
ein Vielfaches der Ordnung von ¢(g) ist.

(2) Finden Sie das kleinste m € N, sodass die Gruppe (Zs3p,+) in die symmetrische
Gruppe Sy, einbettbar ist!

(3) Finden Sie eine 4-elementige Untergruppe der Sy, die nicht isomorph zur Z4 ist.

(4) Seien G und H Gruppen, sei h ein Homomorphismus von G nach H. Sei A Trégermen-
ge einer Untergruppe von G. Zeigen Sie, dass h(A) Tragermenge einer Untergruppe
von H ist.

(5) Seien G und H Gruppen, sei h ein Homomorphismus von G nach H. Sei B Tréger-
menge einer Untergruppe von H. Zeigen Sie, dass h™1(B) = {z € G|h(z) € B}
Tragermenge einer Untergruppe von G ist.

1Joseph-Louis Lagrange, 1736-1813
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(6) Zeigen Sie, dass ein Homomorphismus, der die Eigenschaft
firallez € G: h(z) =1y =z = 1¢

erfiillt, injektiv ist.

(7) Sei n € N. Finden Sie alle Homomorphismen von (Z,,, +) nach (Z,, +). Welche sind
bijektiv?

(8) Zeigen Sie, dass die Abbildung f : G — G, g + g~! genau dann ein Homomorphismus
ist, wenn G abelsch ist, also -y =y - x fiir alle z,y € G gilt.

(9) Sei G die Gruppe ((Z2)™, *) mit der Verkniipfung

(1'1,332,---;»’Un)*(yla?JZw--;yn) = (xl@yth@yQ,---,xn@yn),

wobei @ die Addition modulo 2 ist. Sei X eine Menge mit n Elementen, und sei P(X)
die Potenzmenge von X. Zeigen Sie:

H := (P(X),A) ist eine Gruppe. (Finden Sie das Inverse zu Y C X, und

das Einselement.)
Geben Sie einen Gruppenisomorphismus von H nach G an!

DEFINITION 6.18. Sei N eine Untergruppe von G. N ist ein Normalteiler von G, wenn
fir alle g € G und n € N auch g~ 'ng € N gilt.

SATZ 6.19. Sei f : G — H ein Homomorphismus. Dann ist ker(f) :={g € G | f(g) =
1y} ein Normalteiler von G.

SATZ 6.20. Seien G eine Gruppe und N ein Normalteiler von G. Fiir g € G definieren
wir gN :={gn | n € N} und

G/N :={gN | g € G}.
Auf G/N definieren wir ® durch gN ® hN := (gh) N und (gN)~! := g* N. Dann sind

©® und ~' wohldefiniert, und (G/N,®, ', 1N) ist eine Gruppe, die Faktorgruppe von G
nach N.

BEWEIS. Wir nehmen an, dass g1 N = ¢go N und hi N = hoN. Dann gibt es ny,ny € N
mit g1 = gony und hy = hony. Dann gilt g1hy = ganihong = gghghz_lnlhgnQ. Da
N ein Normalteiler ist, gilt hQ_I’I’Lth € N und somit ng = hz_lnlhgng € N, und
wegen gihy = gohong gilt g1hy € (g2ho) N, also (g1h1) N = (g2ho) N. Weiters gilt
gt = (g2m) ' = nitgyt =05 gani gyt = g5 'na, also g 'N = g5 'N. Somit sind die

—
=ng
Operationen wohldefiniert. Assoziativitit, Neutralitit von 1N und (zN) }(zN) = 1N
rechnet man direkt nach. O

SATZ 6.21 (Homomorphiesatz). Seien G, H Gruppen, und sei f ein Homomorphismus
von G nach H. Dann ist im(f) := f(G) eine Untergruppe von H und N := ker(G) ein
Normalteiler von G. Weiters ist f : G/N — im(f), f(gN) := f(g), ein Isomorphismus.



KAPITEL 7

Zyklische und abelsche Gruppen

1. Zyklische Gruppen

DEFINITION 7.1. Eine Gruppe G ist zyklisch, wenn es ein a € G mit G = (a) gibt.

DEFINITION 7.2. Sei GG eine Gruppe, sei a € G und z € Z. Die Potenz a* definieren wir
als a---a (z Faktoren), wenn z > 0. Weiters ist a” := 15 und a* := (a™1)7* fiir z < 0.

LEMMA 7.3. Sei (G,-) eine Gruppe, sei a € G, und sei ¢ : Z — G definiert durch
©(z) = a” fir z € Z. Dann ist ¢ ein Homomorphismus von (Z,+) nach (G, ).

BEWEIS. Wir zeigen als erstes, dass fiir alle x € Z gilt, dass a**! = a® - a. Fiir
x > 0 ergibt sich das aus der Definition von a**!. Sei nun # < 0. Dann gilt a* - a =
(e a=(a"1)"*t =a*t. Wegen a®! - a = a” gilt daher auch a*~' = a® - ™! fiir
alle z € Z. Wir zeigen nun a**¥ = a* + ¥ durch Induktion nach |y|. Wenn y = 0, so
gilt a®0 =a®* =a®-1=0a"-a’ Wenn y > 0, so gilt ¢ = q@Hy=D+1 = gz+-1 . 4 =
(a1 -a =a"-(a¥"'-a) = a®-a’. Wenn y < 0, so gilt a®*¥ = g@+vFD-1 =
W) g7l = (@® - a?t) a7 = a® - (a¥T - a7t) = a® - at. 0

Wenn G = (a) zyklisch ist, gilt fiir diesen Homomorphismus ¢ auch a € im(p), und
somit (a) C im(p). Also ist ¢ surjektiv, und somit gilt G = {a* | z € Z}.

SATZ 7.4. Sei (G,-) eine zyklische Gruppe. Dann ist G zu (Z,+) isomorph, oder es gibt
einn € N, sodass G zu (Zy,+) isomorph ist.

BEWEIS. Sei a € GG ein Erzeuger von G, und sei p(z) := a® fiir z € Z. Da G zyklisch
ist, ist ¢ surjektiv. Sei N := {2 € Z | a* = 1¢}. Dann ist N ein Normalteiler von (Z, +),
und wegen des Homomorphiesatzes ist G isomorph zu Z/N. N ist auch ein Ideal des
Rings (Z, +, ). Somit gibt es ein n € Ny, sodass N = {tn |t € Z}. Wenn n = 0, so ist
Z/N isomorph zu (Z,+). Wenn n > 0, so ist Z/N die Gruppe (Z,,, +). O

SATZ 7.5. Seien a,b € N mit ged(a,b) = 1. Dann ist (Zay, +) isomorph zu Zg X Zy.

BEWEIS. Die Abbildung ¢ : Z — Z, X Zy, x© — ([x]4, [z]y) erfilllt ker(¢) = {z € Z :
a|xundb |z} = {x € Z :ab | x}. Somit ist Z/ker(yp) isomorph zu Z,. Da wegen
des Homomorphiesatzes im(p) somit ab Elemente hat, gilt im(¢) = Z, x Z;, und somit
Ligy = ZLg X Lp. [

45
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KOROLLAR 7.6. Jede endliche zyklische Gruppe ist direktes Produkt von zyklischen
Gruppen von Primzahlpotenzordnung.

SATZ 7.7 (Satz von Fermatﬂ). Sei (G,-) eine endliche Gruppe, sei g € G, und sei
ord (g) := min{k € N | ¢* = 1}. Dann gilt |{g)| = ord (g), ord (9) | |G|, und g/l = 1.

BEWEIS. Wir betrachten ¢ : Z — G, ¢(z) = ¢*. Nach dem Homomorphiesatz ist
(g) isomorph zu Z/N, wobei N := {k € Z | g* = 1}. Die Menge N ist auch ein Ideal
des Rings (Z,+,-). Da G endlich ist, gilt N # {0}, und somit wird N vom kleinsten
positiven n € N, also von n = ord (g) erzeugt. Folglich gilt Z/N = Z,, und somit hat
(g9) genau n Elemente. Wegen des Satzes von Lagrange gilt also n | |G| und somit auch
g6 = (gn)[Gl/n — 1161/n — 1. 0

2. Endlich erzeugte abelsche Gruppen

Eine Gruppe G ist abelsch, wenn fiir alle g,h € G gilt, dass g- h = h - g. Jede zykli-
sche Gruppe ist abelsch. Endlich erzeugte abelsche Gruppen lassen sich ebenfalls gut
beschreiben. Wir beniitzen dazu folgenden Satz {iber die Smith-Normalform.

SATz 7.8 (Smith-Normalforn| cf. [Kau22, Satz 135]). Sei k € N und A € ZF*F,
Dann gibt es U,V € ZF* und D € NE**, sodass D = UAV, det(U) € {-1,+1},
det(V) € {~1,+1}, D(i,j) = 0 firi,j € {1,....k} miti# j, und D(1,1) | D(2,2)
| D(k, k).

STz 7.9 (Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen (Poincard)). Sei (G, +)
eine abelsche Gruppe, die von einer endlichen Menge erzeugt wird. Dann gibt esr, s € Ny
und myq,...,m, € N, sodass my | mg | -+ | m, und G isomorph zu Ly, X -+ X Ly, X Z°
15t.

BEWEIS. Die abelsche Gruppe G wird durch

zg=g+...+g¢g fir 2> 0und zg = (—2)(—g) fiir 2 <0
S d

ein Z-Modul. Sei G = (g1, ..., gx), und sei
:ZF = G, (v1,...,05) & TG+ -+ Tl

ES gﬂt @((‘Thaxn)_'—(ylvayn)) = @((xl+ylavxn+yn)) = ($1+y1)g1+—|—
(xn+yn)gn =T1g1+ T TG T Y191+ FYnGn = 90<<x17 s 7xn)>+90<<y17 s 7yn)) und
oz (x1, ..., 20)) = @((za1, ..., 22)) = zzy g1 + -+ 280,90 = 2(T101 + - + Tpgn) =

IPierre de Fermat, 1607-1665
2Henry J. S. Smith, 1826-1883
3Jules H. Poincaré, 1854-1912
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zo((x1, ..., xy,)). Also ist ¢ ein Z-Modul-Isomorphismus. Sei e; der i-te Einheitsvektor.
Wegen ¢(e;) = g; ist ¢ surjektiv.

Der Homomorphiesatz besagt nun, dass Z*/ ker ¢ = im ¢, also gilt fiir K := ker ¢ wegen
der Surjektivitit von ¢, dass Z¥/K isomorph zu G ist. Wegen [Kau22| Satz 126] ist
der Modul K endlich erzeugt (aus dem Beweis geht sogar hervor, dass K eine Basis mit
héchstens k Elementen hat). Also gibt es eine Matrix A € Z¥** sodass K der von den
Spalten von A erzeugte Untermodul S(A) von Z* ist. Sei D = UAV die Zerlegung von
A in die Smith-Normalform. Wir betrachten nun die Abbildung

(U Zk/S(A) - Zk/S(D)a w([x]NS(A)) = [Ux]NS(D)'
Die Abbildung v ist wohldefiniert: Seien z,y € Z* so, dass [T]g) = [Ylmsiny- Dann gilt
r—1y € S(A). Es gibt also v € Z*, sodass z —y = Av. Somit gilt Uz — Uy = U(z —y) =
UAv = UAVV 'y = D(V~1) € S(D), und folglich [Uz] = [Uylgp,- Also ist 1
wohldefiniert.

~S(D)

Wir zeigen nun, dass ¢ ein Isomorphismus zwischen Z-Moduln ist. Seien dazu z,y €
Z* und z € Z. Wegen ¢([I]~3(A) + [y]NS(A)) = ([ + y]NS(A)) = [U(z + y)]NS(D) =
[Ux]NS(D) +[Uy]NS(D) = ¢<[m]~s(m)+¢([y]~sm)) und ¢(Z[x]NS(A)) == Z¢([x]~s(A)) ist
¥ ein Z-Modul-Homomorphismus. Fiir die Injektivitdt wiahlen wir x, y mit ¢ ([x] s A>) =
V([Yl~g(ay)- Dann gilt Uz — Uy € S(D), also gibt es v € Z" mit Ur — Uy = Dv. Dann
gilt # —y = U'Dv = UT'UAVY = A(Vv) € S(A), und somit gilt [z]g ) = [Y]~g,, -
Fiir die Surjektivitét fixieren wir [y]~,, € Z*. Dann gilt ([U'y]~y, ) = [Yl~g ), also
ist ¢ surjektiv. Insgesamt ist ¢ also ein Z-Modul-Isomorphismus.

Sei nun 7 := max({0} U {i € {1,...,k} | D(i,i) # 0}), m; := D(3,1) fir i € {1,...,7}
und

O ZF = Dy X oo X Loy, X 27Ty, ) = (1o - - s (o s Trsts - - - Th).-

Man sieht leicht, dass o surjektiv ist, und dass ker o« = S(D). Also ist Z*/S(D) wegen
des Homomorphiesatzes isomorph zu Z,,, X «++ X Zy,, X ZF".

Insgesamt ist dann G isomorph zu Z,,, X -+ X Zy,, X ZF". O

KOROLLAR 7.10. Jede endliche abelsche Gruppe ist direktes Produkt von zyklischen
Gruppen von Primzahlpotenzordnung.

KOROLLAR 7.11. Sei K ein Korper, und sei G eine endliche Untergruppe von (K \ {0}, -).
Dann ist G zyklisch.

BEWEIS. Wegen des Hauptsatzes iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen ist G

isomorph zu Z,,, X -+ X Zy, mit my | mg | --- | m,. Alle Elemente x in G erfiillen
2™ = 1. Das Polynom X" — 1 ist vom Grad m, und hat daher iiber K hochstens m,,
Nullstellen. Also gilt mq - --m, < m,, und somit m; = --- = m,_; = 1. Folglich ist G

isomorph zu (Z,,,,+) und somit zyklisch. O



KAPITEL 8

Gruppenoperationen und Abzihlprobleme

1. Gruppenoperationen und das Burnside-Lemma

DEFINITION 8.1 (Gruppenoperation). Sei (G,-) eine Gruppe und X eine Menge. Eine
Funktion % : G x X — X ist eine Gruppenoperation von G auf X, wenn

(1) firallex € X : 1g *xx = x;
(2) fir alle g he Gundz € X : gx (h*xxz)=(g-h) *x.

BEISPIELE 8.2.

(1) Sei X ={1,...,n} und G = S,,. Dann wird durch g * 2 := ¢g(z) eine Gruppen-
operation definiert.

(2) Seien X,Y Mengen, und sei G eine Untergruppe von Sx. Sei f € Y¥ und
g € G. Dann wird durch

gx [ (x):= flg~(2))

eine Gruppenoperation von G auf Y~ definiert.
1

(3) Sei G eine Gruppe und sei X := G. Dann ist die Operation g *x := gzrg~' eine
Gruppenoperation.

(4) Sei G eine Gruppe und sei X := G. Dann ist die Operation g * x := gx eine
Gruppenoperation.

SATZ 8.3. Sei x eine Gruppenoperation von G auf X. Dann ist die Abbildung ¢ : G —
Sx mit p(g) (x) := g *x x ein Gruppenhomomorphismus von G nach (Sx, o).

BEWEIS. Fiir g,h € G und x € X gilt p(g-h)(z) = (g-h)*xxz = gx* (h*xx)
g * (p(h) (x)) = @(g)(p(h) () = (p(g) o w(h)) (z).

SATZ 8.4 (Satz von Cayleyﬂ). Sei (G, -) eine Gruppe, und sei X := G. Dann ist G zu
einer Untergruppe von Sx isomorph.

(I

BEWEIS. Wir betrachten die Gruppenoperation g * x := ¢ - x von G auf X. Die
Abbildung ¢ aus Satz [8.3|ist ein Homomorphismus mit Kern N :={g € G |V € G :
gxx =ua}. Wegen N = {1} ist ¢ injektiv, und somit ist im(y) eine zu G isomorphe
Untergruppe von Sx. 0

LArthur Cayley, 1821-1895
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KOROLLAR 8.5. Sein € N, und sei G eine endliche Gruppe mit n Elementen. Dann ist
G zu einer Untergruppe der S, isomorph.

Wir betrachten nun folgendes Abzahlproblem.

PROBLEM 8.6. Auf wieviele Arten kann man die Ecken eines Quadrats mit drei Farben
farben? Dabei sehen wir zwei Fdrbungen als gleich an, wenn man sie durch Drehungen
oder Spiegelungen des Quadrats ineinander tberfihren kann.

Diese Gruppenoperationen geben uns eine Moglichkeit, eine mathematische Beschrei-
bung fiir das Farbeproblem zu finden. Eine Féarbung ist eine Funktion von der Menge
der Ecken {1,2,3,4} in die Menge der Farben {r,b, g}. Die Menge aller Farbungen X
ergibt sich also als:
X={f|r:{1,2,3,4} = {r,b,g}}.

Jede Symmetrieoperation des Quadrats ist eine Permutation der vier Eckpunkte. Alle
Symmetrieoperationen erhalten wir aus folgendem Dialog mit GAP [GAP12]. Diese
Symmetriegruppe nennen wir Dy.

gap> D4 := Group ((1,2,3,4), (1,2)(3,4));

Group([ (1,2,3,4), (1,2)(3,4) 1)

gap> AsList (D4);

[ O, (2,4, (1,2)@3,4), (1,2,3,4), (1,3,
(1,3)2,4), (1,4,3,2), (1,4)(2,3) 1

gap>

Zwei Farbungen «,  sind gleich, wenn es ein g aus der “Symmetriegruppe” gibt, sodass
fiir alle Eckpunkte z € {1, 2, 3,4} gilt:

Blg(2)) = a(z).
Wir definieren nun eine Gruppenoperation von D, auf der Menge X der Farbungen:
x . GxX — X
(9.0) — gxa,

wobei
gxa : {1,2,3,4} — {1,2,3,4}
2 — oy (2)):
(Die néherliegende Definition g * a(z) := a(g(z)) ergibt keine Gruppenoperation.)
DEFINITION 8.7. Sei GG eine Gruppe, X eine Menge und % eine Gruppenoperation von

G auf X. Wir bezeichnen x und y in X als G-dquivalent, falls es ein g € G gibt, sodass
y = g *x x und schreiben dafiir x ~g ¥.

SATZ 8.8. Sei G eine Gruppe, X eine Menge und x eine Gruppenoperation von G auf
X. Dann gilt:
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(1) ~q ist eine Aquivalenzrelation auf X .
(2) Fiir jedes x € X ist die Aquivalenzklasse x/~qg = {y € X |z ~¢ y} gegeben
durch x/~qc ={g*z | g € G}.

Die Menge G xx := {g* x| g € G} heilt Bahn oder Orbit von z unter der Operation
von G. Wenn wir also in Problem [8.6] die nichtéquivalenten Farbungen des Quadrats
zéhlen wollen, so miissen wir die Anzahl der Bahnen der Gruppenoperation von D, auf
der Menge der Farbungen X berechnen.

DEFINITION 8.9. Sei GG eine Gruppe, X eine Menge und * eine Gruppenoperation von
G auf X, und =z € X. Die Menge G, := {g € G | g * v = x} ist der Stabilisator von .

Der Stabilisator G, ist eine Untergruppe von G.

SATZ 8.10. Sei G eine Gruppe, X eine Menge, x eine Gruppenoperation von G auf X,
und set x € X. Dann gilt:

(1) Fiir alle g,h € G gilt: gxx = h*xx < g ~q, h.
(2) |G *al- ]G] = G.

BEWEIS. Wenn g *x = h*x, so gilt + = (¢7'h) x z, also g~ 'h € G,. Wegen
h=g(g~th) gilt g ~g, h. Wenn g = hs mit s € G, so gilt gxx = (hs)*x = hx(sxx) =
hxx.

Aus erhalten wir, dass |G * x| = [{gG, : g € G}|. Also besteht G aus genau
|G % z| Nebenklassen von G, von denen jede |G,| Elemente hat. O

Die Anzahl der Bahnen erhalten wir nun aus folgendem Satz:

SATZ 8.11 (Burnside—LemmaED. Sei G eine endliche Gruppe, ser X eine endliche Menge,
und sei x eine Gruppenoperation von G auf X. Sein die Anzahl der Bahnen von G auf

X. Dann gilt:
1 .
"= ) | Fix(g)l,

geG
wobei Fix (g) ={z € X | g*xax = z}.

BEWEIS. Wir zdhlen die Elemente der Menge F' auf zwei Arten, wobei
F={(g,7)|ge G,z € X, gxr=uz}
Wir erhalten

[Fl=) H{reX:gxz=ua}[=) |Fix(g)|

geG geG

2William Burnside 1852-1927; das Lemma stammt von Augustin L. Cauchy (1789-1857) und Georg
Frobenius (1849-1917)
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und, unter Verwendung von Satz [8.10]

A=Yl rger=at= (0= 3 oL

zeX zeX

Wir wéhlen nun Représentanten fiir die Orbits. Wir wahlen also xq, xs, ..., 2z, € X so,
dass Gxx;,NG*z; =D fire# j,und Gxx; UG 22U -- UG xx,, = X. Alle Elemente
y in G * x; erfiillen G x y = G * x;. Wir verwenden diese Eigenschaft und erhalten

Gl Gl
E E G * ;| =n-|G|.
Gra] 2| Cway - 1E
zeX
Die Anzahl der Elemente von F' ist also n - |G|. Wir erhalten also:

S [Fix(g) = 1G] - n

geG

OJ

Wir wenden nun das Burnside-Lemma auf die Frage in Problem an. Wir berechnen
dazu Fix (g) fiir alle Elemente g € G. Wir tun das zum Beispiel fiir g = (1,2, 3,4). Eine
Fiarbung « liegt in Fix (g), falls fiir alle 2 € {1,2,3,4} gilt: a(z) = a(¢(2)). Damit
gilt: a(1) = a(4), a(4) = a(3), a(3) = a(2), a(2) = a(l). Also liegen in Fix (g) alle
Féarbungen, die alle 4 Eckpunkte gleich farben. Das sind, bei drei Farben, genau drei
Stiick. Fiir ¢ = (1,2)(3,4) liegen genau jene Féarbungen in Fix(g), die a(l) = «(2)
und «(3) = «(4) erfiillen. Das sind 3 - 3 = 9 Stiick. Fiir ¢ = (1,3) werden genau die
Farbungen von g fixiert, bei denen 1 und 3 gleich gefarbt werden. Das sind 27 Farbungen.
Das Burnside-Lemma ergibt also fiir die Anzahl n der Farbungen

1
:§(34+33+32+31+33+32+3l+32).

Es gibt also 21 verschiedene Farbungen.

BEISPIEL 8.12. Wir farben ein Sechseck mit den Farben rot und blau so, dass drei Ecken
rot und drei Ecken blau sind. Zwei Farbungen des Sechsecks seien gleich, wenn sie durch
Drehung ineinander iibergefiihrt werden kénnen. Wieviele Farbungen gibt es?

Die Menge X aller Farbungen mit drei roten Ecken ist gegeben durch
X={p | ¢:{L2,....6} = {r0}, [g7' ({r})] = 3. 197" ({o})| = 3}.
Auf dieser Menge X operiert die Gruppe G (Untergruppe der Sg) durch

gxp(2) =g (2))

Wir suchen die Anzahl der Bahnen der Gruppe G auf X. Nach dem Burnside-Lemma
erhalten wir fiir diese Anzahl n = ﬁ deG | Fix (¢)| mit Fix (g9) = {p € X | g*xp = p}.
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Welche Permutationen auf {1,2,...,6} liegen in der “Drehgruppe des Sechsecks”? Wir
finden die Drehungen:

G = {(), (123456), (135)(246), (14)(25)(36), (153)(264), (165432) }.
Wir erhalten die Tabelle:

135)(246)

) (
123456) | 0

2
14)(25)(36) | 0

1x(
2 x (
2% (
1 x (

Die Anzahl der Bahnen ergibt sich als n = ¢ - (20 +2-2) = 4.

UBUNGSAUFGABEN 8.13.

(1) Wir farben die Ecken eines regelméfigen Fiinfecks mit den Farben rot, blau, und gelb.

(a)

(b)

Wieviele Moglichkeiten gibt es, die Ecken zu farben, wenn wir zwei Farbungen als
gleich ansehen, wenn sie durch eine Drehung des Fiinfecks ineinander iibergefiihrt
werden kénnen?

Wieviele Méglichkeiten gibt es, die Ecken zu farben, wenn wir zwei Farbun-
gen als gleich ansehen, wenn sie durch Drehungen und eine Spiegelungen des
Fiinfecks ineinander tibergefiihrt werden konnen. (Hinweis: es gibt jetzt 10 Sym-
metrieoperationen.)

(2) Wir farben Fldchen eines Wiirfels.

(a)

Wieviele verschiedene Farbungen gibt es, wenn wir zwei Farben nehmen und zwei
Féarbungen als gleich betrachten, wenn sie durch eine Symmetrieoperation des
Wiirfels ineinander iibergefiihrt werden kénnen. Dabei operiert auf den Flachen
{1,2,3,4,5,6} des Wiirfels die Untergruppe der Sg, die von

(4,2,3,5),(1,2,6,5),(3,1,4,6)

erzeugt wird. Thre Elemente entnehmen Sie dem folgenden Dialog mit GAP

(steht fiir Groups - Algorithms -Programming, ein in Aachen und St. Andrews

entwickeltes, im wesentlichen frei verfiigbares Gruppentheoriesystem [GAP12]):

gap> G := Group ((4,2,3,5), (1,2,6,5), (3,1,4,6));

Group([ (2,3,5,4), (1,2,6,5), (1,4,6,3) 1)

gap> Size (G);

24

gap> AsList (G);

[ O, (2,3,5,4), (2,4,5,3), (2,5)(3,4), (1,2)(3,4)(5,6), (1,2,3)(4,6,5),
(1,2,4)(,6,5), (1,2,6,5), (1,3,2)(4,5,6), (1,3,6,4), (1,3)(2,5)(4,6),
(1,3,56)(2,6,4), (1,4,2)(3,5,6), (1,4,6,3), (1,4)(2,5)(3,6),
(1,4,5)(2,6,3),

(1,5,6,2), (1,5,4)(2,3,6), (1,5,3)(2,4,6), (1,5)(2,6)(3,4), (1,6)(3,4),
(1,6)(2,3)(4,5), (1,6)(2,4)(3,5), (1,6)(2,5) ]
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(b) Wieviele verschiedene Férbungen gibt es mit 3, wieviele mit n Farben?

(3) Auf wieviele verschiedene Arten kénnen Sie die Ecken eines Quadrats mit drei Farben
farben, wenn jede Farbe wirklich vorkommen soll? Dabei sind zwei Farbungen gleich,
wenn sie durch eine Symmetrieoperation des Quadrats ineinander tibergefiihrt werden
kénnen.
gap> G := Group ((1,2,3,4), (1,2) (3,4));

Group([ (1,2,3,4), (1,2)(3,4) 1)

gap> Size (G);

8

gap> AsList (G);

[ O, (2,4, (1,2)(38,4), (1,2,3,4), (1,3), (1,3)(2,4), (1,4,3,2), (1,4)(2,3) ]

(4) Auf wieviele verschiedene Arten kénnen Sie die Ecken eines Quadrats mit drei Farben
farben, wenn zwei Féarbungen dann als gleich angesehen werden, wenn sie durch Ver-
tauschung der Farben ineinander iibergefiihrt werden kénnen? Das Quadrat diirfen
wir dabei nicht bewegen. Aufserdem miissen bei einer Farbung nicht alle 3 Farben
vorkommen. Hinweis: Sie brauchen eine neue Gruppenoperation. Es operiert jetzt
die S3 auf den Farbungen. Aber wie?
gap> G := Group ((1,2), (1,2,3));

Group([ (1,2), (1,2,3) 1)
gap> AsList (G);
[ O, (2,3), 1,2), (1,2,3), (1,3,2), (1,3) ]

2. Der Satz von Sylow

Wegen des Satzes von Lagrange teilt die Ordnung jeder Untergruppe die Gruppenord-
nung. Der Satz von Sylow garantiert, dass es fiir bestimmte Teiler der Gruppenordnung
tatséchlich Untergruppen dieser Ordnung gibt.

LEMMA 8.14 (Luca. Sei p eine Primzahl, und seien a,m € Ny. Dann gilt (pZT) =
m (mod p).

BEWEIS. Im Polynomring Z,[X] gilt (X +1)? = X?41: wegen des Satzes von Fermat
gilt 7 = x (mod p) fiir alle x € Z; folglich hat das Polynom (X + 1)?» — (X? 4 1) iiber
Z,, genau p Nullstellen und Grad < p und ist daher das Nullpolynom. Durch Induktion
folgt (X +1)*" = X?* 41 fiir alle k € N,.

Wir betrachten nun den Koeffizienten von X?* in (X + 1)?"™. Aus dem binomischen
Lehrsatz folgt, dass dieser Koeffizient gleich [(p;T)]p ist. Nun gilt in Z,[X], dass (X +
P'm = ((X + 1)P")™ = (X?P" + 1)™. Der Koeffizient von X?* in diesem Polynom ist
[m],. Also gilt [(p;;")]p = [m],. O

3Edouard Lucas 1842-1891
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SATZ 8.15 (Erster Isomorphiesatz). Sei G eine Gruppe, sei H eine Untergruppe von
G und sei N ein Normalteiler von G. Dann ist HN = {hn | h € H,n € H} eine
Untergruppe von G, N N H ein Normalteiler von H, und die Gruppen (HN)/N und
H/(N N H) sind isomorph.

BEWEIS. Fiir Ay, ho € H und ny,ny € N gilt
h1n1h2n2 = hthhglnlhgng = (hlhg)((hglnlhg)ng) € HN

und

(hina) " =n'hit = (b ha)ny  hyt = hi'(hany'hi') € HN.
Daher ist HN eine Untergruppe von G. Sei nun ¢ : H — HN/N gegeben durch
@(h) := hN. Dann ist ¢ wegen p(h) = hN = (hn)N surjektiv, und es gilt ker(y) =
{he H|hN =1N}={he€ H|he N} = HN N. Aus dem Homomorphiesatz folgt
nun, dass H NN ein Normalteiler von H ist, und dass H/(H NN) isomorph zu (HN)/N
ist. 0J

DEFINITION 8.16. Sei G eine endliche Gruppe, und sei p eine Primzahl. Eine Unter-
gruppe H von G ist eine p-Sylow- Untergruppe, wenn es ein a € Ny gibt, sodass |H| = p®
und p** 1 |G|

In einer Gruppe mit 72 Elementen hat eine 5-Sylow-Untergruppe 1 Element, eine 2-
Sylow-Untergruppe 8 Elemente, und eine 3-Sylow-Untergruppe 9 Elemente.

SAaTz 8.17 (Satz von Sylowﬁ). Sei G eine endliche Gruppe, und sei p eine Primzahl.
Dann gilt:

(1) G besitzt eine p-Sylow-Untergruppe.

(2) Sein, die Anzahl der p-Sylow-Untergruppen von G. Dann gilt n, =1 (mod p)
und n,, | |G|.

(3) Fiir alle p-Sylow-Untergruppen Hy, Hy gibt es ein g € G mit gH g~ = Ho.

(4) Sei n € N. Jede Untergruppe von G mit p" Elementen ist in einer p-Sylow-
Untergruppe enthalten.

BEWEIS. (cf. [Rob03]) Seien a,m € N so, dass |G| = p*m und p { m.

Es sei

a

s=(5) = trix cax =

Wir definieren eine Gruppenoperation *; von G auf S durch g x; X := {gz | v € X}
fir g e G, X € S. Es gilt |S| = (p;;n). Wegen des Satzes von Lucas gilt p 1 |S|. Da S
die disjunkte Vereinigung aller G-Orbits von G auf § ist, gibt es einen Orbit &; von G
auf S, sodass p 1 |Si|. Sei nun X; € §; und P der Stabilisator Gx, von X;. Es gilt dann

4Peter L. M. Sylow 1832-1918
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81| = |G+ X1| = |G|/|P|. Dap1|Si], gilt p* | |P|. Um zu zeigen, dass |P| < p®, wiihlen
wir z € X; und betrachten die Abbildung ¢ : P — G, ¢(p) = pz. Fiir jedes p € P gilt
p*x; X1 = X1, also gilt px € X;. Die Abbildung ¢ ist injektiv: wenn p;x = pox, so gilt
p1 = prea!
Wir fixieren diese p-Sylow-Untergruppe P jetzt fiir den Rest des Beweises.

Sei

= pexz~! = py. Somit gilt |P| < |X;| = p. Also gilt insgesamt |P| = p®.

T:={9Pg" | g€ G}.

Wir definieren nun eine Gruppenoperation *, von P auf 7 durch h *, S := hSh™! fiir
h € P, S € T. Der Orbit von P ist {P}, da fiir alle h € P gilt, dass hPh™! = P. Wir
zeigen nun, dass { P} der einzige einelementige Orbit der Gruppenoperation x5 ist. Sei
dazu P, € T so, dass hPih™! = P, fiir alle h € P gilt. Sei N :={g € G | gPig~' = P,}.
Dann ist N eine Untergruppe von GG, P, C N, und P; ist ein Normalteiler von N.
Aufgrund der Annahme Vh € P : hPih™' = P, gilt P C N. Somit ist wegen Satz
das Produkt PP, eine Untergruppe von N, und es gilt |PP,/P| = P/(P, N P). Also
ist die Anzahl der Elemente von PP, eine Potenz von p. Wegen P C PP, gilt daher
PP, = P. Also gilt P, C P, und somit P, = P. Somit ist { P} der einzige einelementige
Orbit von P auf 7. Da wegen Satz die Grofe eines Orbits immer ein Teiler der
Gruppenordnung, also von |P| ist, haben alle anderen Orbits eine durch p teilbare
Anzahl von Elementen. Somit erhalten wir

|T|=1 (mod p). (8.1)

Wir zeigen nun:

Fiir alle n € N und alle Untergruppen P, von G mit p" Elementen gibt
es P3 € T mit P, C P;.

Sei dazu n € Ny und P; eine Untergruppe von G mit p” Elementen. P, operiert auf T
durch h *3 S := hSh~! fir h € P,,S € T. Wegen kénnen nicht alle Orbits von
x3 ein Vielfaches von p an Elementen haben. Da die Gréfe jedes Orbits ein Teiler von
| P,| und somit eine Potenz von p ist, gibt es also Py € T, sodass {P3} ein Orbit von P,
auf T ist. Es gilt also fiir alle g € P, : gP3g~! = P3. Somit ist P, eine Teilmenge von
Ny :={g€ G| gP3g~' = P3}. Es gilt P; C N; und auch, dass P; ein Normalteiler von
Ny ist. Also ist P, P3 eine Untergruppe von G, und P, P3/ Ps ist isomorph zu Py /(PoN P3).
Somit ist die Anzahl der Elemente von P, P; eine Potenz von p, und wegen | P3| = p® gilt
sogar P, P3; = P3, also P, C P3. Somit ist P in einem Element von 7 als Untergruppe
enthalten. Das beweist ().

Sei H eine p-Sylow-Untergruppe. Wegen gibt es ¢ € G mit H C gPg~!. Da
|H| = p® = |gPg™!|, gilt H = gPg~!. Folglich ist jede p-Sylow-Untergruppe von G in
T enthalten. Wegen gilt nun n, =1 (mod p). Wir betrachten nun die Gruppen-
operation *, von G auf T, die durch g *, T := gT'g~" gegeben ist. T besitzt nur einen
einzigen Orbit beziiglich x4, daher gilt |T| | |G| und somit n, | |G|. Das beweist (2).
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Seien Hy, Hy p-Sylow-Untergruppen von G. Dann gilt H; € 7 und Hy € T, also
gibt es g1,92 € G mit Hy = ¢, Pg;* und Hy = g,Pg;". Insgesamt gilt dann H, =
9195 ' Ha(gr95 1) 7" O



KAPITEL 9

Generatoren fiir Permutationsgruppen

Wir betrachten Untergruppen der 5, die durch ihre Generatoren gegeben sind, zum
Beispiel durch a := (1,2)(3,4), b := (1,5,6). Eine grundlegende Frage ist, wie viele
der n! Elemente der S,, in der Untergruppe G := (a,b) liegen. Man konnte die Ele-
mente aufzéhlen. Wesentlich schneller kann man dieses Problem aber durch folgende
Beobachtungen 16sen:

(1) G operiert auf {1,...,n} durch g x x := g(z).

(2) Fir alle x € {1,...,n} gilt |G| = |G *z| - |G,|.

(3) Der Orbit von 1 ist {1,2,5,6}.

(4) Das Lemma von Schreier, das Generatoren des Stabilisators G von 1 liefert.

Sei dazu G eine Gruppe und H eine Untergruppe von G. Eine Teilmenge T ist eine
Transversale durch die Linksnebenklassen von H, wenn fiir alle g € G gilt: [TN(gH)| =
1. Fiir jedes g € G bezeichnen wir mit g jenes Element aus 7', das gH = gH erfiillt.

SATZ 9.1 (Lemma von Schreierﬂ). Sei G eine Gruppe, sei S eine Teilmenge von G
mit (S) = G und sei H eine Untergruppe von G. Sei T eine Transversale durch die
Linksnebenklassen von H mit 1 € T. Dann gilt H = ({st ‘st |s € S,t € T}).

BEWEIS. Sei U := {st 'st|s € St €T} Wir zeigen als erstes durch Induktion,
dass es fir alle n € N, alle ,...,¢, € {—1,4+1} und alle sy,...,s, € S Elemente
Uy, ...,u, € Uund t € T gibt, sodass

En

€1 En __ €1
s1t s =tuy -

n

Fiir n = 0 setzen wir ¢t := 1. Sei nun n > 1. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es
ty € T und uo,...,u, € U, sodass

€2 En __ €2 En
Syt 8 =ty o u

. S — . —

Im Fall 1 = 1 verwenden wir s1t; = sit1 sit;  sit1. Wir setzen t := sit; und uq =

—1 .

sity  sitp und erhalten syt = tuy und somit s7* - -+ 55" = 51852 - -+ $5 = stjuS? - Ut =
€2 En — €1,,£2 £

tuguy” - - -y = tuy' ug” - - - ug

1Otto Schreier 1901-1929
57
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Im Fall &; = —1 beobachten wir zuniichst, dass (s;'t;)H = s;'t;H, und somit t; H =
(s187't)H = s1s7 'ty H und folglich t; = s;s7't;. Also gilt

-1
— —1 —1
1t1 =51 1t1 81 tl S1 ltl =51 ltl <t1_18181_1t1> = Sl_ltl (Slsl_ltl Slsl_ltl) .

- -1
Wir setzen t := sl_ltl und u; = slsl_ltl slsl_ltl. Nun gilt vy € U und sl_ltl = tul_l,

En

3 €1 En — €1
und somit insgesamt sj'---sor = tug' U

Wir zeigen nun, dass (U) = H. Fiir C wiihlen wir u = st 'st € U. Da st H = st H,
gilt auch 1 H = st 'st H = uH. Also gilt v € H. Fiir D wihlen wir # € H und finden
neNteT, uy,...,u, € Uund eq,...,e, € {—1,1} mit h = tuj'u3?---us". Da alle
u; in H liegen, gilt auch ¢ € H, und somit ¢t = 1. Also gilt h = uj'u3?---ui» € (U). O

Als Beispiel betrachten wir die Untergruppe der Sg, die von a := (1,2)(3,4) und
b := (1,5,6) erzeugt wird. Wir bestimmen mithilfe des Lemmas von Schreier Gene-
ratoren fiir den Stabilisator G von G. Der Orbit G * 1 ist Oy := {1,2,5,6}. Repré-
sentanten fiir die Nebenklassen von G sind {1,a,b,b*}. Nun gilt zum Beispiel fiir
s := a und t := b, dass St st = ab lab. Wegen ab x 1 = 5 gilt ab = b, also gilt
ab 'ab = b~lab = (2,6)(3,4). Insgesamt erhélt man fiir die Generatoren von G; die
Menge 57 := {(2,5,6),(2,5)(3,4),(2,6)(3,4)}. Es gilt also |G| = |G1| - |O1| = 4|G4| =
1Sl

Wir berechnen nun die Ordnung der Gruppe G; = (S7) durch |G| = |(G})2]-|O2|, wobei
(G1)2 der Stabilisator von 2 in G ist. Der Orbit von 2 ist Oy = {2, 5, 6}, Représentanten
sind Ry = {(),(2,5,6),(2,6,5)}. Durch das Lemma von Schreier erhélt man (G4)y =

((3,4)(5,6)).

Durch Fortsetzen dieses Verfahrens erhalten wir ((G1)2)3

= {()} und somit |(G;)s| =
1-{3,4}| = 2, also |G1]| =2+ |02 =2 -3 und somit |G| =2-3-

4 =24.

Eventuell erhalt man bei diesem Verfahren sehr viele Generatoren fiir die auftretenden
Stabilisatoren. Diese Generatoren kann man etwa mit “Jerrums Filter” (cf. [Cam99])
reduzieren.
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