UNTERLAGEN ZUR CHARAKTERISIERUNG ENDLICH
ERZEUGTER ABELSCHER GRUPPEN
ENTWURF

VORLESUNG “ALGEBRA”, SOMMERSEMESTER 2004

1. DIE CHARAKTERISIERUNG ENDLICH ERZEUGTER ABELSCHER (GRUPPEN

Satz 1.1 ([Pilz, 1984, Satz 15.5]). Fiir jede endlich erzeugte abelsche Gruppe G
qibt es natirliche Zahlen k,r € Ny, ti,...,tx € N und Primzahlen p1,...,px
(nicht notwendigerweise verschieden), sodass

G =Lyt X oo X Lty XL

Lemma 1.2. Sei G eine abelsche Gruppe, sei k € N, seien g1,...,gx € G, und
seien ny,...,ng € Z. Wir nehmen an, dass ggT(nq,...,ng) = 1. Dann gibt es

hi,...,hy € G, sodass
k
hy = an * i,
i=1

<gl,...,gk>:<h1,...,hk>.

Beweis: Wir zeigen durch Induktion, dass fiir alle n € N die Aussage A(n) gilt,
die so definiert ist:

und

Fiir alle ny, ..., ng € Z, sodass ggT(ny,...,nx) = Lund S35 |n,| =
n, und fir alle g1,...,g9x € G gibt es hy,...,hy € G sodass
hy =% nixgiund (g1,...,g8) = (ha, ..., ).

A(1) ist unmittelbar klar. Wir fixieren nun n > 2 und nehmen an, A(7) gilt fiir alle
i € Nmit i < n. Seien nq,...,n; € Z. Wir nehmen an, dass ggT(n,...,n;) =1
und Zle |n;| = n. Seien g1,...,9x € G. DaggT(ny,...,n,) =1 und Zle |n;| >
2, sind zumindest zwei n; # 0. Seien a,b € {1,...,k} so, dass a # b und
|na| > |np| > 0. Wir setzen nun

k
hi = an * g;.
i=1
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Es gilt
k
hy = Z |ni| * (sgn(n;) * g;).
i=1
Wir setzen g} := sgn(n;) x g; fir i = 1,... k. Es gilt also
hy=|nal =g, +lml gy + Y |nil gl
i€ {1, k}\{a,b}
Somit gilt
hi= (Inal = |mol) % g + Il (gh + g0) + > il =g,
i€{1,....,k}\{a,b}

Da |ng|—|ns|+|ns| < |na|+|m], gibt es nach Induktionsvoraussetzung ha, . . ., hy €
G, sodass

<{géagé+gé}u{ggli S {177k}\{a7b}}> = <h17“'7hk>'
Es gilt

(1Y) {9090+ g} Udgilie {1,...,k}\ {a,b}})
2 ({9095} U{gili e {1,...,k}\{a,b}})
= (g1, 9, -+ 91)
= (91,92 Gk) -

Somit haben wir die gewiinschten hy, ..., hy gefunden. O

Beweis von Satz 1.1: Wir wahlen ein k in N, sodass G durch k Elemente erzeugbar
ist, und definieren

E = {<gl7ugk) Ele <gl7"'7gk> :G}

Jedem (g1, ...,gx) € G* sei das Tupel (ord g, ...,ord g;) € (NU{oo})* zugeord-
net. Wir ordnen (N U {oo})¥ lexikographisch, und wihlen ein (ay, ..., a;) € G*,
fiir das das zugeordnete Tupel minimal ist. Sei [ € {0,...,k} so, dass a;41 =
coo=aqar =00 und ay,...,a € N. Es gilt

G={a1,...,ar) = {a1) + (ag) + -+ + {ax) .
Wir zeigen nun, dass die Gruppe G isomorph zur Gruppe H ist, wobei
H = Zoday X Zorday X ++* X Loga ay X Z"7.
Dazu betrachten wir die Abbildung
Y ¢ — @

(21,0, 2k) — Zle 2 % a;.



ABELSCHE GRUPPEN 3

Wir sehen leicht, dass ¢ ein Homomorphismus und surjektiv ist. Wir bestimmen
nun den Kern von ¢. Offensichtlich gilt

(1.2) (ord a1)Z x (ord az)Z x --- x (ord a;)Z x {0}*~ C Ker .
Wir zeigen nun, dass in (1.2) sogar Gleichheit gilt. Nehmen wir an, es gibt ein
Element in Ker ¢, das nicht in der linken Seite von (1.2) liegt. Dann gibt es

auch ein Element (21,...,2;) € ZF\ {(0,...,0)}, sodass 0 < z; < ord a; fiir alle
je{l,...;l} und (z,...,2;) € Ker . Es gilt also

k
E zixa; = 0.
i=1

Sei j € {1,...,k} minimal, sodass z; # 0. Wir definieren z := ggT(2y,..., 2x).
Dann gilt

k
%
z*(;;*az) = 0.

Da ggT(%,...,%) =1, gibt es nach Lemma 1.2 b;, ..., b, € G, sodass

ko

b; = ; - * @
und (bj,...,bg) = (aj,...,a;). Daher gilt
(ay,...,a;_1,05,...,a5) ={ay,...,aj_1,b;,...,by).

Wegen z x b; = 0 gilt ord b; < 2z < z; < ord a;; daher ist das Tupel
(ord aq,...,ord aj_q,0rd b, ..., ord by)
lexikographisch kleiner als das Tupel
(ord ay,...,ord a;_1,ord a;, ...,ord ag);

das ist ein Widerspruch zur Wahl von ay, ..., a,. Daher muss in (1.2) Gleichheit
gelten.

Wegen des Homomorphiesatzes ist G isomorph zu H/Ker ¢, es gilt also
G =2Z"/((ord a1)Z x (ord az)Z x - -+ x (ord a,)Z x {0}*7"),

also

(1.3) G Zoggay X+ X Loya ay X ZF.

Sei ord a; = ¢{* -+ - %", wobei alle ¢; verschiedene Primzahlen sind. Da fiir relativ
prime a,b € Z gilt, dass Z isomorph zu Z, X Zy ist, ist Zorq o; isomorph zu
1L, Zoi. Folglich gewinnt man aus (1.3) die gewiinschte Zerlegung von G in ein
Produkt zyklischer Gruppen von Primzahlpotenzordnung und Kopien von Z. [

Korollar 1.3. Sei G endlich erzeugte abelsche Gruppe, und sei T ihr Torsionsteil.
Dann gilt G =T x (G/T).
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2. ISOMORPHIEKLASSEN VON UNTERGRUPPEN ENDLICH ERZEUGTER
ABELSCHER GRUPPEN

2.1. Endliche Gruppen.

Proposition 2.1. Seien H,G endliche abelsche Gruppen. Dann g¢ilt H — G
genau dann, wenn H, — G, fiur alle Primzahlen p gilt.

Proposition 2.2. Sei p Primzahl, sei G = Zyn X -+ X Ly, und sei H =
Ly X -+ X Lo, wobet t1 >ty > -+ >t > 1 und up > ug > --- > > 1.

Aquivalent sind:

(1) H— G.
(2) Es gilt | <k und fir allei <1 : u; <t;.

2.2. Torsionsfreie Gruppen.

Proposition 2.3. Seien r,s € Ng. Dann gilt Z, — Z4 genau dann, wenn r < s.

Beweisskizze: Seien ey, . .., e, die Einheitsvektoren in Z,, und sei ¢ ein Monomor-
phismus von Z, nach Z,. Wir zeigen, dass ¢(e1),...,¢(e,) linear unabhéngige
Vektoren in Q® sind. Seien dazu Aj,..., A, € Q so, dass > A\ * p(ey) = 0.
Durch Multiplikation mit allen Nennern der \; erhalt man uq,...,u,, sodass
Yorqg i x pe;) = 0. Also gilt o(3°i_, i * ;) = 0, und wegen der Injek-
tivitdt von ¢ auch "' p; % e; = 0. Also gilt gy = -+ = g, = 0, und somit
A =+ =\ = 0. Daesin Q° nur hochstens s linear unabhangige Vektoren
geben kann, gilt r < s. O

Lemma 2.4. Sei n € N, und sei H eine Untergruppe von Z". Dann gibt es
m € Ny, sodass H isomorph zu Z™ 1ist.

Wir induzieren nach n. Fiir n = 1 kennt man alle Untergruppen von Z als b Z
mit b € Z. Fir n > 2 definieren wir
E =7""1x{0}.

Nach dem Isomorphiesatz ist H/(H N E) isomorph zu (H + E)/E. Die Gruppe
(H + E)/E ist eine Untergruppe von Z"/E. Die Gruppe Z"/E ist zyklisch; also
ist auch (H + E)/E, und somit auch H/(H N E) zyklisch. Es gibt also ein h € H,
sodass

H/(HNE)={z+x(h+ HNE)|zecZ}.
Also gilt
(2.1) H=(h)+(HNE).
Wir behandeln zuerst den Fall, dass (h) N (H N E) # {0}. Seia € (h)yN(HNE)

mit a # 0. Dann gibt es ein z € Z, sodass zxh =a und zxh € E. Wegen a # 0
gilt auch z # 0. Da zx h € E, muss also auch h € E gelten. Aus (2.1) folgt
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daher H C F, also H = HN E. Also ist (H,+) nach Induktionsvoraussetzung
isomorph zu Z™ mit m < n — 1. In dem Fall, dass (h) N (H N E) = {0}, ist
wegen (2.1) die Gruppe (H, +) direkte Summe von (h) und (H N E). Die Gruppe
(h) ist isomorph zu Z oder {0}, die Gruppe H N E nach Induktionsvoraussetzung
zu Z™ mit m’ <n — 1. (H,+) ist also isomorph zu Z™ oder Z™*!. O

2.3. Endlich erzeugte abelsche Gruppen.

Lemma 2.5. Seien A, B torsionsfreie abelsche Gruppen, und sei T eine abelsche
Torsionsgruppe. Wenn A in BXT einbettbar ist, dann ist A sogar in B einbettbar.

Beweis: Sei ¢ ein Monomorphismus von A in B x T. Wir bezeichnen die Pro-
jektionsabbildung von B x T nach B mit (3; es gilt also 3(b,t) = b fiir alle b € B,
t € T. Wir zeigen, dass auch die Hintereinanderausfithrung o ¢ injektiv ist. Sei
dazu z € A so, dass fop(z) = 0. Es gibt also t € T', sodass ¢(x) = (0,t). Daher
gilt p(ord t x ) = (0,0). Da ¢ injektiv ist, gilt also ord ¢t *x x = 0. Nun ist A
torsionsfrei; also gilt x = 0. 0J

Lemma 2.6. Jede Untergruppe einer endlich erzeugten abelschen Gruppe ist
endlich erzeugt.

Proposition 2.7. Seien 11,1, endliche abelsche Gruppen, und seien Aj, A,
endlich erzeugte torsionsfreie Gruppen. Dann gilt Ty X Ay — Ty X Ay genau
dann, wenn Ty — Ty und A; — A,.

3. EINDEUTIGKEIT DER ZERLEGUNG

Satz 3.1. Seien k,l,r,s € Ng, t1,...,tx € N, uy,...,u; € N, seien p1,...,px
(nicht notwendigerweise verschiedene) Primzahlen, und seien qi,...,q (nicht
notwendigerweise verschiedene Primzahlen). Seien

G = Ly X o X Loty X LT
H = Zgju X - X Lgu X Z°.
Wir nehmen an, dass
G=H.
Auflerdem nehmen wir an, dass die Faktoren in folgender Weise geordnet sind:
Fir alle i,j € {1,...,k} mit i < j gilt p; > p; oder (p; = p; und t; > t;), und
fir allei,5 € {1,...,1} miti < j gilt ¢; > q; oder (¢; = q; und s; > s;).

Dann gilt r = s, k=1, und fir allei € {1,...,k}: p; = q.
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