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Algebren

Definition
Eine Algebra ist ein Paar (A, (f;,f,,...)), wobei
» A eine nichtleere Menge,

» (f1,f2,...) eine Familie endlichstelliger (totaler)
Operationen auf A ist.



Auftreten allgemeiner Algebren

Warum in dieser Allgemeinheit?

» Homomorphismen, Unteralgebren, direkte und subdirekte

Produkte, . ..: gemeinsame Strukturtheorie, etwa fur
nilpotente oder abelsche Algebren, subdirekte Zerlegung
(Birkhoff).

» Modelltheoretische Fragen, z.B.: Welche Klassen lassen
sich durch Gleichungen definieren?
» Auftreten von allgemeinen Strukturen:

Koordinatenstruktur von projektiven Ebenen.
Entscheidbarkeitsfragen: Strukturen aus Turing-Maschinen.
Klassifikation von Bedingungserfiullungsproblemen (CSP).
Neue Methoden und neue Sétze fiir klassische Strukturen.
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Termfunktionen

Definition von Termfunktionen (Cloy(A))

Sei A = (A, F) eine Algebra, k € N. Clok(A) is die Unteralgebra
von k
AA" = ({f : A = A},“F koordinatenweise”),

die von den Projektionen {ng),ﬂék), . ,wl((k)} erzeugt wird.
Dabei gilt
wi(k) AR A wi(k) (X1, ..., Xg) ==X fUr Xq,..., % €A,

Beispiel
S = (S, ) Halbgruppe, k = 3. Dann gilt

o= 7r§3) 'Wgs) . 7r£3) '7r£3) € Clog(S).
Es gilt

a(Xq,X2,X3) = X1 - X3 - X2 - Xp fur alle Xq, X2, X3 € S.



Termfunktionen = von Termen induzierte Funktionen

Proposition
A Algebra, k € N. Dann gilt p € Clok(A) genau dann, wenn es
einen Term t in der “Sprache von A” gibt, sodass

P(X1, X2, ..., X ) = tA(Xq, X2, . . ., Xg)

fur alle X1,Xo, ..., X € A.



Polynomfunktionen

Definition von Polynomfunktionen (Poly(A))
Sei A = (A F) eine Algebra, k € N. Poli(A) is die Unteralgebra
von AA = ({f : Ak — A},“F koordinatenweise”), die von den
Projektionen und den konstanten Operationen
w8 (xq, %) i (e {4, k),

> ca.(xl,...,xk)wa(aeA)
erzeugt wird.
Beispiel
S = (Mat,(Zs), -) Halbgruppe, k = 3. Dann gilt

a = 7r§3) : c(% 2) -wg?’) - c(% ) € Pol3(Zs), und es gilt

a(X1,%X2,%3) = X1 - (§%) Xz (}%) fur x1, %2, X3 € Maty(Zs).



Polynomfunktionen = von Termen und Konstanten
induzierte Funktionen

Proposition
A Algebra, k € N. Dann gilt p € Polx(A) genau dann, wenn es
einen Term t in der “Sprache von A", e Npund a;,...,a € A

gibt, sodass
A
P(X1,X2, ..., Xk) =t (az, ..., &, X1, X2, ..., Xk)
fur alle X1,Xo, ..., X € A.

Clo(A) := [ J Cloj(A), Pol(A) := [ Poli(A)
ieN ieN



Bestimmen von einstelligen Polynomfunktionen
elgar{erhard}: gap

gap> RequirePackage("sonata");
# SONATA by Aichinger, Binder, Ecker, Mayr, Noebauer
# loaded.

gap> G := SymmetricGroup (3);
Sym([1. 31])

gap> P := PolynomialNearRing (G);
PolynomialNearRing( Sym( [ 1 .. 3 ]) )
gap> Size (P);

324

gap> G1 := GroupReduct (P);;
gap> Size (PolynomialNearRing (G1)); time;

4251528
176



Bestimmen von einstelligen Polynomfunktionen

gap> G := AlternatingGroup (5);
At([1 ..517)

gap> Size (PolynomialNearRing (G));
4887367798068925748932275227377460386566
0850176000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000

gap> time;

3708

gap> 60760;
4887367798068925748932275227377460386566
0850176000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000



Polynomaquivalente Algebren

Definition
A = (A,F) und B = (B, G) sind polynomaquivalent, wenn
A =B und Pol (A) = Pol(B).

Beispiele polynoméquivalenter Algebren

(Po(M), A,n) ~ (Po(M), U, "),
da
xAy = (xX'Uy)yuxuy’y
xny = (x'uy’
XUy = (xAy)A(xny)
X" = MAX



Polynomaquivalente Algebren

Satz (Grasegger, Horvath, Kearnes, 2012)

Sei p Primzahl, n € N. Die Ringe Zp» und Z,|t]/(t") sind
isomorph zu polynomaquivalenten Ringen < n < 2 oder (p = 2
und n = 3).



Algebren modulo Polynoméquivalenz

Aufgabe
Klassifiziere endliche Algebren modulo Polynoméaquivalenz.

Teilaufgabe

Sei A = (A F) eine Algebra. Klassifiziere alle Erweiterungen
(A,F UG) von A modulo Polynoméagquivalenz.



Resultate Uber Erweiterungen

Beispiele

> (Zp,+), p Primzahl, hat genau 2 polynominéaquivalente
Erweiterungen.

» [Aichinger and Mayr, 2007] (Zpq, +), p,q prim, p # q, hat
genau 17 polynomin&aquivalente Erweiterungen.

» [Mayr, 2008] (Zn, +), n quadratfrei, hat nur endlich viele
polynominaquivalente Erweiterungen.

» [Kaarli and Pixley, 2001] Jede endliche Algebra A mit
Mal'cev-Term und typ(A) = {3} hat nur endlich viele
polynominaquivalente Erweiterungen. (Halbeinfache Ringe
mit Eins, Gruppen ohne abelsche Kompositionsfaktoren)



Funktionenalgebren (Klone)

O(A) := Uen{f | T : AK = A}

Definition eines Klons
C C O(A) ist ein Klon auf A :<

1. Vk,i e Nwithi <k: ((Xq,...,x) %) €C,
2.¥vneN,meN,fecl gq,...,g0 €M

f(g1,...,0n) € CIM.

clnl ... die n-stelligen Funktionen in C.

Sei A Algebra. Pol(A) und Clo(A) sind Klone auf A.



Klone sind Mengen von Termfunktionen

Satz
SeiA#(),C C O(A). Dann

CistKlonaufA < 3F C O(A):C = Clo((A,F)).
Definition
Ein Klon C C O(A) ist konstantiv :< {x — a|a € A} C C[1l.

Satz
Sei C C O(A). Dann

C ist konstantiver Klon auf A < 3F C O(A) : C = Pol((A,F)).



Funktionale Beschreibung von Klonen

Satz
Seienfy,...,fx € O(A). Dann ist

CI0(<A> f17 s 7fk>)
der kleinste Klon auf A, der fq, ..., fi enthalt.

Beispiel
Der Klon der Polynomfunktionen des Rings R der rellen Zahlen
wird von

X=rlreRU{(X,y) = x+yFU{(X,y) = xy}

erzeugt.



Relationale Beschreibung von Klonen

Definition
| eine endliche Menge, p C Al, f : A" — A f erhélt p (f > p) &
WV1,...,Vy € p:
(f(va(i),...,va(D)) |1 €1) € p.
Bemerkung

f > p <= pist Subuniversum von (A, f)'.

Definition (Polymorphismen)
Sei R eine Menge von endlichstelligen Relationen auf A, p € R.

Polym({p}) = {f € O(A)|f > p},
Polym(R) := (),cr Polym({p}).



Ein Hauptsatz der Klontheorie

Ein Hauptsatz der Klontheorie ([Bodnarcuk et al., 1969],
cf. [P6schel and Kaluznin, 1979, p.53])

Sei A endlich, C ein Klon auf A. Dann gibt es eine Menge R von
endlichstelligen Relationen auf A, sodass

C = Polym(R).
Beweisskizze:

1. A= (AC),
2. R :=SP_,A.



Endliche Beschreibung von Klonen

Definition
Ein Klon C ist endlich erzeugbar, wenn es ein endliches
F C O(A) gibt, sodass C = Clo((A, F)).

Definition

Ein Klon C ist endlichrelational oder pradikativ beschreibbar,
wenn es eine endliche Menge R von endlichstelligen
Relationen gibt, sodass C = Polym(R).



Anzahl von Klonen

Satz (Kardinalitat des Klonverbands)
Sei A endlich.
1. |A] > 3 = |{C|C Klon auf A}| = 2%,
[Janov and Mucnik, 1959]

2. |A| =2 = |{C| C Klon aufA}| = No. [Post, 1941]

3. |Al > 3 = [{C|C konstantiver Klon auf A}| = 2.
[Agoston et al., 1986]

4. |A| =2 = |[{C|C konstantiver Klon auf A}| = 7.



Klassifizierung von Algebren mit 2 Elementen

Satz (Klassifikation 2-elementiger Algebren, Konsequenz
aus Satz von E. Post, 1941)

Jede Algebra ({0,1},fy,...) ist polynomaquivalent zu einer der
folgenden 7 Algebren: ({0,1},0), ({0,1},V), ({0,1}, A),

<{07 1}7 \Z /\>’ <{07 1}7 Vi A, _‘>1 <{07 1}7 _‘>1 ({07 1}7 692>'



Algebren mit n Elementen

Versuch der Klassifikation n-elementiger Algebren
Sein > 3. Jede Algebra ({0,1,2,...,n —1},f1,...) ist
polynoméaquivalent zu einer der folgenden x Algebren.



Algebren mit n Elementen

Versuch der Klassifikation n-elementiger Algebren
Sein > 3. Jede Algebra ({0,1,2,...,n —1},f1,...) ist
polynoméaquivalent zu einer der folgenden x Algebren.

Satz [Agoston et al., 1986]
x = 2%o,



Modifizierte Frage

Frage (R. McKenzie (2002), P. Idziak (1999))

Sei A eine endliche Menge. Wieviele polynomindquivalente
Algebren (A, f1,f,...) gibt es, flr die sich aus den Operationen
fi,fo ... zumindest eine zweistellige Operation * bauen lasst,
sodass (A, x) eine Gruppe ist, also Pol,({A,f;,f,...)) eine
Gruppenmultiplikation enthalt?

Teilantworten

» Endlich viele, wenn |A| prim ist.

» Genau X viele, wenn |A| = p2 mit p prim ist
[Bulatov, 2002].

» Endlich viele, wenn |A| = pqist,und p # g.
([Aichinger and Mayr, 2007])

» Endlich viele, wenn |A| = p1p2 - - - px mit lauter
verschiedenen p; ist ([Mayr, 2008])



Mal’cev-Operationen

Definition

A Menge. Eine Funktion d : A3 — A ist eine Mal’cev-Operation
< d(a,a,b) =d(b,a,a) =b fur alle a,b € A. Prototyp:
d(x,y,z) ==x -y +z.

Eine Algebra ist eine Mal'cev-Algebra, wenn es unter ihren
ternaren Termfunktionen eine Mal'cev-Operation gibt.*

Satz [Mal’'cev, 1954]

A ist Mal'cev-Algebra <
VB € HSP(A) Vo, 8 € Con(A) : ao 8= Poa.

Ein Klon ist ein Mal'cev-Klon wenn er eine Mal’cev-Operation
enthalt.

1 Algebra mit Mal’'cev-Term, falls Mal’cev-Algebra mit anderer Bedeutung
verwendet wird.




Frage zur Anzahl von Mal’cev-Algebren

Frage [Bulatov and Idziak, 2003, Problem 8]

» A endliche Menge. Wie viele polynomindquivalente
Mal’cev-Algebren gibt es auf A? (endlich fur |A| < 3, Nq fur
|A| = 4, und > Rq fur |A| > 5 [Idziak, 1999]).

» A endliche Menge. Wie viele konstantive Klone auf A
enthalten eine Mal'cev-Operation?

» Gibt es eine endliche Menge mit Uberabzahlbar vielen
konstantiven Mal’'cev-Klonen?



Konstantive Mal'cev-Klone sind pradikativ
beschreibbar

Satz [Aichinger, 2010]
Sei A eine endliche Menge, und sei M die Menge aller
konstantiven Mal’cev-Klone auf A. Dann gilt:

1. (M, C) hat keine unendlich absteigenden Ketten.

2. Furjedes C € M gibt es eine endlichstellige Relation p,
sodass C = Polym({p}).

3. M ist endlich oder abzéhlbar unendlich.



Klone mit Kantentermen sind pradikativ beschreibbar

Definition
Eine k-stellige Operation ist eine Kantenoperation :< ...

3-stellige Kantenoperationen £ Mal'cev-Operationen. Aus einer
Majoritatsoperation enthélt man eine 4-stellige
Kantenoperation.

Satz (Aichinger, Mayr, McKenzie, 2010)
A endliche Menge, k > 3, M die Menge aller Klone auf A, die
einen k-stelligen Kantenterm enthalten. Dann gilt:

1. (Mg, ©) hat keine unendlich absteigenden Ketten.

2. Fur jedes C € My gibt es eine endlichstellige Relation p,
sodass C = Polym({p}).

3. My ist endlich oder abzéhlbar unendlich.



Eine Konsequenz fur Gruppen

Korollar
Sei G endliche Gruppe. Dann gibtes k € N, H < GK, sodass
S = Uneny SUHG") die kleinste Menge ist, fiir die folgendes gilt:

» HeS;
» VmneN,AecSM o:n— mail
{(hoay -+ Nom)) | (N1, ..., hm) € A} € SI;
» Vm,ne N, AcSM o:n— mygilt
{(h1,...,hm) | (Ny(ay, - - - Non)) € A} € SI;
» yne N,A,B e SN giltAnB e SN,



Konsequenzen

Mal'cev-Algebren

1. Bis auf Termaquivalenz und Isomorphismus gibt es nur
abzahlbar viele endliche Mal’cev-Algebren.

2. Jede Mal'cev-Algebra, auch wenn sie unendlich viele
Operationen hat, kann durch eine einzige endlichstellige
Relation dargestellt werden.

Konsequenzen fur den Klonverband
Sei C ein Mal'cev-Klon auf der endlichen Menge A.
1. Das Intervall I[C, O(A)] hat nur endlich viele Atome
[POschel and Kaluznin, 1979].
2. Jeder Klon D mit C C D enthalt eines dieser Atome.

3. Wenn I[C, O(A)] unendlich viele Klone enthalt, so enthélt
es einen Klon, der nicht endlich erzeugbar ist. (cf. Konigs
Lemma).



Algebraische Methoden in der Beschreibung von
Klonen

Ziel
Beschreibung eines Klons C = (F) auf A durch Analyse der
Algebren (A,C) und (A F).



Klassische Algebren als Teil eines Klons

Satz (Artin-Wedderburn, Wedderburn 1907)

R endlicher Ring mit Eins, M ein treuer einfacher unitarer
R-Modul, R € EndM, +), r * m := r(m). Dann gilt

R = Polym{tl(s),
wobei S = {Graph(e)| e € Enck(M, +)} U {Graph(+)}.

Satz (Wielandt-Betsch, [Betsch, 1973])

(N, +, o) endlicher Fastring mit Eins, N o 0 = O, I treue endliche
unitdre N-Gruppe ohne nichttriviale N-Untergruppen, N C rr,
n*~ := n(y). Dann gilt:

N = Polymii(s),

wobei S = {Graph(e)| e € Endy(l',+)}. S = G U {0}, wobei
G Sfpf Aut(F, —1—).



Polynomvollstandigkeit

Frage
Gegeben: A endliche Algebra.
Gesucht: R mit Pol(A) = Polym(R).

Polynomvollstandigkeitseigenschaften
Beschreibe die Algebren A, fir die eine “offensichtliche” Wahl
von R stimmt.
1. Gilt Pol(A) = O(A) = Polym(0)? Ist A polynomvollstandig?
2. Pol(A) = Polym(Con(A))? Ist A affin vollstandig?

3. Andere Eigenschaften: polynomreich, schwach
polynomreich. Fir Verbénde: ordnungspolynomvollstandig,
ordnungsaffin vollstandig.



Beispiel eines Satzes Uber affin vollstandige Gruppen

Satz [Aichinger, 2002, Ecker, 2006]

A, B nilpotente affin vollstandige Gruppen. G = A x B,

B £ Cg(A), {x = b 1-x-b|b e B} <gr (Aut(A) N Pol(A),0).
Dann ist G affin vollstandig.

Beispiel
A:=C3xC3,B:=C, xCy, G=0C, x DIh(C3 X C3) Dann ist
G affin vollstandig.

Bemerkung

[Aichinger and Mudrinski, 2009] untersucht
Polynomvolistandigkeitseigenschaften flr bestimmte erweiterte
Gruppen. Man erhélt fur manche A ein m € N (oft m < 4) mit

Polym(S((A*)™)) = Pol(A).



Aussagen mithilfe von Con(A)

Definition
CKlonaufA, A:=(AC), L:=Con(A)=S(A xA)nAgv(A).

Satz ([Aichinger, 2001] fur erweiterte Gruppen,
[Kaarli and Mayr, 2010] fur Mal’cev-Algebren)

A endliche Mal'cev-Algebra, 1,7 € Con(A) so, dass p V n = 1a,
wAn=0aVYyeCon(A): (yAp)V(yAn)=~necN.

® : Poly(A) — Poln(A/p) x Poly(A/n), ®(p) := (p/,p/n)-

Dann ist ¢ bijektiv.



Aussagen mithilfe von Con(A)

Konsequenz
C konstantiver Mal'cev-Klon, A := (A,C), u,n € Con(A) so,

dass uVn =1, p A1n = 0a,
Vy € Con(A) : (YA p)V(yAn) =17,

und sein € N.
Dann gibt es konstantive Mal’cev-Klone D und £ auf A/p und

A/n,
o ¢l pil s el o(p) == (p/u, p/n).

bijektiv ist.

C=2DxE&E



Binare Kommutatoren

Lemma (Beschreibung binarer Kommutatoren
[Aichinger and Mudrinski, 2010])

A Mal'cev-Algebra, a, f € Con(A). Dannist [«, 5] die
Kongruenz, die von

{(p(a;c),p(b,d))| (a,b) € @, (c,d) € §,p € Poly(A),

p(a’ C) = p(aad) = p(b,C)}.

erzeugt wird.




Binare Kommutatoren flr erweiterte Gruppen

Lemma (Beschreibung des binaren Kommutators
[Scott, 1997])

V erweiterte Gruppe, A, B <V. Dann wird [A, B] von

{p(a,b)|a e A,b eB,p € Poly(V),
p(070) = p(a,O) = p(07 b) = 0}7

und ebenso von

{p(a,b)|a € A,b eB,q € Pol,(V),
q(x,0) =q(0,x) forallx € V}.

erzeugt.
Remark: q(va) = p(va) - p(X,O) + p(0,0) - p(ovy)



Hohere Kommutatoren

Definition héherer Kommutatoren [Bulatov, 2001]

» Fir n € N hat [Bulatov, 2001] n-stellige Kommutatoren
mithilfe von Polynomfunktionen definiert.

» Der n-stellige Kommutator von «as, ..., an € Con(A) ist
eine Kongruenz v := [aq, ..., ap] von A.

» [Mudrinski, 2009, Aichinger and Mudrinski, 2010]
untersuchen diese Kommutatoren fir Mal’cev-Algebren.



Nilpotenz

Definition der unteren Zentralreihe

71(A) := 1a, W(A) := [1a, Tn—1(A)] furn > 2.

Nilpotenz

A Mal'cev-Algebra. A ist nilpotent von Klasse k < ¢ (A) # Oa,
Yk+1(A) = Oa.

Die “untere Superreihe”

O'n(A) = 1A,...,1A.

n

Supernilpotenz
A Mal’cev-Algebra. A ist supernilpotent von Klasse k <
O'k(A) 75 OA, O‘k+1(A) = OA.



Charakterisierung der Supernilpotenz durch das freie
Spektrum

Satz (cf. [Berman and Blok, 1987])

A endliche Mal'cev-Algebra, k € N. Aquivalent sind:
1. 3p € R[t] : deg(p) = k und [Fyay(n)| < 2P fiir alle n € N.
2. A ist supernilpotent von Klasse < k.



Verbindungen zwischen Supernilpotenz und Nilpotenz

Satz (Supernilpotenz impliziert Nilpotenz
[Mudrinski, 2009])

A Mal'cev-Algebra, supernilpotent von Klasse k. Dann ist A
nilpotent von Klasse < k.

Bemerkung (Nilpotenz impliziert i.A. nicht Supernilpotenz)
» Ng := (Zg,+,f) with f(0) =(3) = 3,
f(1) =f(2) =f(4) = f(5) = O ist nilpotent von Klasse 2
und nicht supernilpotent.

> (Za,+,2X1X2, 2X1X2X3, 2X1X2X3X4, - . .) ISt nilpotent von
Klasse 2 und nicht supernilpotent.



Aufspaltbare Verbande

Definition
L Verband. LL ist aufspaltbar :< Je,6 € L: 0 < ¢, 0 < 1 und

VaelL :a>cora<).

ji L does not split
L splits pl




Algebren mit nicht aufspaltbarem Kongruenzverband

Satz [Aichinger and Mudrinski, 2012]

A endliche Mal'cev-Algebra. Wenn Con(A) nicht aufspaltbar ist,
dann ist A supernilpotent.

Korollar
Der Kongruenzverband einer endlichen nicht nilpotenten
Mal'cev-Algebra ist aufspaltbar.



Endliche Erzeugbarkeit aus Supernilpotenz

Satz [Aichinger and Mudrinski, 2010, Proposition 6.18]

Sei A endlich, C konstantiver Klon auf A. Wenn A = (A, C)
supernilpotent ist, dann ist C endlich erzeugbar.

Korollar
Jeder konstantive Klon C auf endlichem A, fur den Con((A,C))
nicht aufspaltbar ist, ist endlich erzeugbar.



Klon der kongruenzerhaltenden Funktionen

Satz (EA, unveroffentlicht)

A endliche Mal'cev-Algebra, Con(A) einfacher Verband,
|Con(A)| > 2. Aquivalent sind:

1. C := Comp(A) = Polym(Con(A)) ist endlich erzeugbar.
2. Con(A) ist nicht aufspaltbar.



Offene Fragen in der Klontheorie

Welche der folgenden Fragen sind algorithmisch l6sbar?
Gleichheit von Klonen

» Gegeben: A endlich, f1,...,f, € O(A), p C A"
» Gesucht: Gilt Clo((A, f1,...,fk)) = Polym(p)?

Endliche Erzeugbarkeit

» Gegeben: A endlich, p C Al
» Gesucht: Ist Polym({p}) endlich erzeugbar?

Endlichrelationalitat
» Gegeben: A endlich, f1,...,fx € O(A).

» Gesucht: Ist Clo((A,fy,...,fk)) endlichrelational? Wenn ja,
wie grol3 sind die Relationen?



Endlichrelationalitat und Polynomvollstandigkeit

Berechenbare Schranke fur die Stelligkeit der bendtigten
Relationen

» Gegeben: A = (A F) endliche Mal'cev-Algebra (oder:
Gruppe, Ring, Modul, ...).

» Gesucht: m € N, sodass Clo(A) = Polym(S(A™)) bzw.
Pol(A) = Polym(S((A*)™)).



Offene Fragen zu Mal’cev-Klonen

Satz

A endlich. M := Menge aller Klone mit Mal’cev-Operation.
Dann besitzt (M, C) keine unendlichen absteigenden Ketten,
und fur |A| > 4 unendliche aufsteigende Ketten.

Frage
Unendliche Antiketten?



Offene Fragen zur Terméaquivalenz

Terméaquivalenz mit Lange der Terme
A = (A,F)und B = (A, G) sind stark terméquivalent :< es gibt
p € R[x]:
1. Vs in der Sprache von B 4t in der Sprache von A mit
[Itll < p(/ls]) und s® = tA
2. und umgekehrt.



Lange von Termen

Syntaktische Komplexitat
A Algebra.

ya(n) ;= min{m € N|Vf € Clo,A 3t: ||t|| < mund t* = f}.

Satz (Horvath und Nehaniv, unveréffentlicht)
G Gruppe.
1. G nilpotent von der Klasse k = ~g-(n) < C(G) - nk.
2. G einfach und nicht abelsch = 4g-(n) < C(G) - n8 . |G|".
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