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KAPITEL 1

Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie

1. Problemstellungen der Wahrscheinlichkeitstheorie

Eine Nachrichtenquelle produziert eine Folge von 100 Zeichen auf folgende Art:
Fiir jedes Zeichen wird gewiirfelt. Fallt der Wiirfel auf 1, 2, oder 3, so wird das
Zeichen a produziert. Féllt der Wiirfel auf 4 oder 5, wird b produziert. Fallt der
Wiirfel auf 6, so wird ¢ produziert.

Wir fragen uns nun, wieviele a wir erwarten diirfen. Zunéchst wiirde man erwar-
ten, dass etwa die Halfte der Zeichen a sind. Dennoch ist es moglich, dass der
Wiirfel 100 mal hintereinander auf 4, 5, oder 6 fillt, und kein einziges Zeichen
ein a ist. “Moglich schon, aber sehr unwahrscheinlich”, sagt die Wahrscheinlich-
keitstheorie dazu.

Produziert man nun anstatt 100 Zeichen 10000 oder 100000 Zeichen, so scheint es
plausibel, dass der Anteil an a den erwarteten 50% schliellich ganz nahe kommt.
Trotzdem ist es denkbar, dass auch unter 100000 Zeichen kein einziges a vor-
kommt. In den “Gesetzen der groflen Zahlen” erhalten wir mathematische Aus-
sagen dariiber.

2. Wahrscheinlichkeit

Wir wollen beschreiben, dass die drei Zeichen a, b, ¢ mit den “Wahrscheinlichkei-

11 1
" 236
Ein Wahrscheinlichkeitsraum besteht aus einer endlichen Menge, und einer Funk-

ten auftreten. Dazu definieren wir den Begriff Wahrscheinlichkeitsraum.

tion, die jedem Element seine relative Haufigkeit zuordnet.

DEFINITION 1.1 (Endliche Wahrscheinlichkeitsrdume). Sei €2 eine endliche nicht-
leere Menge, und sei P : 2 — [0, 1]. Das Paar (2, P) ist ein Wahrscheinlichkeits-

raum, falls
> Pw)=1.

weN

Wir kénnen nun jede Teilmenge eines Wahrscheinlichkeitsraumes messen.

1



2 1. GRUNDBEGRIFFE DER WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

DEFINITION 1.2. Sei (€2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei A eine Teil-
menge von 2. Dann definieren wir das Maf§ von A, P(A), durch

P(A):=)_P(a).

acA

In der Wahrscheinlichkeitstheorie beschreibt man Vorgénge, die vom Zufall ab-
héngen, etwa vom Wurf einer Miinze, von der Augenzahl, die ein Wiirfel zeigt,
oder von der Kiste, in die eine Roulettekugel fillt. So hédngt die Auswahl der
Zeichen a, b, ¢ im Beispiel der vorigen Sektion davon ab, wie der Wiirfel gefal-
len ist. Es ist zufillig, welches der drei Zeichen a, b, ¢ die Nachrichtenquelle als
néchstes produziert. Wenn aber der Wiirfel gefallen ist, so ist die Auswahl be-
stimmt. Fiir die mathematische Beschreibung der Auswahl eines Zeichens trennt
man das Wiirfeln vom deterministischen Vorgang, der Auswahl des Zeichens aus
der Augenzahl.

Das Wiirfeln kodiert man durch einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) mit
Q={1,2,3,4,5,6}

und

Die Auswahl des Zeichens kodiert man durch eine Funktion von {1,2,3,4,5,6}
nach {a,b,c}. Im genannten Beispiel verwenden wir die Funktion X mit X (1) =
X(2)=X(3)=ua, X(4) = X(5) = b, X(6) = c. Funktionen, die auf der Trager-
menge eines Wahrscheinlichkeitsraumes definiert sind, heiflen Zufallsvariablen.

DEFINITION 1.3. Sei (€2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei M eine Menge.
Eine M-wertige Zufallsvariable X auf (£, P) ist eine Funktion X : Q) — M.

Wir interessieren uns nun dafiir, wie héufig das Zeichen b ausgewéhlt wird. Dazu
messen wir, wie grofy die Menge {w | X (w) = b} ist, nennen das Maf} dieser Menge
die Wahrscheinlichkeit fir X = b, und kiirzen diese mit P[X = b] ab. In unserem
Fall erhalten wir
PIX =8 = P({w| X(w) =0}) = P{45) = g + = 5.
DEFINITION 1.4 (Wahrscheinlichkeit). Sei (€2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum,
M eine Menge, und X : 2 — M eine Zufallsvariable. Sei Z eine Teilmenge von
M. Dann definieren wir die Wahrscheinlichkeit, dass X in Z liegt, abgekiirzt
P[X € Z], durch
PX eZ]:=P{w|X(w) € Z}).
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Wenn Z einelementig ist und Z = {z}, dann schreiben wir auch P[X = z] fiir
PX € Z].

Wir {iberlegen uns nun, wie wir Vorgénge beschreiben, die von mehrmaligem
Wiirfeln abhédngen. Dazu betrachten wir folgendes Beispiel: Wie grof§ ist die
Wahrscheinlichkeit, bei zweimaligem Wiirfeln die Augensumme 6 zu erhalten?
Wir gehen davon aus, dass bei zweimaligem Wiirfeln jede Folge gleich wahr-
scheinlich ist: (1,1) ist also gleich wahrscheinlich wie (2,3), (3,2) oder (1,6).
Daher definieren wir einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) durch
Q = {(wl, WQ) ’ W1, Ws € {1, 2, 3, 4, 5, 6}},

P((wy,w2)) = 35 fiir alle wy,wy € {1,2,3,4,5,6}.

Die Zufallsvariable X definieren wir durch
X((wl,wg)) = Wi + wa.
Wir suchen die Wahrscheinlichkeit fiir X = 6. Wir erhalten
P[X = 6] = P({(w1,ws) € {1,2,3,4,5,6}*| X ((w1,ws)) = 6})

= P({(wlﬂ WQ) € {L 27 37 47 5a 6}2 |w1 + Wy = 6})
= P({(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1)})
_ 2
36
Also ist die Augensumme mit Wahrscheinlichkeit %, also 13.888...%, gleich 6.

UBUNGSAUFGABEN 1.5.

(1) Sie wiirfeln drei Mal, und berechnen das Produkt der Augensummen. Berech-
nen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Produkt gréfler als 120 ist.
(a) Geben Sie einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) an, der fiir dieses Pro-
blem geeignet ist.
(b) Geben Sie die Zufallsvariable an, deren Erwartungswert wir suchen.

Wir betrachten bei zweimaligem Wiirfeln folgende Zufallsvariablen:

(1) X((w1,w2)) = w,
(2) Y((wi,w2)) = wy,
(3) Z((w1,w2)) = w1 + wo.

X liefert also das Ergebnis des ersten Wurfes, Y das Ergebnis des zweiten Wurfes,
und Z die Summe der Augenzahlen beider Wiirfe. Der Ausgang von X und der
Ausgang von Y beeinflussen einander nicht; wenn ich auch weif}; dass der erste
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Wurf 5 ist, so bleiben fiir den zweiten Wurf doch alle Ausgénge gleich wahrschein-
lich. Der Ausgang von X liefert aber Einschrankungen fiir den Ausgang von Z.
Ist der erste Wurf 5, so ist die Summe bestimmt nicht mehr 2 oder 12. Wenn
Zufallsvariablen einander nicht beeinflussen, so nennt man sie unabhdngig.

DEFINITION 1.6. Sei (€2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, seien M, N Mengen,
und seien X : Q@ — M und Y : Q — N Zufallsvariablen. X und Y sind un-
abhdngig, falls fiir alle a € M und b € N gilt:

PX =aund Y =b] = P[X =a]- PlY =1].

Dabei steht P[X = a und Y = b fiir das Mafl P({w € Q| X(w) = a und Y(w) =
b}).

LEMMA 1.7. Sei (Q, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, seien M, N Mengen, und
seien X : Q — M und Y : Q — N Zufallsvariablen. Aquivalent sind:

(1) X und Y sind unabhdngig.
(2) Fiir alle Teilmengen A von M wund fiir alle Teilmengen B von N gilt
P X € AundY € B] = P[X € A]- P[Y € B].

Dabei steht P[X € A und Y € B] fir P({w € Q| X(w) € A und Y (w) € B}).

Beweis: (1)=(2):
PIXeAundY € B] = P{w € Q| X(w) € Aund Y(w) € B})

= > P(w)

wen
X(w)€A und Y (w)EB

=22, 2 PW

A
acA beB weQ

X (w)=a und Y (w)=b

=> ) P{weQ|X(w) =aund Y(w) = b})

a€A beB

=> ) P[X=aundY =]

a€A beB
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Nun verwenden wir die Unabhéngigkeit von X und Y und erhalten

Y PIX=auwmdY =0b=) > PX=d- Py =1

ac€A beB acA beB
= (D _PX=a))-(D_PX =)

= P[X € A]- P|X € B].

(2)=(1): Wir fixieren ¢ € M und b € N. Wir erhalten P[X = aund Y =
bl = P[X € {a} und Y € {b}]. Wegen (2) ist der letzte Ausdruck gleich P[X €
{a}]- P[Y € {b}] = P[X =a]- P[X =1]. O

DEFINITION 1.8 (Bedingte Wahrscheinlichkeit). Sei (2, P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum, seien M, N Mengen, und seien X : @ — M und Y : Q@ — N Zu-
fallsvariablen. Sei A eine Teilmenge von M und B eine Teilmenge von N mit
P]Y € B] # 0. Dann definieren wir
PIX € Aund Y € B|

PlY € B] ’

und nennen die linke Seite die Wahrscheinlichkeit, dass X in A ist, wenn wir

P[X € A|Y € B] .=

schon wissen, dass Y in B ist.

Wir schrianken also unser Interesse auf jene Ereignisse ein, fiir die Y in B liegt,
und messen, fiir welchen Anteil von diesen X in A liegt.

Wir iiberlegen uns dazu folgendes Beispiel: Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit,
dass bei zweimaligem Wiirfeln der erste Wurf ein Einser ist, wenn die Augensum-
me 4 ist?

Zur Losung wihlen wir den Wahrscheinlichkeitsraum
Q = {(wl, (.UQ) ’ W1, Ws € {1, 2, 3, 4, 5, 6}},
P((wy,w2)) = 35 fiir alle wy,wy € {1,2,3,4,5,6}.
Wir definieren die Zufallsvariablen X und Y durch

X(wp,wa) = w fiir alle wy,wy € {1,2,3,4,5,6},
Y(wi,we) = wy+ wsy fiir alle wy,wy € {1,2,3,4,5,6}.
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Gesucht ist dann P[X = 1|Y = 4]. Wir berechnen
PIX =1und Y = 4]
PlY =4]
_ P{w € Q]| X(w) =1und Y(w) =4})
P{w € Q|Y(w) =4})
_ PUL3Y
P{(1,3),(2,2),(3,1)})

PX=1|Y =4] =

I gleolggl

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der erste Wurf ein Einser war, wenn wir schon
wissen, dass die Augensumme 4 ist, ist also %

Aus Neugier stellen wir auch folgende Frage: Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit,
dass die Augensumme 4 ist, wenn wir schon wissen, dass der erste Wurf ein Einser

war. Wir berechnen dazu
PlY =4 und X = 1]

Py =4|X =1] =

PIX = 1]
_ P{(1,3)})
P(L, 1), (1,2), (1,3), (1,4, (1,5), (1,6)})
oy
=)

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Augensumme 4 ist, wenn wir schon wissen,
dass der erste Wurf ein Einser ist, ist also %. Wenn wir uns in dieses Experiment
erst zu dem Zeitpunkt einschalten, an dem der erste Wiirfel auf Eins gefallen
ist, miissen wir nur mehr beobachten, ob der zweite Wiirfel auf 3 fallt, damit die
Augensumme 4 ist. Der zweite Wiirfel féllt mit Wahrscheinlichkeit % auf 3.

UBUNGSAUFGABEN 1.9.

(1) Wie groB ist bei zweimaligem Wiirfeln die Wahrscheinlichkeit, dass die Au-
gensumme grofler als 7 ist, wenn wir schon wissen, dass das Produkt der
Augenzahlen grofer als 8 ist?

(2) Wir wiirfeln zweimal und werfen eine Miinze einmal. Féllt die Miinze auf
“Zahl”, zéhlen wir beide Augenzahlen der Wiirfel zusammen, fillt die Miinze
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auf “Kopf”, so zdhlen wir nur die hohere Augenzahl der beiden Wiirfe. Ge-
ben Sie einen Wahrscheinlichkeitsraum und eine Zufallsvariable an, die dieses
Experiment beschreiben.

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Miinze auf “Kopf” gefallen
ist, wenn wir schon wissen, dass das Ergebnis des Experiments die Zahl 6 ist?
(MacKay, 2003, Exercise 3.12]) Eine Urne enthélt genau eine Kugel, die
mit gleicher Wahrscheinlichkeit entweder weifl oder schwarz ist. Eine weifle
Kugel wird in die Urne dazugelegt, die Urne geschiittelt, und eine Kugel wird
herausgenommen. Die herausgenommene Kugel ist weifi. (Die Urne ist also
wieder im gleichen Zustand wie zuvor.) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit,
dass sich jetzt in der Urne eine weifle Kugel befindet?

Hinweis: Wiéhlen Sie als Wahrscheinlichkeitsraum

{(0,0),(0,1),(1,0),(0,0)}. Dabei soll im Paar (w;,ws) die Zahl w; = 0
sein, falls die Kugel, die am Beginn in der Urne ist, weif3 ist. Wenn wy = 1, so
nehmen Sie die neu hinzugekommene Kugel heraus, wenn wy = 0, so nehmen
Sie die Kugel heraus, die bereits in der Urne war. Die Zufallsvariabe X;
beschreibe die Farbe der gezogenen Kugel, die Zufallsvariable X5 beschreibe
die Farbe der Kugel, die in der Urne zuriickbleibt.
(MacKay, 2003, Exercise 3.14]) In einem Spiel werden zwei Miinzen gewor-
fen. Féllt eine der Miinzen auf Kopf, so haben Sie einen Preis gewonnen. Um
den Preis zu erhalten, miissen Sie auf eine der Miinzen zeigen, die auf Kopf
fallt.

Sie sehen Fritz bei diesem Spiel zu. Er wirft zwei Miinzen, zeigt auf ei-
ne und sagt wahrheitsgeméf: “Diese Miinze ist auf Kopf gefallen, ich habe
gewonnen.” Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass die andere Miinze auf
Kopf gefallen ist?

Hinweis: Es geht wieder um die Wahl eines geeigneten Wahrscheinlich-
keitsraums und geeigneter Zufallsvariablen.

In einer Quizshow stehen hinter drei verschlossenen Tiiren ein Auto und zwei
Ziegen. Der Kandidat zeigt auf eine Tiir. Darauf 6ffnet der Quizmaster, der
weill, hinter welcher Tiir das Auto ist, eine der anderen beiden Tiiren, und
zwar so, dass hinter dieser Tiir eine Ziege steht. Der Kandidat kann nun
zwischen zwei Tiiren wéihlen. Die Tiir, auf die er bei dieser zweiten Wahl
zeigt, wird gedffnet, und er gewinnt, was hinter dieser Tiir ist. Der Kandidat
hat nun zwei Moglichkeiten: Er kann

(a) bei seiner anfangs gewihlten Tiir bleiben.

(b) auf die andere Tiir zeigen.
Berechnen Sie fiir jede dieser Optionen die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der
Kandidat das Auto gewinnt.

Geben Sie dazu eine Zufallsvariable an, die von zwei Wiirfen mit einem
dreiseitigen Wiirfel und einem Miinzwurf abhéngt, und deren Ergebnis 1 ist,
falls der Kandidat das Auto gewinnt. Der erste Wurf gebe dabei an, wo das
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Auto steht, der zweite Wurf, auf welche Tiir der Kandidat zuerst zeigt, und
der Miinzwurf, welche Tiir der Quizmaster 6ffnet, falls er die Wahl hat.

PROPOSITION 1.10. Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, seien M, N Men-
gen, seien X : Q0 — M und Y : Q — N Zufallsvariablen , und sei set A C M,
B C N. Wenn X undY wunabhingig sind und P[Y € B] # 0, so gilt

P[X € A|Y € B] = P[X € A].

Selbst wenn wir wissen, dass Y in B liegt, hat das keinen Einfluss auf die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass X in A liegt.

Beweis:
PX € AundY € B]
PlY € B|
Nun verwenden wir, dass X und Y unabhéngig sind, und erhalten
P Xe€eAundY € B] P[X € A]-P[Y € B]

P[Y € B] B P[Y € B]
= P[X € A].

P[X e AlY € B] =

3. Erwartungswert und Varianz

Wenn X eine Zufallsvariable vom Wahrscheinlichkeitsraum €2 nach R ist, dann
bezeichnen wir mit F(X) den Durchschnitt ihrer Ausgéange, und nennen ihn Er-
wartungswert.

DEFINITION 1.11. Sei (€2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei X : Q@ — R
eine Zufallsvariable. Dann definieren wir den Erwartungswert E(X) von X durch

E(X)=) X(w) Pw).

weN
Wie {iblich bezeichnen wir { X (w) |w € Q} mit X ().

LEMMA 1.12. Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei X : Q — R eine
Zufallsvariable. Dann gilt

(1.1) E(X)= Y s -PX=s4]

sEX(Q)
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Beweis: Wir definieren §(a,b) = 1, falls a = b und 6(a,b) = 0, falls a # b. Wir

formen nun die rechte Seite von (1.1) um und erhalten:

Y s PX=sl= > s5-PlueQ|X(w)=s}

s€EX(Q) SEX(Q)

=2 s ) F

SEX(Q) weN
X(w)=s

- Z D PW) %)
seEX(Q wel

=D Zs P(w) - §(X (), s)
SEX () weN

=> ) s Pw)-d(X(w),s).
weN seX(Q)

In der inneren Summe im letzten Ausdruck ist nur der Summand mit s = X (w)
ungleich 0. Daher ist der letzte Ausdruck gleich

S X(w) - Pw)- 1,

weN

und das ist genau der Erwartungswert F(X). O

Eine wichtige Eigenschaft des Erwartungswertes ist seine Linearitét.

SATz 1.13. Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, seien X,Y Zufallsvariablen
von 2 — R, und sei t € R. Dann gilt:

(1) E(X+Y)=EX)+EY).
(2) E(t-X) =t E(X).

Dabei ist ¢ - X die Funktion, die jedes w auf ¢ - X (w) abbildet.

Beweis: Die erste Eigenschaft beweisen wir durch

E(X+Y)=> (X(w)+Y(w)) Pw)

wef
=y (X w) +Y(w) - P(w))
=Y X(w) Plw)+ ) Y(w): Pw

— E(X) + E(Y).
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Die zweite Eigenschaft beweisen wir durch

E(t-X)=) (t-X)(w)- Pw)

Die folgende Eigenschaft unabhéngiger Zufallsvariablen ist verbliiffend:

LEMMA 1.14. Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien X,Y : Q — R
unabhdngige Zufallsvariablen. Dann gilt

E(X-Y)=E(X)-E(Y).

Beweis: Wir berechnen F(X) - E(Y). Wir verwenden dazu die Darstellung von
E(X) aus Lemma 1.12 und erhalten

E(X) E(Y)=(Y_ r-PX=r)-() s-PY=5s)

rex(Q) SEY(Q)
= > > r-s-P[X=r1]-PY =4
reX () sey (Q)

Nun verwenden wir die Unabhanglgkelt der Zufallsvariablen X und Y.
Z ZT-S'P[X:T] Z ZTSP =rund Y = g|.
reX(Q) seY () reX(Q) seY ()

Wir verwenden wieder die Funktion 6 mit §(a,b) = 1, falls @ = b und 6(a,b) = 0,
falls a # b. Wir fassen fiir jedes t € R alle Summanden zusammen, fiir die r-s = ¢
ist. So erhalten wir

Z ZTSP =rund Y = g
reX(Q) sey(Q)
- Z Z Z X=rundY =s|-0(r-s,t).

teX ()Y () reX(Q)seY(Q

Wir zeigen nun als néchstes:

(1.2)
Fiir alle t € R: Z Z P X =rundY =s|-d(r-s,t)=P[X-Y =1].

reX () seY (Q2)



3. ERWARTUNGSWERT UND VARIANZ 11
Um das zu begriinden, beweisen wir zunéchst:

(1.3) Fiir alle t € R gilt:

U U {we|X(w)=rundY(w)=sund rs=t} = {w e Q| X(w)Y(w) =t}
rex(Q) sev(Q)
Wir fixieren ¢ € R. Die Inklusion C ist offensichtlich. Fiir die Inklusion 2 fixieren
wir w in 2 so, dass X(w) - Y(w) = t. Das Element w kommt dann in jener
Menge der Vereinigung auf der linken Seite von (1.3) vor, fiir die r := X (w) und
s := Y (w) ist. Das beweist (1.3). Da die Mengen, die auf der linken Seite von (1.3)
vereinigt werden, paarweise disjunkt sind, gilt

P U U {weQ|X(w)=rund Y(w)=sund r-s =t}
reX(Q) seY(Q)

Z Z {weQ|X(w)=rund Y(w)=sund r-s =1t})

reX(Q) sey (2
Z Y PH{weQ|X(w)=rundY(w)=s})-6(r-s,t).
reX(Q) seY ()

Das Mafl der Menge auf der linken Seite von (1.3) steht also auf der linken Seite
von (1.2), und das MaB der Menge auf der rechten Seite von (1.3) steht auf
der rechten Seite von (1.2). Das beweist (1.2). Wir verwenden nun (1.2), um
weiterzurechnen, und erhalten

Z Z Z X=rundY =s]-6(r-s,t)

teX ()Y () reX(Q)seY(Q
= > t-PX-Y=t
teX(Q)Y(Q)

=FEX-Y).
OJ
Ein Ma8 fiir die Schwankung einer Zufallsvariablen um ihren Erwartungswert ist

die Varianz. Fir einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) und eine reelle Zahl a
bezeichnen wir mit @ die Funktion, die durch

a : Q — R
w — a

gegeben ist; @ ist also die konstante Funktion mit Funktionswert a.

DEFINITION 1.15 (Varianz). Sei (Q, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei
X : Q — R eine Zufallsvariable. Dann ist die Varianz von X, abgekiirzt V(X),
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V(X):=E ((X —Wf) .

definiert durch

Die Varianz ist also der Erwartungswert der Zufallsvariablen Y, die durch Y (w) =

(X (w) — E(X))? definiert ist.

UBUNGSAUFGABEN 1.16.

(1) Sie werfen drei Mal eine faire 5 Schilling-Miinze, und notieren die Anzahl
von “Zahl” und “Lippizaner”. Die Zufallsvariable X beschreibe die Anzahl
von “Zahl”. Bestimmen Sie die Varianz von X. Geben Sie dazu wieder einen
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) an, der fiir dieses Problem geeignet ist, und
beschreiben Sie die Funktion X.

SATZ 1.17. Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, sein € N, und seien
X1, Xo,..., X, : Q = R Zufallsvariablen, die paarweise voneinander unabhdngig
sind. Dann gilt

V(IXi+ X0+ +X,) = V(X)) + V(X)) + -+ V(X,).
Bewezis:

ViXi+Xo+--+X,)=F

I
-
&5
—
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Wir trennen nun die Summanden, fiir die ¢ = j ist, von denen, fiir die ¢ # j. Wir

0 S5 (7). (-7T)
Z(( F)) ¢ 55 8 £ 0)-(5-FT).

J#l
Wir fixieren nun i,j € {1,2,...,n} mit i # j und betrachten den Ausdruck

(1.5) E((x-EX)- (% -FB(X)).

Wir rechnen
E ((Xl —M) : (Xj - E(Xj))>
:E(X X, —E(X)-X; — X, - E(Xj)+E(Xi)~E(Xj)>.

Wir verwenden die Linearitdt des Erwartungswertes; aulerdem verwenden wir,
dass F (X;) und E (X;) konstante Funktionen sind und somit F (E (X;)- X ]-) =
E(E(X;)-X;) = E(X;) - E(X,) gilt. AuBerdem verwenden wir, dass der Er-
wartungswert einer konstanten Funktion gleich ihrem (einzigen) Funktionswert
ist.

E(X X~ E(X)-X;— X, E(Xj)—l—E(Xi)-E(Xj))
=E(X;- X;) - E(X;)- E(X;) - E(X)) - E(Xi) + E(X;) - E(X))
_ (X X))~ B (X)) B(X,).

Da X; und X; unabhéngig sind, liefert Lemma 1.14, dass der letzte Ausdruck 0
ist. Somit ist (1.5) gleich 0. Wenn wir nun in (1.4) weiterrechnen, erhalten wir

iE((X—W)Q) +i1 % E((x-FX) - (x,-EX)))

J#
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4. Das schwache Gesetz der grofien Zahlen

Zur Beschreibung von Zufallsexperimenten, bei denen mehrmals hintereinander
gewiirfelt wird, eignen sich Produktrdume. Wir kiirzen Vektoren mit fettgedruck-
ten Buchstaben ab, also zum Beispiel (wy,ws, ..., w,) mit w.

DEFINITION 1.18 (Produktraum). Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Der
n-fache Produktraum von (§2, P), abgekiirzt (€2, P)", ist das Paar (Q”, P(")), das
durch
O = {wlw,ws, ..., w, € Q},
P (w) = P(w)-P(wy) - P(wn)

gegeben ist.

Tatsachlich ist auch im Produktraum die Summe der Wahrscheinlichkeiten wie-
der 1.

PROPOSITION 1.19. Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei n € N.
Dann gilt

(1.6) > P(wi) Plws)-Plwn) =1.

wenn

Beweis: Wir beweisen die Gleichheit (1.6) mit Induktion nach n. Fir n = 1
folgt (1.6) unmittelbar aus der Tatsache, dass sich in 2 die Mafle der Elemente
zu 1 addieren. Sei nun n € N, n > 2. Es gilt

D> P(wr) Pwa) - P(wn)

wenn

=3 D Pl Plan) - Plen) Plw)

wn€Qwen—1
= Z P(w,) - Z P(w) P (wsg) - P(wp_1)-
wn €N wen—1
Wir verwenden die Induktionsvoraussetzung und erhalten
> Plwn): > P(wr) Plws)-Plwn-1) = Y Plwn)-1.
wn €N weQn-t wn €

Da €2 ein Wahrscheinlichkeitksraum ist, ist die Summe der Mafle der Elemente in
Q) gleich 1. 0
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Wir iiberlegen uns, wie grofl die Wahrscheinlichkeit ist, bei dreimaligem Wiirfeln
zumindest einen Sechser zu wiirfeln. Wir setzen
Q = {1,2,3,4,5,6}
0 = {(1,1,1),(1,1,2),...,(6,6,6)},
PO (wi,ws,w3)) = (3)° = 2.
Die Zufallsvariable X, die uns interessiert, definieren wir so:
X ((wy,ws,ws)) := die Anzahl der Sechser in (wy,ws, ws) .
Dann suchen wir also
PO ({we QX (w) >1}).

Da die Summe der MaBe aller Elemente von Q3 gleich 1 ist, kann man diese
Wahrscheinlichkeit auch durch den Ausdruck

1-P® ({we Q| X (w) =0})

berechnen. Klarerweise ist X (w) genau dann 0, wenn w in {1,2,3,4,5}3 liegt. Es
gilt also
1-P® ({we DX (w)=0}) =1-P% ({1,2,3,4,5}*)
1

—1-5.—
216

~ 0.4213

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mindestens ein Sechser gewiirfelt wird, ist also
ungefihr 42%.

Wir beschéftigen uns jetzt mit der Frage, wie es bei lingerem Wiirfeln mit der An-
zahl der Sechser aussieht. Man sollte ja erwarten, dass etwa ein Sechstel der Wiirfe
Sechser werden. Ein mathematische Aussage dariiber finden wir im “schwachen
Gesetz der groflen Zahlen”. Zuvor brauchen wir aber noch ein harmloses Lemma.

LeEMMA 1.20 (Cebysév, Tschebyschow, Tschebyscheff). Sei (Q, P) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum, sei X : 0 — R eine Zufallsvariable, und set ¢ € R mit
e > 0. Dann gilt

E(X?)

e2

P{w] : X(W)[=e}) <
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Wir berechnen F (X?).
2
E(X?) =) Pw) (X ()

weN weN
[X (w)|=e |X (w)<e

Nun wissen wir, dass die Summanden in der ersten Summe mindestens die Grofie
P (w) - €% haben, und dass die Summanden der zweiten Summe positiv sind.
Insgesamt erhalten wir

Y, PWX@W)+ Y, PWEW)Y=z Y Pwe+o

weN weN weN
|X (w)[>e | X (w)<e | X (w)|>e
=¢2. Plw)=¢?-P X >
=2 Y P =2 P({w|[X ()| 2.
weN
[X (w)|>e
Daher gilt
E(X2

) > P (fw]|X @) = <))

SATZ 1.21 (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen). Sei (2, P) ein endlicher Wahr-
scheinlichkeitsraum, sei X : 2 — R eine Zufallsvariable, und sei € > 0. Sei E,
gegeben durch

E, = P® ({w\ | (%wa) ~B(X)]> e}) .

Dann gilt

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei n Wiirfen zwischen 16% und 17% Sechser fallen,
konvergiert also gegen 1.
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Beweis: Sei n € N. Wir definieren auf dem Produktraum (2, P)" die Zufallsva-
riablen

X1 ((.U) = X ((,dl)
X2 ((.U) = X (w2)
X; (w) : X (w;) fiiri e {1,2,...,n}
X, (w) : X (wn)

und

Y () = (%ZX(%)) _E(X).

Wir beobachten zunéchst, dass fiir alle ¢ die Gleichheiten E (X;) = F (X) und
V(X;) = V(X) gelten. Auflerdem sind X; und X fiir ¢ # j unabhéngig. Wir
berechnen nun den Erwartungswert von Y?2. Es gilt

E(Y?) =) P"(w)-(Yw)’

=3 PO (W) (% (in(w)> —% < E(X)>>
— 3" p (w).%. ((ZX (w)) — (ZE(XJ»
:%, S PO (W) ((i)ﬂ@) —E( Y X))
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Fiir 7 # j sind die Zufallsvariablen X; und X; unabhéngig. Satz 1.17 ergibt also

%V<ZX> - Ly v

Aus dem Lemma von Cebysév, Lemma 1.20, wissen wir, dass
E(Y?)

c2

PO ({w|]Y ()| >e}) <

Es gilt also

P ({wu <§Zx<wi>

~
|
&
>
AV
)

——
~__—
(VAN
3=
<
>

und somit

UBUNGSAUFGABEN 1.22.

(1) Wie oft muss man wiirfeln, damit das in der VL bewiesene schwache Gesetz
der groflen Zahlen garantiert, dass die Wahrscheinlichkeit, dass die mittlere
Augenzahl zwischen 3.4 und 3.6 liegt, grofier als 99% ist?

5. Konstruktion von Zufallsvariablen

Wir konstruieren nun aus der Zufallsvariable X, die die Auswahl eines Zeichens
auf Basis eines Wurfes mit einem Wiirfel beschreibt, eine Zufallsvariable X™, die
die Auswahl von n Zeichen durch n-maliges Wiirfeln beschreibt.

DEFINITION 1.23. Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, sei A eine Menge, sei
n € Nund sei X : Q — A eine Zufallsvariable. Mit X" bezeichnen wir die
Zufallsvariable, die durch
Xkooor — A
w — (X(w), X(w2),...,X(wn))

definiert ist.



5. KONSTRUKTION VON ZUFALLSVARIABLEN 19

Wenn keine Verwechslung méglich ist, schreiben wir auch X% fiir XM,

Die folgende Konstruktion brauchen wir, um die Ergebnisse zweier Zufallsvaria-
blen gemeinsam zu untersuchen.

DEFINITION 1.24. Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, seien M, N Mengen,
und seien X : Q@ — M, Y : Q — N Zufallsvariablen. Dann definieren wir die
Zufallsvariable X ® Y durch

X®Y : Q x N
w

— M
— (X (w),Y(w)).
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