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KAPITEL 1

Vektorrechnung

1. Koordinaten

Wir beschreiben — nach einer Idee von René Descartes (1596 — 1650) — jeden
Punkt in der Ebene durch ein Paar reeller Zahlen. Die Menge der Paare reeller
Zahlen kiirzen wir mit R x R oder R? ab.

RxR:={(y)|z € Rund y € R}.

Fiir das Paar () schreiben wir auch (z,y). Aus der folgenden Skizze ist ersicht-
lich, wie wir jeden Punkt durch ein Zahlenpaar (seine kartesischen Koordinaten)
beschreiben.

2. Vektoren

Wo liegt der Punkt C' im Parallelogramm ABCD, dessen Punkte A, B und D
durch
A=(1), B=(3), D=(3)

gegeben sind?
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Y

Um von A nach B zu kommen, miissen wir 6 nach rechts und 1 nach oben gehen.
AB=(1)— (1) =(%).
Wenn wir von D starten und um 6 nach rechts und 1 nach oben gehen, landen
wir bei C'.
C=D+AB=(H+($)=(3).
Wir bemerken, dass wir ein Paar reeller Zahlen, wie etwa (9), verwenden, um
zwei verschiedene Dinge zu beschreiben:

m Den Punkt, der um 6 Langeneinheiten rechts und um 1 L&ngeneinheit
tiber dem Punkt () liegt.
m Den Weg (Vektor) von (1) nach (7).

In Mathematica werden Vektoren als Listen dargestellt.

a={1,1}
b={7,2};
d = {3,4};
ab=Db-—a
6,1}

c=d+ab
{9,5}
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3. Die Linge eines Vektors

Wir l6sen folgendes Beispiel:

Herr A geht von (3) aus 1 Einheit in Richtung Siidosten. Wo
landet er?

“Richtung Siidosten” heifit “in Richtung (1;)”. Allerdings hat (%) die Linge
V2 ~ 1.41421. Daher hat v = \/LE - (1) die Lénge 1 und zeigt auch in Richtung
Stidosten. Herr A landet also im Punkt Z, den wir uns mit

3 1 1\ ~ (37
Z:(2)+ﬁ‘(—1)~(1.3)

ausrechnen.

Wir iiberlegen uns jetzt, wie lange der Vektor (§) ist. Das heifit, wir wollen

wissen, wie lange in einem Dreieck, in dem die Seiten mit den Léngen a und
b einen rechten Winkel einschlielen, die dem rechten Winkel gegeniiberliegende
Seite ist. Vergessen wir kurz unsere klassische Bildung, und zeichnen wir ein
Quadrat mit Seitenlénge a + b.

a+b

a+b

Jetzt unterteilen wir jede der vier Quadratseiten in ein Stiick der Lénge a und
ein Stiick der Lénge b.
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b . a
b
a
[ ] a
b
a * b
Wir verbinden die vier Teilungspunkte.
b a
b
a
‘ a
b
a b

Das innere jetzt eingezeichnete Viereck ist ein Quadrat. Das kann man so be-
griinden: wenn man die ganze Zeichnung um 90° gegen den Uhrzeigersinn dreht,
kommt das innere Viereck auf sich selbst zu liegen: daher sind alle vier Winkel
des inneren Vierecks gleich grofi. In jedem Dreieck ist die Winkelsumme 180°,
und daher ist in jedem Viereck die Winkelsumme 360°. Also ist jeder Winkel des
inneren Vierecks gleich 28 = 90°. Sei x die Linge des Vektors (). Dann hat
das innere Viereck die Fliche 2. Jedes der vier rechtwinkeligen Dreiecke hat die
Fliche 0.
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Das innere Viereck und die vier rechtwinkeligen Dreiecke ergeben zusammen die
Fléche des grolen Quadrats mit der Seitenlédnge a + b, also gilt
b
ﬁ+4%ﬁzm+@?
Das heifit
22 +2ab=a*+2ab+ 1V,
also
2? = a® + b2
Mit diesem Zusammenhang, dem Satz des Pythagoras (Pythagoras von Samos,
6. Jh. v. Chr), kénnen wir die Lidnge x des Vektors (§) ausrechnen.

Wir kiirzen die Lénge des Vektors (§) mit || ()] ab. Es gilt dann

(5 = vV + b2

4. Trigonometrie

In der Trigonometrie geht es darum, wie man — rechnerisch — aus den gegebenen
Seitenldngen und Winkeln eines Dreiecks die restlichen Seitenldngen und Winkel
bestimmen kann. Wenn man etwa von einem Dreieck die Langen der drei Seiten
kennt, dann ist das Dreieck dadurch eindeutig bestimmt: die Winkel des Drei-
ecks sind also durch die Langen der drei Seiten festgelegt. (Wie konstruiert man
ein Dreieck, das durch die drei Seitenldngen gegeben ist?) Ebenso ist ein Dreick
dadurch bestimmt, dass man eine Seite und die beiden daran anliegenden Win-
kel kennt. (Wie konstruiert man dieses Dreieck?) Uns geht es jetzt darum, die
fehlenden Seitenldngen und Winkel auszurechnen. Dabei geht man so vor:
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(1) Man tabelliert den Zusammenhang zwischen den Seitenldngen und den
Winkeln fiir rechtwinkelige Dreiecke. Dazu braucht man die Winkelfunk-
tionen sin (Sinus) und cos (Cosinus).

(2) Man baut sich alle anderen Dreiecke aus rechtwinkeligen Dreiecken zu-
sammen. Da dieses Zusammenbauen aber immer gleich funktioniert,
macht man es einmal fiir alle Dreiecke. Man gewinnt so zwei Zusam-
menhénge zwischen Seitenldngen und Winkeln eines Dreiecks: den Co-
sinussatz und den Sinussatz. Diese beiden Sédtze reichen aus, um alle
trigonometrischen Probleme zu losen.

4.1. Winkel. Winkel misst man nicht nur in Grad (o), sondern auch in
Radiant (rad). Dabei wird der Winkel durch die Lénge des zugehorigen Bogens
am Einheitskreis, dem Kreis mit Radius 1, angegeben.

a = Linge des Bogens

< 1 >
Dabei entsprechen 180° dem Winkel 7 rad. Demzufolge ist 1° = £ rad , und

1 rad =~ 57.2958°.
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4.2. Winkelfunktionen.

_ cos(120°)
P%" = <sin(120°)>

sin(.l'.20°

-"

cos(120°) 1

Gegeben ist ein Winkel z. Der auf dem Kreis mit Mittelpunkt (§) und Radius
1 liegende Punkt P, hat dann die Koordinaten (Z?jg;) Nach dem Satz des
Pythagoras gilt fiir jeden Winkel x:

(sin(z))* + (cos(x))* = 1.
In einem rechtwinkeligen Dreieck heifit die dem rechten Winkel gegeniiberliegende

Seite auch Hypotenuse, die beiden dem rechten Winkel anliegenden Seiten heiflen
Katheten.

UBUNGSAUFGABEN 1.1.

(1) Ein Kletterer kann Winde mit einer Neigung von maximal 65° besteigen.
Schafft er eine Pyramide mit einer quadratischen Grundfliche von 784 m?
und einer Hohe von 40 m?

4.3. Zusammenhang zwischen Seitenlingen und Winkeln eines
Dreiecks. Wir sagen, dass drei Punkte ein Dreieck bilden, wenn sie nicht al-
le drei auf einer Geraden liegen. In einem Dreieck bezeichnet man oft die Léngen
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der Seiten mit a, b, ¢, und den der Seite mit Liénge a gegeniiber liegenden Win-
kel mit «, den der Seite mit Lénge b gegeniiber liegenden Winkel mit /3, und
den der Seite mit Lange c gegeniiber liegenden Winkel mit . Die Seiten sind
iiblicherweise gegen den Uhrzeigersinn mit a, b, ¢ beschriftet.

C

Der Cosinussatz 16st folgendes Problem:
m Gegeben: Seitenldngen a, b eines Dreiecks und der eingeschlossene Winkel

.
m Gesucht: Die fehlende Seitenlédnge c.

g

Wir betrachten zunéchst den Fall v < 90°, o < 90°. Wir zeichnen in ein solches
Dreieck die Hohe auf b und erhalten aus dem Satz des Pythagoras:
¢ = (b—acos(7))* + (asin(y))?,

also

& = b —2abcos(y) + a*(cos(v))? + a*(sin(7))?
)+a i

& = B —2abeos(y) + a ((cos(1))? + (sin(2))?)
> = b*—2abcos(y) +1a?
& = a*+ b —2abcos(y).
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Fiir den Fall v < 90° und o > 90° zeichnen wir die Hohe auf a und erhalten:
> = (a—bcos(y))* + (bsin(y))?
¢ = a®—2bacos(y) + b*(cos(v))* + b*(sin(y))?
& = a*—2bacos(y) +b* ((cos(v))* + (sin(y))?)
)+ 10
A = a®+b*—2ab cos(y).

> = a®*—2ba cos(y

Zuletzt betrachten wir den Fall v > 90°. Wir zeichnen in ein solches Dreieck die
Hohe auf b und erhalten:

> = (b+acos(180° — ))* + (asin(180° — ~))?
> = (b—acos(y))?+ (asin(y))?

& = b*—2abcos(y) + a*(cos(7))? + a*(sin(y))?
¢ = b —2abcos(y) + a* ((cos(v))* + (sin(v))?)
> = b*—2abcos(y) +1a®

& = a®+b>—2ab cos(y).

Insgesamt haben wir folgenden Satz bewiesen:

SATZ 1.2 (Cosinussatz). Wir bezeichnen die Lingen der Seiten eines Dreiecks
mit a, b, ¢, und wir bezeichnen den der Seite mit Ldnge ¢ gegeniiber liegenden
Winkel mit . Dann gilt

& =a*+b* —2abcos(y).

Man findet mit dem Cosinussatz v, wenn a,b und ¢ gegeben sind. Zu jedem
y € [—1,1] gibt es genau ein z € [0, 7], sodass cos(x) = y.

5. Der Winkel zwischen zwei Vektoren

Wir berechnen den Winkel, den die Vektoren @ = (g3 ) und b= (Z;) miteinander
einschliefen. Dazu nehmen wir an, dass keiner der beiden Vektoren der Nullvektor
ist.
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Fiir den eingeschlossenen Winkel ¢ gilt nach dem Cosinussatz:

1 = all* = [|a@ll* + 161* — 2 [lall 1b]| cos(«).

Diese Formel konnen wir vereinfachen:

2 [l - |[B]| - cos(p) = —(lIb—all*) + [l + [|b]|”
2-[|all - 1B]] - cos(p) = —((br = 1) + (b2 — a2)®) + (ai + a3) + (b} + b))
2-|all - ||l;|| ccos(p) = —(b2—=2a1b +a?) — (b2 —2ayby + a3) + a? + a3 + b2 + b3
2 ||| - ||| - cos(p) = 2a1by +2asbs
I - 1B]l - cos() = arby + azbs.

Wir erhalten
a1 by + as by
[l - [[o

Die Zahl a; by + as by bezeichnet man als das Skalarprodukt von @ und g, und man

-

kiirzt es mit (a, b) ab.

0s(p) =

-,

(@,b) = ((az), (2;)) =ay - by +ag - by.
Die Winkelformel heifit jetzt:

-

(@)
COS = .
W=

Auflerdem gilt fiir jeden Vektor @

(@ a) = (llal)*.

{3,4}.{-5,2}

-7
Laenge[v_]:=Sqrt[v.v]
Laenge[{2, 3}]
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V13

Unter Verwendung der Mathematica-Function Norm kann man diese Lange auch
mit Norm[{2,3}] ausrechnen.

DEFINITION 1.3. Seien d, b € R2. Die Vektoren @ und b sind aufeinander normal,

—

wenn (d, b) = 0.

Zwei Vektoren sind also aufeinander normal, wenn einer von ihnen der Nullvektor
ist, oder wenn sie einen rechten Winkel einschlieen. Damit erhdlt man, dass
(wenn (§) # (9)) der Vektor () mit den Vektoren ( % ) und () einen rechten
Winkel einschlief3t.

UBUNGSAUFGABEN 1.4.

(1) Von einem gleichschenkeligen Dreieck sind zwei Basiseckpunkte ( 3*) und (4 )
bekannt. Ergénzen Sie diese Punkte mit einer Spitze, sodafl das entstehende
Dreieck die Hohe 5 besitzt. Wie viele verschiedene Losungen gibt es? (Sie
brauchen nur eine wirklich auszurechnen.)

(2) Berechnen Sie den Cosinus des Winkels zwischen z und y fir z = (3), y =

-6
—4 )

(3) ](_%ere)chnen Sie jeweils den Winkel zwischen folgenden beiden Vektoren. Geben

Sie die Ergebnisse in Grad und in Radiant an!

() a=(3), b= ().
() a=(3),b=("y).
() a=(]),b=(8).

(d) a= (%), b= (—_192)'
(4) Zeigen Sie, dass das Skalarprodukt im R? folgende Eigenschaften erfiillt:
(a) (a+b,a+0b) = (a,a)+2(a,b) + (b,b).
(b) {(a+b,a —b) = (a,a) — (b, b).
(5) Verwenden Sie das Skalarprodukt, um folgenden geometrischen Satz zu be-
weisen.
In einem Parallelogramm mit Seitenldngen a, b, und Diagona-
lenléingen e, f gilt:

2(a® +b?) = &2 + f2.
6. Geraden in der Ebene

Wir iiberlegen uns, wie man Geraden in der Ebene beschreiben kann.

6.1. Geraden, die durch einen Punkt und eine Richtung gegeben
sind.
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/

P=(3),7=(7)
Die Gerade g ist die Menge aller Punkte, die man erreicht, indem man von P ein
Stiick in Richtung 7 geht.

g={P+ X\ 7|\ eR}.

Lies: “g ist gleich der Menge aller Punkte P + X\ mal 7, wobei A eine reelle Zahl
ist.” Mit den Zahlen fiir P und 7

g={G)+A-(P)[AeR}
oder, anders geschrieben,
g={(53) 1A eR}.
Man kann g auch so schreiben:
g=1{(y) €R?| esgibt A € R, sodass () = (3) +A- ()}

Lies: “g ist gleich der Menge aller Punkte (3 ) in R hoch 2, fiir die es ein A in den
reellen Zahlen gibt, sodass () gleich (3) + A mal (7*) ist.” Diese Darstellung
von g durch Punkt und Richtungsvektor heiit Parameterdarstellung der Geraden
g. Man schreibt oft kurz:

g:(y) =)+ (7)
oder

g: X =)+ ()
Wir iiberpriifen, ob der Punkt (') auf der Geraden g liegt. Er liegt auf g, falls
es eine reelle Zahl A gibt, sodass (') gleich (%) 4+ X - (7*) ist. Wir suchen also



6. GERADEN IN DER EBENE 13

ein A € R, das die Gleichungen
—4=2-—3\ |
5=3+1A IT

erfiillt. Aus der Gleichung I erhalten wir A = 2; da auch 5 = 3 + 1 -2 gilt, ist
A = 2 eine Losung des Gleichungssystems. Daher liegt der Punkt () auf g; wir
schreiben dafiir

6.2. Geraden, die durch eine Gleichung gegeben sind. Wir haben im
letzten Beispiel {iberpriift, ob ein Punkt auf einer Geraden liegt. Dabei war die
Gerade in Parameterform gegeben. Zur Uberpriifung war es notwendig, festzu-
stellen, ob es einen Wert fiir den Parameter A gibt, der uns genau den getesteten
Punkt liefert. Wir mussten also fiir jeden Punkt ein Gleichungssystem (mit zwei
Gleichungen und einer Variable) l6sen.

Wir testen nun wieder, ob () auf der Geraden g liegt, die durch

g: X=0G)+1 ()

gegeben ist.

Anstatt zu fragen, ob () auf g liegt, fragen wir, ob () — (2) normal auf 7 ist.
Das ist ndmlich genau fiir die Punkte () auf g der Fall. Zunéchst finden wir den
Vektor 7i. Auf den Vektor (§) steht immer der Vektor (?) normal, denn das
Skalarprodukt ((§), (%)) ergibt —ab+ ab = 0. Also finden wir 7 durch

i= (1),
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Nun iiberpriifen wir, ob (§) — (3) normal auf (~}) steht. Das gilt genau dann,

wenn

((3=3), (53)) =0.
Wir rechnen das Skalarprodukt aus und erhalten

—r—3y+11=0.
Ein Punkt (3 ) liegt also genau dann auf der Geraden, wenn —z —3y+11 = 0 ist.
Wir kénnen also jetzt viel einfacher iiberpriifen, ob ein Punkt auf der Geraden g
liegt. Wir berechnen —z — 3y + 11. Ist das 0, so liegt der Punkt auf der Geraden,
und sonst nicht. Auflerdem kénnen wir die Gerade jetzt kiirzer angeben durch

9=A{() €ER?*| —z -3y =-11}

(lies: “g ist gleich der Menge aller (3 ) in R hoch 2, fiir die —x — 3y gleich —11
ist.”) Das kiirzt man auch zu

g:—xr—3y=—11

ab. —x — 3y = —11 heiit Gleichung der Geraden, diese Darstellung der Geraden
Gleichungsform oder implizite Darstellung der Geraden.

6.3. Verwandlung zwischen Gleichungs- und Parameterform.

6.3.1. Verwandlung von parametrisierter in implizite Darstellung. Wir ver-
wandeln g : X = (3)+ A () ing: —x — 3y = —11 so, wie das in obigem
Beispiel erklart worden ist.

6.3.2. Verwandlung von impliziter in parametrisierte Form. Wir verwandeln
g :5x — 2y = 1 in parametrisierte Form. Dazu setzen wir y := ¢ und rechnen
uns aus diesem y das x aus. Wir erhalten x = % + %t. Somit ist fiir jedes t € R

der Punkt (ét%t) ein Geradenpunkt. Die Gerade hat also die parametrisierte

R ORRO!

Eine andere Darstellung derselben Geraden ist

ng:(%)“-(%%

Darstellung

=N

oder

g: X =)+t (22).
Spezialfall: Wir verwandeln ¢ : y = —1 in Parameterform. Dazu setzen wir x := t,
und rechnen uns dann das y aus. Das ist aber immer —1. Fiir jedes t € R ist also
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(%4) ein Geradenpunkt. Die Gerade hat die parametrisierte Darstellung
g: X =(%)+t-(5).

UBUNGSAUFGABEN 1.5.

(1) Geben Sie die Gerade durch die Punkte (3) und ( %;) in Parameterform und
in impliziter Form an!

(2) Bestimmen Sie jeweils eine Parameterform (= Punkt-Richtungs-Form) folgen-
der Geraden.

(a) 3oz +4y=17.
(b) x =1.
(c) y=—4.
(3) Bestimmen Sie eine Gleichung, deren Losungsmenge die Gerade
X=(6)+A(5)
ist.

(4) Bestimmen Sie die implizite Darstellung jener Geraden, die parallel zur Ge-

raden g mit
g: X =(2)+t ()
sind und von dieser Abstand 10 haben.

(5) Ein Radfahrer startet im Punkt (3) und fihrt auf den Punkt (8) zu. Ein
Fufiginger startet im Punkt ( _43) und geht auf den Punkt ( {;,) zu. In welchem
Punkt schneiden sich die Wege der beiden?

(6) Ein Radfahrer im Punkt (3) und ein Fufigéinger im Punkt (%) bewegen sich
aufeinander zu, der Radfahrer mit 20 km /h, der FuBBgénger mit 5 km/h. Wann
und wo treffen die beiden einander?

(7) Vom Quadrat ABCD haben wir folgende Angaben:

mA=(3)
m B liegt auf der Geraden
g X = (3)+A- (D).
m Die Seitenléinge des Quadrats ist 10.
m Die Eckpunkte sind gegen den Uhrzeigersinn mit A, B, C, D beschriftet.
Berechnen Sie die Koordinaten des Eckpunktes C'
(8) Vom Quadrat ABCD haben wir folgende Angaben:
. A= ().
m B liegt auf der Geraden
95 X = (5)+ X1 (2).
m Die Seitenléinge des Quadrats ist 15.

m Die Eckpunkte sind gegen den Uhrzeigersinn mit A, B, C, D beschriftet.
Berechnen Sie die Koordinaten des Eckpunktes C'!
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(9) Zeigen Sie, dass sich die Schwerlinien des Dreiecks ABC mit A = (Z7),
B = (%) und C = (2) in einem Punkt schneiden, und berechnen Sie diesen
Schnittpunkt.

(10) Berechnen Sie den Umkreismittelpunkt U = (3}) des Dreiecks ABC mit
A= (23),B=(}) und C = (), indem Sie die Bedingung, dass U gleich
weit von A, B und C entfernt ist, in Gleichungen in den Variablen u; und
uo umwandeln. Verwenden Sie zur Losung der auftretenden Gleichungen den
Mathematica-Befehl Solve.

(11) Bestimmen Sie die implizite Darstellung jener Geraden, die parallel zur Ge-
raden g mit

g: X =(§)+t- ()
sind, und von dieser Abstand 10 haben.
(12) Berechnen Sie den Durchschnitt der Geraden h und j, wobei

h:X=(3)+t-(3)
und
710z -4y =0.
(13) Bestimmen Sie die Schnittmenge der Geraden
g X =(H+t-(7)
und
ge:2x+4y=22.
(14) Bestimmen Sie den Cosinus des Schnittwinkels der Geraden
g X =()+t-(3)

und
ge 122 — 5y = 22.

7. Vektoren im R"

Bisher haben wir uns auf die Geometrie in der Ebene beschrankt. Man kann nun

auch den Raum mit Tripeln reeller Zahlen, also mit Elementen aus R?, koordi-

natisieren. Die Konvention ist es, die Richtungen der Koordinatenachsen wie in

folgenden Skizzen zu wihlen:
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Y

oder

Héalt man Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der rechten Hand so, dass sie
paarweise im rechten Winkel aufeinander stehen, dann zeigen sie jeweils in die
Richtung der positiven x-Achse, y-Achse und z-Achse.

Wir definieren die Operationen, die im R? hilfreich waren, allgemein fiir

R" ::{( ) |21, ..., 2, € R},

Tn

wobei n eine beliebige natiirliche Zahl ist.

al by
DEFINITION 1.6. Seien @ = ( : ) b= ( : ) in R". Wir definieren:

bn
a1+b1
(1) a+b:= ( : )
an“"bn

a1l
(2) \a : ( : ) fir A € R.

Aan,
(3) (@,b) :=ay by + - +ay b, = > iy a;b; (Skalarprodukt).
(4) Die Linge von @ ist ||d|| := +/(d, ).

SATZ 1.7. Sein € N, seien a, g, c e R, und sei A € R. Dann gilt:

an
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—. —.

AG@, b) = M@, b).
)

> 0.
(5) Wenn (d,a) =0, so gilt @ = 0.
SATZ 1.8 (Projektionseigenschaft des Skalarprodukts). Seien d, beR" mith #0,
und sei ¢ = <55> L b. Dann ist @ — & normal aufb
Beweis: (@ — <‘§,§> . b,b) = (@,b) — ig;gi (b, b) = 0. O

Der folgende Satz ist als Cauchy-Schwarz-Ungleichung bekannt. Fiir c?,l; e R
sagen wir, dass @ ein Vielfaches von b ist, wenn es ein X\ € R gibt, sodass @ = A b.

SATZ 1.9 (Augustin Cauchy, 1821). Sein € N, und seien @, b € R". Dann qgilt:

(1) (@5l < lal - 18].
@I

a
a, )] = ||@]| - |b]| gilt genau dann, wenn b =0 oder @ ein Vielfaches von
b is

Beweis: Wenn b = 0, so sind beide Seiten der Ungleichung = 0. Wir nehmen nun
an, dass b # 0. Wir wissen, dass

Nun gilt (@ — Eb §>> .5,5 _ <{z}f{> ) *> = (@,d) — 2(&’,5>2 n (@by? _ (@,8) — <a,5>2' Da

Folglich gilt auch
]l - [16]] > (@, b)]-
Somit gilt (1).
Um (2 ) zu zeigen, nehmen wir an, dass |(@,b)| = ||@] - ||b]| gilt. Wir zeigen, dass

dann b = 0 gilt, oder dass @ ein Vielfaches von bist. Es gilt (@,b)2 = (@, a@) - (b,b).
Wenn also b # 0, so gilt

a g ud a g -
L) I g S L
(b,b) (b,b)
Also gilt a — gg b= 0, uns somit ist @ ein Vielfaches von b.

Nun zeigen wir folgendes: wenn b = 0 oder b ein Vielfaches von @ ist, so gilt

(@,6)2 = ||a@l| - |b]|. Wenn b = 0, so sind beide Seiten der Gleichung = 0. Wenn
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- - - —.

b+ 0und @ = Ab, so gilt (@,B5)2 = (b, b)2 = A2(b, b)2 = A2(b, b) (b, b) = (\b, AD) -
(b, b) = l|al*[|o]|>. O

UBUNGSAUFGABEN 1.10.

(1) Sei @ € R", X € R. Zeigen Sie:
(a) HA?H = [A[ - llall.
(b) || fhrédll = 1.
(2) Seien @,b € R™. Zeigen Sie: ||@ + b||2 — ||@ — b||2 = 4(a@, b).
Nun kénnen wir wie im R? zeigen:
SATZ 1.11. Seien &',l; im R, und sei ¢ der Winkel, den a und b einschliefen.

Dann gilt

=

(@, b)
cos(p) = ———=-.
llall - [|b]]
Beweisskizze: (@, @) + (b, b) — 2||@| ||b]| cos(p) = (@ — b, @ — b). O

Im R3 gibt es eine Rechenoperation, die einen Vektor liefert, der auf zwei gegebene
Vektoren @ und b normal steht: das Kreuzprodukt.

DEFINITION 1.12. Der Vektor
a1 b1 azbs—azbz
(02 ) X (bg ) = —(a1bz—asb1)
a3 bs ai1ba—azby

a b
ist das Kreuzprodukt von (g%) und <b1> in R3.

2
bs
a - b
SATZ 1.13. Seien @ = (g%) und b = (2;) in R3. Dann gilt:
3

(1) @x b ist normal auf @ und auf b.

(2) lla x bl|* = [|a]l* - [[b]|* — (a,b)*.
(3) ||@ x b|| ist die Fliche des Parallelogramms, das von den Vektoren @ und

b aufgespannt wird.

(@ x b,b) = 0 wird in der Vorlesung nachgerechnet. (2): Vorlesung. (3): Wir
nehmen an, dass @ # 0 und b # 0.
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S
>

ST

Wir erhalten fiir die Hohe A auf @

h=|b] - sin(y)

und fiir den Flédcheninhalt
F=|d|-h=llal-[b] -sin(y).
Somit gilt
F2 = [l - 5] - (sin(y))*,
Iall? - 16} - (1 — (cos(¢))?)
=l - 15° - (@ b)*.

Aus (2) ergibt sich jetzt

F? =@ x b||>.

O

Durch die Bedingungen an Richtung und Lénge ist der Vektor a x b fast schon
eindeutig bestimmt. Zusétzlich gilt: Zeigt der Daumen der rechten Hand in Rich-
tung a, der Zeigefinger in Richtung b und ist der Mittelfinger normal auf @ und
b dann zeigt er in die Richtung von @ x b.

Kreuzprodukt[{al_,a2_,a3_}, {bl_, b2_,b3_}|:=

{a2 * b3 — a3 * b2, —(al * b3 — a3 * bl),al * b2 — a2 x b1}
Kreuzprodukt[{1, —2, 3}, {0,2, —1}]

{—4,1,2}

Die Mathematica-Funktion Cross liefert ebenfalls das Kreuzprodukt.

UBUNGSAUFGABEN 1.14.

(1) Zeigen Sie, dass fiir alle @,b € R3 gilt: @ x b= —b x @
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(2) Seien @b e R3. Zeigen Sie unter Verwendung der Gleichheitsaussage in der
Cauchy-Ungleichung (Satz 1.9) und Satz 1.13 (2), dass @ x b genau dann 0 ist,
wenn @ = 0 oder b ein Vielfaches von @ ist.

(3) Zeigen Sie, dass folgende Gleichheit fiir alle @,b,¢,d € R3 gilt (Lagrange-
Identitdt).

(@xb,&xd)=(ae-@bd) — (e (dd).
(4) Zeigen Sie, dass folgende Gleichheit fiir alle @,b, & d € R gilt:
(@xb,&) = (bx & a).
(5) Zeigen Sie, dass fiir alle a, b,é € R3 gilt:
ax (bx@) =(ca) b—(ba)-c

-

(6) Zeigen Sie, dass folgende Gleichheit fiir alle @, b, & € R? gilt (Jacobi-Identitit):
Ax(bx&+bx (Exa) +&x (@xb)=

Das von den drei Vektoren a, b und ¢ im R? aufgespannte Parallelepiped P ist die
Menge P ={a*xa+ p*xb+~vyx*xc|a,p,v € [0,1]}.

SATZ 1.15. Seien a,b,c € R®. Das von a,b, c aufgespannte Parallelepiped P hat
das Volumen V = |{a x b, c)|.

Beweis: Die von a, b aufgespannte Auflenfliche von P hat nach Satz 1.13(3) die
Fliche ||a x b||. Der Vektor a x b steht normal auf diese Fliche. Wegen der
Projektionseigenschaft des Sklaraprodukts (Satz 1.8) hat die Hohe auf die von a
und b aufgespannte Fliache die Lange H% (a x b)||. Daher ist das Volumen

(Grundfldche mal Hohe) gleich |(c,a x b)|. O

8. Geraden und Ebenen im Raum

8.1. Parameterdarstellung einer Geraden. Genau wie im R? lisst sich
eine Gerade im R3 durch eine Parameterdarstellung mit einem Punkt und einem
Richtungsvektor angeben. Zum Beispiel,

0 (1)=(1) 1 (2)
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/
P

8.2. Parameterdarstellung einer Ebene. Wie kann man die Ebene e be-
schreiben, die die drei Punkte P = <_§1 ) 0= (g) und R = ( %4) enthilt?

Die Ebene e ist die Menge aller Punkte, die man erreicht, indem man von P aus
ein Stiick in Richtung (), und dann ein Stiick in die Richtung von P nach R geht.

e={P+\ - PQ+pu-PR|\ puecR},
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das heiflt, die Punkte der Ebene sind von der Form

()= (3) e (3) 2 (3)

Eine Ebene ldsst sich also durch einen Punkt und 2 Richtungsvektoren beschrei-
ben.

8.3. Implizite Darstellung einer Ebene. Es sei ¢ die Ebene durch den
Punkt <—zl ), die normal auf den Vektor 7 = ( 11’:2> ist. Wir nennen 77 den Nor-

malvektor von e.

Die Ebene e ist die Menge aller Punkte <§>> sodass der Vektor (é) — <§1>

normal auf 77 ist, also
(6)- ()0
Einsetzen der Werte ergibt die implizite Darstellung der Ebene,
e = {<§> € R?|z + 3y — 22 = —9}.

Ein Normalvektor von e liasst sich direkt aus den Koeffizienten der Ebenenglei-
chung ablesen.

8.3.1. Verwandlung von Parameterdarstellung in implizite Darstellung. Wir

(1) =(3) () +ee ()

in implizite Form Dazu suchen wir zuerst einen Vektor 7i, der auf beide Rich-

verwandeln

tungsvektoren der Ebene normal ist. Dann ist 7 auf die ganze Ebene normal.
Wir beschreiben 2 Méglichkeiten einen solchen Normalvektor zu finden:

(1) Wir suchen 7 = (Zé) so, dass
((él),ﬁ) = 0und
(3).m = o

Das heiflt, wir miissen das lineare Gleichungssystem
ny — Ng + 3713 =0
2ny —ng—3ns = 0
16sen. Klarerweise ist ny = ny = n3 = 0 eine Losung, aber wir wollen

einen Vektor 77, der nicht der Nullvektor ist. Wie man alle Losungen eines
linearen Gleichungssystems findet, werden wir im Kapitel 3 sehen.
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(2) Alternativ finden wir 77 auch als Kreuzprodukt der beiden Richtungsvek-

= ()= ()=

Der Vektor 7 ist normal auf die Ebene. Ein Punkt (g) liegt also genau dann in

toren.

e, wenn der Vektor <§> — ( :2%1> normal auf 77 ist. Wir berechnen

()~ (3) =0

6z 4+ 9y + z = 38.
Somit hat die Ebene e die implizite Darstellung

e:{(@ € R® |6z + 9y + = = 38).

und erhalten

8.3.2. Verwandlung von impliziter Darstellung in Parameterdarstellung. Wir
verwandeln e : x + 3y — 2z = —9 in parametrisierte Form. Wir beschreiben die
Losungsmenge der Gleichung, indem wir 2 = g und y = A setzen und dann x
durch A und p ausdriicken. Wir erhalten x = —9 — 3\ + 2u. Somit liegt fiir alle
Werte A\, i € R der Punkt <_9_3,\A+2u> in der Ebene. Die Ebene hat also die

m
parametrisierte Darstellung

(1) = (F) =2 (F) e (D)
er{y)=119 ! pe{0).
8.4. Implizite Darstellung einer Geraden. Offenbar kann man eine Ge-
rade im Raum nicht durch eine einzige lineare Gleichung in x,y, z beschreiben.
Solche Gleichungen beschreiben nédmlich Ebenen im Raum. Jede Gerade kann

man aber implizit als Schnitt zweier Ebenen, das heifit als Losungsmenge von 2
linearen Gleichungen beschreiben. Beispielsweise ist

92{@) ER* |22 —y+3z=1,2+4y — 22 =3}

die Gerade, die sowohl in der Ebene mit der Gleichung 2z — y + 3z = 1 als auch
in der Ebene mit der Gleichung = 4 4y — 2z = 3 liegt.

Zwei Ebenen im Raum, die nicht parallel sind, schneiden sich immer in einer Ge-
raden. Parallele Ebenen erkennt man daran, dass ihre Normalvektoren in dieselbe
Richtung zeigen. Also sind etwa 2z —y + 3z = 1 und —4x + 2y — 6z = 3 parallel.

8.4.1. Verwandlung von Parameterdarstellung in implizite Darstellung. Wir

o (1) =(3)+(3)

verwandeln
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in implizite Form. Dazu suchen wir 2 Ebenen, die die Gerade enthalten. Liegt g
in einer Ebene mit Normalvektor 77, dann ist 7 normal auf den Richtungsvektor

<—;1> der Geraden. Zusétzlich liegt der Punkt ( é) in der Ebene.

Auf einen Vektor (g) sind beispielsweise (—Za), < 0 ) und < (c)b) normal. Wir

—a

wahlen n; = (é) und ny = <_81> als Vektoren, die im rechten Winkel auf (él)

stehen. Damit liegt g in den Ebenen durch den Punkt ( ?1 ), die normal auf n,
bzw. ny sind. Die Gerade ist also der Durchschnitt der beiden Ebenen

er:  x+y=25, und
€y : 3r—z="1.
Wir haben
gz{(é) ER}|z4+y=53r—2="T}

8.4.2. Verwandlung von impliziter Darstellung in Parameterdarstellung. Um
eine Parameterdarstellung von

9:{@) €ER’ |2z —y+3z=10+4y — 22 =3}
zu erhalten, 16sen wir das lineare Gleichungssystem
2t —y+3z = 1,
r+4y—22z = 3.

Eine Methode dafiir werden wir im Kapitel 3 vorstellen.






KAPITEL 2

Matrizen

1. Die Definition von Matrizen

Wir haben bereits Vektoren kennen gelernt; solche Paare reeller Zahlen haben wir
etwa benutzt, um Punkte in der Ebene zu beschreiben. In der Geometrie brauchen
wir auch Matrizen. Matrizen eignen sich besonders gut, um etwa Drehungen oder
Spiegelungen zu beschreiben.

Eine Matriz ist ein rechteckiges Zahlenschema. Zunéchst einige Beispiele:

BEISPIELE 2.1.

] ( 135 ) ist eine 2 x 3-Matrix.

(721
(
(

Eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten bezeichnen wir als eine m x n-Matrix.
Wenn A eine m x n-Matrix ist, und ¢ € {1,2,...,m} und 5 € {1,2,...,n}, so
bezeichnen wir mit A(4, j), A[i,j] oder A;; den Eintrag, der bei A in der i-ten
Zeile und j-ten Spalte steht. Fiir

] L2 > ist eine 2 x 2-Matrix.
3 5
3\ . . )

] 1 ist eine 2 x 1-Matrix.

m (1 2 7)isteine 1 x 3-Matrix.

A=(731)

gilt zum Beispiel Ay; = 7. Die Menge aller m x n-Matrizen kiirzen wir mit R™*"
ab.

Wir miissen noch den Begriff “rechteckiges Zahlenschema” kléaren. Man kann eine
mxn-Matrix A mit Eintrdgen aus R als Funktion von {1,2, ..., m} x{1,2,...,n}
nach R definieren. Der Eintrag, der in der 2. Zeile und 4. Spalte steht, ist
dann der Funktionswert A(2,4). Diese Sichtweise gibt auch recht gut wieder,
was eine Implementation des abstrakten Datentyps “Matrix” konnen muss.
Es muss moglich sein, eine Funktion LiefereEintrag zu schreiben, sodass

27
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LiefereEintrag (A, i, j) den Eintrag von A an der i-ten Zeile und j-ten
Spalte, also den Funktionswert A(i, j), zuriickgibt.

In Mathematica geben wir die Matrix

1 2 3
A= (4 5 6)
wie folgt ein.

A={{1,2,3},{4,5,6}}

{{1,2,3},{4,5,6}}
MatrixForm|[A]

(1 2 3)
4 5 6
A={{5,7,8},{-2,3,5}}

{{5’778}7{_27375}}
MatrixForm[A]

5 7 8

-2 3 5

A[[2]][[1]]
—2
2. Die Addition von Matrizen

Zwei Matrizen kann man addieren, wenn sie gleich viele Zeilen und gleich viele
Spalten haben. Wie man zwei Matrizen von gleichem Format addiert, erkléren
wir mit folgenden Beispielen.

AUFGABEN 2.2.
_(135>+(—1 —2 3):(01 8>
7T 21 6 5 -3 13 7 =2
.(1—3>+(0 3)2(1 0)
2 0 71 9 1
15 2 -3\ 3 2
'(3 7>+(—4 0)‘(—1 7>
1 3 21\ (-1 2
'(1 0>_(3 5>_(—2 —5)'
Wir fassen zusammen, wie diese Addition funktioniert: Zwei Matrizen A €

R™<k B ¢ R™! lassen sich genau dann addieren, wenn m = n und k = [ gilt, d.h.
wenn die Matrizen von gleichem Format sind. Wenn C' die Matrix A+ B ist, dann



4. DIE MULTIPLIKATION VON MATRIZEN 29

hat auch C' das Format m X k, und fiir alle ¢ € {1,2,...,m} und j € {1,2,...k}
berechnet man den Eintrag C; ; durch

Ci; = Aij + Bij.
A={{1,4,3},{0,1,0}};
B = {{-17,5,0},{23,-7,16}};
A+ B

{{-6,9,3},{23,—6,16}}
MatrixForm[%)]

-6 9 3
23 —6 16
3. Die Multiplikation einer Matrix mit einer reellen Zahl

Eine Matrix A wird mit einer reellen Zahl multipliziert, indem jeder Eintrag mit
der Zahl multipliziert wird. Wir geben dazu wieder ein Beispiel:

9 & 3 5\ 6 10
78) \14 16 )°
Wir formulieren wieder allgemein, wie man eine reelle Zahl mit einer Matrix A
multipliziert. Wenn ¢ eine reelle Zahl, und A eine m x n-Matrix ist, so ist die

Matrix C' := tx A ebenfalls eine m x n-Matrix. Die Eintrdge von C' sind dadaurch
gegeben, dass fiir alle i € {1,2,...,m}, j € {1,2,...,n} gilt:

Ci,j - tAi,j-
A = {{2,5},{3,4},{10,2}}

{{2,5},{3,4},{10,2}}
MatrixForm[(—10) * A]

-20 50
-30 —40
—100 —-20

4. Die Multiplikation von Matrizen

BEISPIEL 2.3.

Zwei Matrizen A, B kénnen genau dann miteinander multipliziert werden, wenn
A genausoviele Spalten wie B Zeilen hat. Eine k x [-Matrix ist also mit einer
m X n-Matrix multiplizierbar, wenn [ = m. Das Ergebnis dieser Multiplikation ist
eine k x n-Matrix. Wir erklaren die Matrixmultiplikation zunéchst anhand eines
Beispiels.
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BEISPIEL 2.4.

(3 12) ?

2 5 4 . 4
3-34+1-14+2-7 3-94+1-84+2-1 3-3+1-5+2-(—4)
2.345-144-7 2:9+45-844-1 2:-345-5+4-(—4)

(3 12) ?
2 4
g 7

Wenn man eine k x m-Matrix A mit einer m x n-Matrix B multipliziert, so ist
das Produkt C eine k x n-Matrix. Fiir i € {1,2,...,k} und j € {1,2,...,n} ist
der Eintrag C; ; das Skalarprodukt aus der i-ten Zeile von A und der j-ten Spalte
von B. Wir rechnen noch einige Beispiele:

3
>

— 00 O

Daher gilt
2 2 B ( 24 37 6 )
1 —4 39 62 15

AUFGABEN 2.5.

_(1 3 2). - _(24 19 )
0 -1 3 s o 23 —13

[ ( 1 2 3 ) . ( g ? ) ist nicht definiert, da die erste Matrix 3 Spalten
und die zweite Matrix 2 Zeilen hat, und 2 nicht gleich 3 ist.

Wenn A eine 2 x 3 und B eine 3 x 1-Matrix ist, dann ist das Produkt A - B
eine 2 x 1-Matrix. Das Produkt B - A ist nicht definiert. Selbst dann, wenn beide
Produkte A - B und B - A definiert sind, miissen die Ergebnisse nicht gleich sein.
Dazu rechnen wir folgende Beispiele:

(L)) - (% 2%)
GO (L) - (0

AUFGABEN 2.6.
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5
(1 25)- (1] = (7
2
5 5 10 25
1]-(125)=1{(12 5
2 2 4 10

Das erste Beispiel noch einmal in Mathematica.

A={{3,1,2},{2,5,4}};
B ={{3,9,3},{1,8,5},{7,1,—-4}};
MatrixForm|A.B]

24 37 6
39 62 15
Wir halten die Definition der Matrizenmultiplikation noch einmal genau fest:

DEFINITION 2.7 (Matrizenmultiplikation). Sei A eine k x m-Matrix und B eine
m X n-Matrix. Dann ist das Produkt C' := A - B eine k x n-Matrix. Fiir ¢ €
{1,2,...,k} und j € {1,2,...,n} ist der Eintrag C|[i, j] durch

Cli,j] =Y Ali,r]- Br,j].

definiert.

5. Rechenregeln fiir die Addition und Multiplikation von Matrizen

Wir haben bereits gesehen, dass nicht fiir alle Matrizen A- B = B- A gelten muss.
Einige Rechenregeln, die wir vom Rechnen mit Zahlen kennen, gelten aber auch
fiir Matrizen.

SATZ 2.8 (Assoziativitdt der Matrizenmultiplikation). Seien k,l,m,n € N, und
seien A € R B e RX™ C € R™™. Dann gilt

(A-B)-C=A-(B-0).

Es ist nicht schwierig, die Assoziativitat der Matrizenmultiplikation zu beweisen,
wenn A, B, C alle 2 x 2-Matrizen sind. Man berechnet

(et
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()G

und stellt fest, dass beide Ergebnisse gleich sind. Fiir Matrizen beliebigen Formats

und

gehen wir so vor:

Beweis von Satz 2.8: Wir beobachten, dass (A-B)-C und A-(B-C') beides k x n-
Matrizen sind. Um zu zeigen, dass beide Matrizen gleich sind, zeigen wir, dass fiir
allei € {1,...,k} und j € {1,...,n} gilt, dass (A-B)-Ci,j|=A-(B-C)[i,Jj].

Seien also i € {1,...,k} und 5 € {1,...,n}. Wir wollen
zeigen. Es gilt

=57 ZA[@,S} - Bls,r]) - C[r, ]
:ZZAZ s |- Clr, jl.

Wir berechnen nun die rechte Seite von (2.1) und erhalten

A-(B-CO)i,j] = ZAZT (B-CO)[r,j]

— ZA[Z;T] : (Z Blr, s] - C[s, j])

= ZZA[i,T] - Blr,s] - C[s, j])
= ZZA[Z,T] : B[T, 3] : 0[57]])
— Z Z Alr, s1] - Blsy, 1] - C[ry, j]

— 55" Afiys) - Bls, o) - Clr, ).
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Somit gilt die Gleichung (2.1). Folglich haben (A - B)-C und A - (B - C) also an
jeder Stelle den gleichen Eintrag, und sind somit gleich. 0

SATZ 2.9 (Rechtsdistributivitiat der Matrizenmultiplikation). Seien k,l,;m € N,
und seien A, B € RF*!, C' € R™*™. Dann gilt

(A+B) - C=(A-C)+(B-C).

SAaTz 2.10 (Linksdistributivitdt der Matrizenmultiplikation). Seien k,l,m € N,
und seien A € R¥*!, B, C € R™*™. Dann gilt

A-(B+C)=(A-B)+(A-0).

SATZ 2.11 (Zusammenhang zwischen zwei Multiplikationen). Seien m,n € N, sei
A e R™" und sei t € R. Dann gilt (tA)- B =1t(A- B).

6. Die Multiplikation von Vektoren und Matrizen

-3 4
Seiv= () und A = 1 0 |.Dann ist der Vektor A - v gegeben durch
-1 1
-3 4 _2 6+ 16
A-v= 1 0 1- ( 4 ) =| —2+40
-1 1 244

Das Ergebnis ist ein Vektor im R3.

Die Multiplikation sieht also genauso aus wie die Multiplikation der 3 x 2-Matrix
-3 4
1 0 | mit der 2 x 1-Matrix (?). Bei der Matrizenmultiplikation ist das
-1 1

Ergebnis aber eine 3 x 1-Matrix.

Mit Mathematica wird der Unterschied deutlich:

A= {{-3,4},{1,0}, {-1,1}};

v= {—2, 4};

z=Av

{22,-2,6}

A= {{_3, 4}, {1’ 0}, {_1, 1}};
v={{-2},{4}}

r=Av

{22}, {-2},{6}}
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A= {{_3’ 4}1 {1’ 0}’ {_1’ 1}},
v= 54{_2a 4}},

Hier liefert Mathematica eine Fehlermeldung.

{{_37 4}’ {17 0}7 {_17 1}}'{{_27 4}}

-3 5
Sei v = (—4,3,2) und A = 1 0 |.Dann ist der Vektor v- A gegeben durch
-1 1
-3 5
(=4,3,2)- [ 1 0| =012+3-2 -20+2) = (13, -18).
-1 1

Das Ergebnis ist ein Vektor im R2.

Die Multiplikation sieht also genauso aus wie die Multiplikation der 1 x 3-Matrix
-3 5

(—4 3 2) mit der 3 x 2-Matrix 1 0 |. Bei der Matrizenmultiplikation ist
-1 1

das Ergebnis aber eine 1 x 2-Matrix.

Wenn man diese Multiplikation “Matrix mal Vektor” verwendet, lassen sich li-
neare Gleichungssysteme kiirzer anschreiben.

3r+4y—22 = 1
20+5y—8z = 2

(23 3)(0)-(3)

schreiben. Im allgemeinen erhélt man bei m Gleichungen und n Unbekannten die

1aBt sich dann als

Form
A-x=0b,
wobei A eine m X n-Matrix ist, x ein Vektor im R™ und b ein Vektor im R™.

Die Funktion LinearSolve[A,b] liefert eine Losung des linearen Gleichungssy-
stems A-x =0b.

Wir 16sen zum Beispiel 22 — 3y = 5.
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LinearSolve[{{2, —3}}, {5}]
{3.0}
27

Spéater werden wir sehen, wie man alle Losungen erhélt.

7. Das Transponieren von Matrizen

Beim Transponieren einer Matrix wird die Matrix an der Hauptdiagonale gespie-

gelt.
1 2

1 4 -3\
2 -5 3 =+ =
-3 3

Wenn A eine m x n-Matrix ist, so ist A7 eine n x m-Matrix, und fiir alle ¢ €
{1,2,...,n}und j € {1,2,...,m} gilt

A(i,j) = A(5,1)-

A={{1,4,-3},{2,-5,3}};
MatrixForm|[A]

1 4 -3
2 -5 3
B = Transpose[A]

{{17 2}7 {47 _5}7 {_37 3}}
MatrixForm|B|

1 2
4 =5
-3 3
SATZ 2.12. Seien [,m,n € N, sei A € R>*™, und seien B,C € R™™. Dann gilt:

(1) (A- B)T = BT - AT
(2) (B+C) =BT +CT

UBUNGSAUFGABEN 2.13.

(1) Berechnen Sie fiir die Matrix
0 -2 3
A= < 8 7 6 )

die Matrix B := AT . A.
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(2) Berechnen Sie (A — B) - C7 fiir die Matrizen
0 1
1 3 -2 -3
A=y )= Joe={1 1)
4 =2 2 2 9 0

(3) Finden Sie eine Matrix X, sodal A- X = B, wobei A= (*9), B= (7' ).
(Hinweis: Bestimmen Sie jede Spalte von X durch Losen eines linearen Glei-

chungssystems.)

8. Die Einheitsmatrizen

1 0 2 -1\ (2 -1
01 3 2 ) \ 3 2
3 5 3 5
4 2 ((1)(1)>: 4 2
8 1 8 1
Die Matrix

1 0 . 0

0o 1 . 0
FE, =

00 ... 1

heifit Einheitsmatrix vom Format n x n. Man sieht leicht, daB fiir jede m x n-
Matrix A und jede n x k-Matrix B gilt:

A-E, = A
E,-B = B.

Besonders einfach zu 16sen sind Gleichungssysteme mit der Einheitsmatrix: Das
Gleichungssystem
10 r\ (4
(0 1)(5)=(2)
hat die Losung x = 4, y = 2, und daher die Losungsmenge L = {(4,2)}.

A = —24 x IdentityMatrix[5];
MatrixForm|[A]
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-24 0 0 0 0
0 =24 O 0 0
0 0 —-24 0 0
0 0 0 —-24 0
0 0 0 0 -24

9. Das Invertieren von Matrizen

Betrachtet man die Gleichung 5x = 7, so erhédlt man die Losung x = % durch
Multiplikation beider Seiten mit % (des Inversen von 5). Wir betrachten das

Gleichungssystem
2 3 x _ 12
5 =5 Y N —20

Seien wir nun optimistisch, und stellen wir uns vor, wir haben eine Matrix A =

a b
(c d),sodass
a b 2 3\ (10
c d 5 -5 ) \0 1)
Fiir die Losungen des Gleichungssystems muss dann auch gelten:
2 3 x 12
(520 - w)
T 12
(5) =+ ()

Wie bestimmen wir so eine Matrix A? Wir suchen eine Matrix A = ( “ J >,
c

die folgende Eigenschaft besitzt:

()5 2)-(00 1)

Durch Ausmultiplizieren erhalten wir folgendes Gleichungssystem:

2a+5b =1
3a—5b = 0
2c+5d = 0
3c—5d =1
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Losen wir dieses, so erhalten wir

a b\ _ (02 012Y _ 1 /5 3
cd) \02 —-0,08) 25\ 5 =2 )/

Nun koénnen wir auch die Losung des urspriinglichen Systems berechnen:

() -m(2 ) () - (3)

Somit ist (0,4) der einzige Kandidat fiir eine Losung des Systems. Da (0,4) auch
wirklich Losung ist, ergibt sich als Losungsmenge L = {(0,4)}.

DEFINITION 2.14. Sei A eine n x n-Matrix iiber R. A heif3t invertierbar, falls es
eine n x n-Matrix B mit A- B =B - A = F, gibt.

SATZ 2.15. Seien Ai, Ay invertierbare Matrizen in R™™ ™. Dann ist auch Ay - Ay
inwvertierbar.

BEWEIS. Seien A;, Ay € R™" invertierbar. Es gibt daher Matrizen By, Bs,
sodass Ay - By = By - Ay = E, und Ay - By = By - Ay = E,,. Dann gilt (A; - As) -
(By-By) =A1-(Ay- By)- By = Ay - E,- By = A - By = E,. Somit ist A; - Ay
invertierbar. 0

SATZ 2.16. Sei A eine invertierbare Matrixz in R"*", und sei B so, dass A- B =
B-A=E,. SeiC eine Matriz mit A-C = E,,. Dann gilt B = C.

Bewels. Esgilt C=FE,-C=(B-A)-C=B-(A-C)=B-E,=B. O

Zu jeder invertierbaren Matrix A gibt es also genau eine Matrix B mit A-B = E,,.
Diese Matrix B kiirzen wir mit A~! ab.

DEFINITION 2.17. Sei A eine n x n-Matrix. A ist reguldr genau dann, wenn A
invertierbar ist. A ist singuldr genau dann, wenn A nicht invertierbar ist.

UBUNGSAUFGABEN 2.18.

(1) Zeigen Sie, dass fiir a,b,c,d € R mit ad # bc die Matrix (‘C’ g) invertierbar

ist, und dass
1

ab\~1 _ d —b
(cd) _ad—bc(_c a)

gilt.
(2) Sei A eine m x m- Matrix, fiir die es ein n € N mit A™ = 0 gibt, und sei £

die m x m-Einheitsmatrix. Zeigen Sie, dass F — A invertierbar ist. Hinweis:

Denken Sie beim Auffinden der inversen Matrix an ﬁ =32,z
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SATZ 2.19. Seien A, B € R™" invertierbare Matrizen.

(1) A~ ist invertierbar, und es gilt (A=)~ =
(2) AT ist invertierbar, und es gilt (A7)~} ( )
(3) A- B ist invertierbar, und es gilt (A- B)™' = B~!. A~%.

BEWEIS. (1) Esgilt A7'- A= A-A"' = E,. Also ist A™! invertierbar,
und B := A ihre inverse Matrix.

(2) Esgilt A-A~' = A=1. A = E,,. Durch Transponieren erhélt man (A~1)7
AT = AT . (A™YHYT = E,. Folglich ist AT invertierbar, und die inverse
Matrix zu AT ist (A=1)T.

(3) Esgilt (A-B)-(B™'-AY)=E,und (B~'-A™!)-(A- B) = E,. Folglich
ist A - B invertierbar, und die inverse Matrix von A - B ist B~ - A%

O

Der folgenden Satz 14 sst sich mit den uns an dieser Stelle zur Verfiigung stehenden
Begriffen nicht so einfach beweisen. Da er aber sehr niitzlich ist, fithren wir ihn
schon jetzt an.

SATZ 2.20. Sei A € R™" wund sei B € R™™" so, dass A- B = E,. Dann ist A
wnvertierbar. Auflerdem ist dann B die zu A inverse Matriz.

3
5 _ 4> durch den Ansatz
1 3\ (ab) (10
2 —4 c d) \N0 1)
A= {{17 3}7 {2: _4}};
LinearSolve[A, {1,0}]

{5’5

Also a=0.4,¢c=0.2.

A={{1,3},{2,-4}}
LinearSolve[A, {0,1}]

{& 1)

Also b=10.3, d = —0.1.

Wir berechnen jetzt die inverse Matrix von (

Die Funktion Inverse berechnet die inverse Matrix; die Funktion ~(-1) macht
leider etwas ganz anderes.
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A={{1,3},{2,-4}};

B = Inverse[A];
MatrixForm|B]

;10
(K
{{1,0},{0,1}}
B.A
{{1,0},{0,1}}
AN-1)

{{L.3}. {3, —1}}
A.AN(-1)

{3 -51.{0.5}1}

2. MATRIZEN



KAPITEL 3

Lineare Gleichungssysteme

1. Beispiele

Wir betrachten zunéchst vier Gleichungssysteme und bestimmen ihre Losungs-
menge. Dabei geht es uns noch nicht darum, ein Losungsverfahren fiir lineare
Gleichungssysteme zu entwickeln (das kommt spéter), sondern nur darum, ein
paar typische Phdnomene zu beobachten.

(1) Man bestimme alle Paare (z,y) in R?, die sowohl die Gleichung z +y =
—1 als auch die Gleichung 3z + 2y = —5 erfiillen. Wir suchen also alle
Losungen des Gleichungssystems

r+y=-—1 (1)

3.1
(3:1) 3z +2y=-5 (2).
Losung: Wenn () eine Losung des Gleichungssystems ist, dann gilt = +
y = —1. Daher gilt auch —32z — 3y = 3. Somit ist jede Losung des
Systems (3.1) auch eine Losung von
—3r—-3y=3 (1)
(3.2)

3r+2y=-5 (2).

Wenn =3z — 3y =3 und 3z + 2y = —5, dann gilt auch (=32 — 3y) +
(Bx+2y) =3+ (—5H), also —y = —2. Daher muss y = 2 sein. Da aber
xr+y = —1ist, muss x = —1 — y sein, und daher ist x = —3. Daher ist
nur (3?) als Losung des Gleichungssystems moglich.

Wir probieren nun aus, ob (3?) auch wirklich eine Losung ist.
Tatséchlich gilt —3 +2 = —1 und 3 - (—3) + 2 -2 = —5. Daher ist
die Menge

L={($)}
die Losungsmenge des Gleichungssystems.

Wir interpretieren dieses Beispiel jetzt geometrisch. Jene Punkte ()
im R?, die die Gleichung = + y = —1 erfiillen, liegen auf einer Geraden
(eben auf der Geraden mit Gleichung = +y = —1). Jene Punkte (3 ),
die die Gleichung 3z + 2y = —5 erfiillen, liegen auf der Geraden mit

41
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Gleichung 3z 4+ 2y = —5. Die Losungsmenge des Gleichungssystems
enthilt alle Punkte, die auf beiden Geraden liegen. Wenn die beiden
Geraden nicht parallel sind, so gibt es genau einen Punkt, der auf beiden
Geraden liegt, ndmlich den Schnittpunkt der beiden Geraden. Dieser
Schnittpunkt ist in diesem Beispiel der Punkt (3?).

(2) Wir suchen alle Losungen des Gleichungssystems

r+3y=-—1 (1)

3.3
(3:3) —3r -9y =2 (2).
Losung: Wenn () eine Losung des Gleichungssystems ist, dann gilt = +
3y = —1. Daher gilt auch 32 + 9y = —3. Somit ist jede Losung des
Systems (3.3) auch eine Losung von
3x+9y=-3 (U
(3.4) )
—3r -9y =2 (2).
Wenn 3x +9y = —3 und -3z — 9y = 2, dann gilt auch
(3.5) Bz +9y)+ (-3z—9y) = -3 +2.

Die linke Seite von (3.5) ist aber immer 0. Jede Losung (3 ) des Glei-
chungssystems (3.3) muss also 0 = —3 + 2, also 0 = —1 erfiillen. Egal
welche z, y man in die Gleichung (3.5) einsetzt: die Gleichung (3.5) kann
nie erfiillt sein.

Somit hat das Gleichungssystem (3.3) keine Losung. Die Losungs-
menge ist also die leere Menge, also

L={}=o.

Wir interpretieren dieses Beispiel jetzt geometrisch. Die Gerade x +
3y = —1 hat den Normalvektor (31). Die Gerade —3xz — 9y = 2 hat
den Normalvektor (23 ). Der Vektor (Z§) ist ein Vielfaches des Vektors
(1). Die beiden Geraden sind also parallel. Zwei parallele Geraden sind
entweder identisch, oder sie haben keinen gemeinsamen Punkt. Da das
Gleichungssystem (3.3) unlosbar ist, haben die beiden Geraden keinen
gemeinsamen Punkt; sie sind also zwei verschiedene parallele Geraden.

(3) Wir suchen alle Losungen des Gleichungssystems
r+oy=—4 1

(3.6) W

—2x—10y =8 (2).

Lésung: Wenn (3, ) eine Losung des Gleichungssystems ist, dann gilt = +
5y = —4. Daher gilt auch 22 + 10y = —8. Somit ist jede Losung des



(3.7)

(3.8)

(3.9)

1. BEISPIELE 43

Systems (3.6) auch eine Losung von
20+ 10y = -8 (1)
—22—-10y =8 (2).
Wenn 22 + 10y = —8 und —22 — 10y = 8, dann gilt auch
(2z+10y)+ (—22—10y) = -8+ 8.

Sowohl die linke als auch die rechte Seite der Gleichung (3.8) ist also 0.
Somit ist die Gleichung (3.8) fiir alle (3 ) in R? erfiillt. Sie liefert also
keine Einschréinkung fiir die Losungen.

Nicht jeder Punkt (3 ) in R? ist eine Losung des Systems (3.6). (Der
Punkt () erfiillt nicht einmal die erste Gleichung.) Wir sehen aber, dass
jede Losung der ersten Gleichung von (3.6) auch eine Losung der zweiten
Gleichung von (3.6) ist: das liegt daran, dass die zweite Gleichung ent-
steht, wenn man beide Seiten der ersten Gleichung mit —2 multipliziert.
Man kann also die zweite Gleichung einfach weglassen (sie liefert keine
weitere Einschrankung fiir  und y), und nur mehr die Losungen von

r+5y=—4

bestimmen. Wir sehen, dass wir fiir jeden Wert, den wir fiir y vorgeben,
einen Wert fiir « erhalten. Wenn wir fiir y := t setzen, erhalten wir fiir
x den Wert x = —4 — 5t. Somit kénnen wir die Losungsmenge L so
angeben:

L={(""")[t e R}
Die Losungsmenge L ist also eine Gerade durch (') mit Richtungsvek-
tor (7).

Wir interpretieren dieses Beispiel jetzt geometrisch. Die Gleichungen
r+5y=—4und -2z — 10y = 8 werden von denselben (j ) erfiillt. Sie
beschreiben also die gleiche Gerade. Der Schnitt dieser beiden Geraden
miteinander ist also genau diese eine Gerade. Und wirklich: X = () +
t-(7°) ist genau die Parameterdarstellung der Geraden = + 5y = —4.

(4) Wir suchen alle Losungen des Gleichungssystems

3r+4y=-1 (1)
Sbr+10y = -5 (2)
2048y =—-6 (3).



44

(3.10)
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Lésung: Wir multiplizieren die Gleichung (1) mit 5, und die Gleichung
(2) mit —3 und erhalten
152420y = -5 (1)
—152—-30y =15 (27)
2048y =—6 (3).
Jede Losung von (1') und (2') erfiillt auch
(152 +20y) + (—15bx —30y) = =5+ 15,

also —10y = 10, und somit y = —1. Wenn y = —1, dann muss wegen
der Gleichung (1) gelten:

3rz=—-1—-14y,
also 3z = —1 + 4, und somit x = 1.

Die Frage ist, ob () auch wirklich eine Losung des Gleichungssy-
stems ist. Wir haben bis jetzt ja nur so begriindet, dass fiir jede Losung
(y) des Gleichungssystems = = 1 und y = —1 gelten muss. Wir wissen
aber noch nicht, ob (') die Gleichungen (1), (2) und (3) erfiillt. So
haben wir etwa die Gleichung (3) beim Ausrechnen von z und y noch
gar nicht verwendet! Wir miissen also ausprobieren, ob (!, ) wirklich alle
drei Gleichungen erfiillt. Es gilt 3-1+4-(—1) = —1,5-14+10-(—1) = =5
und 2 -1+ 8- (—1) = —6. Das Paar () erfiillt also wirklich alle drei
Gleichungen, und es gilt somit

L={()}

Wir interpretieren dieses Beispiel jetzt geometrisch. Von den drei Ge-
raden, die durch die Gleichungen (1), (2) und (3) beschrieben werden,
sind keine zwei parallel, da kein Normalvektor ein Vielfaches eines ande-
ren Normalvektors ist. Alle drei Geraden gehen durch den Punkt ().
Die drei Geraden gehen also “sternférmig” durch den Punkt ().

Das Gleichungssystem (3.6) zeigt, dass die Losungsmenge L eines linearen Glei-

chungssystems nicht leer oder einelementig sein muss, sondern auch eine unendli-

che Menge sein kann. Fiir die Darstellung der Losungsmenge L des Systems (3.6)
gibt es zwei Moglichkeiten:

(1) Implizite Darstellung der Losung: Jedes Paar (x,y), das x + 5y = —4

erfiillt, ist auch eine Losung fiir das gesamte Gleichungssystem. Die
Losung kann also in der Form

L={(z,y) eR*|z+5y=—4}
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geschrieben werden.
(2) Parametrisierte Darstellung der Losung: Wir konnen die Losungsmenge
als
L={(-4,0)+t-(=51)|t e R}

schreiben.

Wollen wir nun iiberpriifen, ob das Paar (3,4) in der Losungsmenge liegt, so
miissen wir bei impliziter Darstellung nur x = 3 und y = 4 in z + 5y einsetzen.
Da wir dabei 23 und nicht —4 erhalten, folgt (3,4) ¢ L. Bei parametrisierter
Darstellung miissen wir dazu das Gleichungssystem
—4 -5t = 3
t = 4
l6sen. Aus der Tatsache, dass dieses System keine Losung besitzt, kénnen wir

(3,4) ¢ L schlieBen.

Die implizite Darstellung lasst jedoch keine direkte geometrische Interpretation
zu, wihrend man aus der parametrisierten Darstellung sofort erkennt, dass es
sich bei der Losungsmenge um eine Gerade im R? mit der Steigung —% handelt.

Auch andere Kurven im R? lassen sich sowohl implizit als auch parametrisiert

darstellen. So ist zum Beispiel der Kreis mit Radius 1 um den Ursprung gegeben
durch

K = {(z,y) eR*|a* +y* =1}
= {(cost,sint) [t € R, 0 <t < 27}.

Wir werden uns iiberlegen, wie wir die Losungsmenge von einer Darstellungsform
in die andere umrechnen konnen. Die jeweiligen Ubergidnge nennt man Parame-
trisieren (Ldsen) bzw. Implizitisieren.

2. Die Losung von Gleichungssystemen in Staffelform

Wir betrachten das Gleichungssystem

1 -5 8 2 -2 —9
0 1 -2 —4 2 5

(3.11) 00 o0 —-16 8 | 7| 16
00 0 0 0 0
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Dieses Gleichungssystem konnen wir so 16sen: z; kdnnen wir beliebig festlegen.
Wir setzen also

x5 = 1.
Wir erhalten
—1624 4+ 8t = 16,
also
_ 1+ 1y
Ty 5

Da z3 frei wihlbar ist, setzen wir z3 auf s.

Dann erhalten wir
To=5+2x3+4x4 — 225,
also
To = b4+2s—4+2t—2t
To = 14 2s.

Schliefilich

T, =-—-24+2s+t.
Also ergibt sich als Losungsmenge

L:{<:c1>1> +s~< )+t- (8) |s,t € R}

1 -5 8 2 =2
o 1 -2 -4 2
0o 0 0 -16 8
0 0 O 0 0

ist eine besonders angenehme Koeffizientenmatrix. Sie ist ndmlich in Zeilenstaf-
felform. Wir definieren:

OO—NN

Die Matrix

DEFINITION 3.1. Sei A eine m x n-Matrix. A ist in Zeilenstaffelform, wenn es
r € No und j1, o, ..., € {1,...,n} gibt, sodass

(1) Jr > Jro1 > > 1.

(2) Fir alle s € {1,2,...,7} gilt: A(4,j;) # 0.

(3) Fiir alle 7 € {1,2,...,7} und fiir alle k£ € {1,2,...,n} mit k < j; gilt:
A(i k) = 0.

(4) Fiir alle 7 € {1,2,...,m} mit ¢ > r und fiir alle k € {1,2,...,n} gilt:
A(i, k) = 0.
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Wenn A eine m x n-Matrix in Zeilenstaffelform ist, und r wie in obiger Definition,
dann treten in der Losung von A -z = 0 genau n —r frei wihlbare Parameter auf.

UBUNGSAUFGABEN 3.2.

(1) Bestimmen Sie die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems

2 0 1 -1\ (3)_[1
010 2 =) \o)"

Geben Sie die Losungsmenge in parametrisierter Form an.
(2) Bestimmen Sie die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems

111 =1\ (a\ _ (1
010 2 =) \o )"

Geben Sie die Losungsmenge in parametrisierter Form an.
(3) Bestimmen Sie alle Losungen des folgenden Gleichungssystems:

221 —1zo+1lax3—1axgy+1z5 = 12
lao+1las—1xg+1xs = 4
les+0x4 — 125 = 14.

(4) Losen Sie das Gleichungssystem

x1
2 5 7 3 2 T2 1
01 0 -1 0 | =«3 = -2 1,
00 -1 0 2 x4 0

Ts5

und geben Sie die Losungsmenge parametrisiert an.

3. Das Gaufische Eliminationsverfahren

Wenn die Koeffizientenmatrix eines Gleichungssystems Zeilenstaffelform hat,
dann wissen wir bereits, wie wir alle Losungen des Gleichungssystems bestim-
men. Wir erkldren mit einem Beispiel, wie wir sonst vorgehen. Wir betrachten
das Gleichungssystem

1 -5 8 2 -2 —9
1 -4 6 -2 0 _4

(3.12) 10 2 2 o |7 o
5 -8 6 0 -5 ~18

Wir schreiben uns zunéchst das System anders auf.
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I 1 -5 8 2 =2 -9
11 1 46 -2 0 —4
i -1 0 2 2 0 0

A% 5 -8 6 0 -5 —18
Wir addieren nun passende Vielfache der Gleichung I zu jeder der anderen Glei-

chungen, sodass in den neuen Gleichungen die Variable x; nicht mehr vorkommt.
Das fiithrt auf

Ir o 1 -2 -4 2 5  —I+1II
(3.13) IIr o -5 10 4 -2 -9 I+1II
V' 0 17 =34 —10 5 27 (=5)-I+1V

Nun hat das Gleichungssystem, das aus den Gleichungen I ILIII,IV besteht,
die gleiche Losungsmenge wie das Gleichungssystem, das aus den Gleichungen
LI III", IV’ besteht.

Das kann man so begriinden: wenn ein Tupel (zq,x2, 23,24, 25) die Gleichun-
gen I und IV erfiillt, dann erfiillt es auch die Gleichung IV’, die ja eine Linear-
kombination (= Summer von Vielfachen) der Gleichungen I und IV ist. Sei nun
(21, o, T3, x4, T5) ein Tupel, das die Gleichungen I und IV’ erfiillt. Da IV’ = —5. 1
+ IV, gilt IV =1V’ + 5- . Daher ist die Gleichung IV eine Linearkombination der
Gleichungen IV’ und I. Also muss das Tupel (21, x2, 3, 24, x5) auch die Gleichung

1V erfiillen.

Wir konnen also anstelle des Gleichungssystems LILIITIV das Gleichungssystem
LI IIT. IV’ 16sen. In den Gleichungen IT’, 11T, IV’ kommt die Variable x; nicht
vor. Also kénnen wir so vorgehen: wir bestimmen die Losungen (xq, z3, x4, x5)
der Gleichungen IT’, III’, IV’. Fiir jede dieser Losungen rechnen wir uns dann aus
der Gleichung I den Wert von x; aus.

Um die Losungen von II'; IIT’, TV’ zu bestimmen, addieren wir wieder passende
Vielfache der Gleichung II” zu III" und IV’. Wir erhalten

I o0 0 0 —-16 8 16 5-11'+ 11T

(3.14) v" 00 0 58 —29 =58 (=17)-II' 4+ IV’

Nun konnen wir alle Losungen (x5, 4, x5) der Gleichungen III” und IV” bestim-
men. Dann kénnen wir fiir jede Losung aus 11’ den Wert von 5 bestimmen (und
dann aus I den Wert von z;).
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In den Gleichungen ITI” und IV” kommt x3 nicht vor. Wenn wir also eine Lésung
(x4, x5) fiir die Gleichungen III” und IV” finden, dann konnen wir fiir z3 je-
de beliebige Zahl einsetzen. Fiir jede solche Setzung erhalten wir eine Losung
(w3, x4, x5) von III” und IV”. Wir merken uns:

x3 ist frei wéihlbar,

sofern es Losungen (x4, z5) fiir [II” und IV” gibt. Jetzt versuchen wir, alle Losun-
gen (x4, x5) von III” und IV” zu finden. Dazu addieren wir ein passendes Vielfa-
ches der Gleichung III” zur Gleichung IV”. Wir erhalten

(3.15) V" 00000 0 B58-III"+16-1V"

Alle Losungen (x5) dieser letzten Gleichung zu finden, ist einfach: wir kénnen
jeden Wert fiir x5 einsetzen. Also:

x5 ist frei wahlbar.
Setzen wir also s auf #, und schauen wir, welche Werte sich fiir die anderen
Variablen ergeben.
Aus der Gleichung III” erhalten wir
—16$4 + 8t = 16,

also

1

Da x5 frei wahlbar ist, setzen wir x3 auf s.
Aus der Gleichung IT” erhalten wir
To=5+2x3+4x4 — 225,
also
To = b+2s—4+4+2t-2t
To = 1+2s.
Aus der Gleichung I erhalten wir schlieflich
r1=—-24+2s+t.

)

Also ergibt sich als Losungsmenge

()

OO NN
HNROO

) |s,t € R}.
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UBUNGSAUFGABEN 3.3.

(1) Bestimmen Sie alle Losungen des Gleichungssystems

r+2y+3z = —10
—z+T7y+2z = —-10
5x—8y+5z = -—10.

(2) Bestimmen Sie alle Losungen des Gleichungssystems
—4zr+2y+3z = 12
—-6rx+3y+0z = -—18
6r—3y+2z = 34
(3) Bestimmen Sie alle Losungen des Gleichungssystems
le+0y+22z = 16
2¢+3y—2z = -8
Oz+2y—32z = —36

(4) Geben Sie die Losungsmenge des folgenden linearen Gleichungssystems in pa-
rametrisierter Form an!

2 -1 0 8 o ~32

2 -3 8 0 : <£§> = 16

10 -7 24 -16 “ 112

(5) Geben Sie die Losungsmenge des folgenden linearen Gleichungssystems in pa-
rametrisierter Form an!

-2 -1 8 0 o —16
2 -3 0 8 : <£§) = 8
10 -7 —-16 —24 “ 56
(6) Ergénzen Sie die Gleichung
3z—2y+5z = 0

so zu einem Gleichungssystem mit drei Gleichungen, dass das System
(a) keine Losung
(b) genau eine Losung
(c) genau zwei Losungen
(d) eine Gerade als Losungsmenge
(e) eine Ebene als Losungsmenge

hat.
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(7) Fiir zwei Goldbarren und acht Silbertaler erhalten Sie 69.000.— Schilling, fiir
7 Barren und 3 Taler 84.000.— Schilling. Wieviel ist ein Goldbarren wert?
Wieviel ist ein Silbertaler wert?

(8) Bestimmen Sie alle Losungen des Gleichungssystems

1 5 3 16
2 10 8 N EY
4 20 15 | "7 67
1 6 5 21

(9) Bestimmen Sie alle Losungen des Gleichungssystems

1 3 5 2 3
2 8 14 4 ‘T = 6
-1 -2 -3 -2 -2

(10) Losen Sie folgendes Gleichungssystem, und geben Sie die Losungsmenge pa-
ramtrisiert an!

-2 1 0 1 -8
-3 2 2 0 cx = —13
-6 5 8 —3 —28

(11) Losen Sie folgendes Gleichungssystem, und geben Sie die Losungsmenge pa-
ramtrisiert an!

1 -5 8 2 -2 9
1 -4 6 -2 0 =
10 2 2 o] " o

5 -8 6 0 -5 —18

(12) Losen Sie folgendes Gleichungssystem, und geben Sie die Losungsmenge pa-
ramtrisiert an!

1 5 7 9 0
2 10 14 18)-z=| 1
3 2 1 0 1

(13) Losen Sie folgendes Gleichungssystem, und geben Sie die Losungsmenge pa-

ramtrisiert an!
1 5 3 16

2 10 8 e 34
4 20 15 I
1 6 5 21
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(14) Losen Sie folgendes Gleichungssystem, und geben Sie die Losungsmenge pa-
ramtrisiert an!

1 5 3 16
2 10 8 NEY
4 20 15|77 |68
1 6 5 99

(15) Losen Sie folgendes Gleichungssystem, und geben Sie die Losungsmenge pa-
ramtrisiert an!

1 2 —306 7 0 5
2 =4 1 02 3 ol (7
4 8 1 01 -1 0| 7|3
3 6 -109 9 0 15



KAPITEL 4

Unterrdume des R"

1. Die Definition eines Unterraums

Mengen, mit denen man so rechnen kann wie mit Vektoren, werden wir als Vek-
torrdume bezeichnen. Wir behandeln zunéchst den fiir die Geometrie wichtigsten
Vektorraum, nidmlich R3, und, in Verallgemeinerung davon, fiir jedes n € N den
Vektorraum

L1
4]
Rn:{ . |.T1,(L’2,...7.Tn€R}.
xn
Fiir einen Vektor z € R" und i € {1,2,...,n} schreiben wir (), z[i], und x; fiir

den i-ten Eintrag von .

Manche Teilmengen des R" sind abgeschlossen beziiglich der Addition von Vek-
toren und der Multiplikation mit reellen Zahlen. Solche Teilmengen bezeichnen
wir als Unterrdume des R™.

DEFINITION 4.1. T' C R"™ ist Unterraum des R" :&

(1) Die Menge T' enthélt zumindest ein Element.
(2) Fiir alle A € R und fiir alle t € T gilt At € T'.
(3) Fiiralle s, t € T'gilt s+t e T.

Wir geben einige Beispiele von Unterrdumen des R™ :
BEISPIELE 4.2.

(1) Ty = {(z,y) € R?*|2x — 3y = 0} ist Unterraum des R?. Begriindung:
Wegen (0,0) € T; ist die Menge 17 nicht leer. Sei (u,v) € T und X €
R. Dann gilt 2u — 3v = 0 und damit 2 (Au) — 3 (Av) = 0, also gilt
A (u,v) € Ty. Fir (ug,v1), (ug,va) € Ty gilt 2+ (ug +ug) — 3+ (v1 +v2) =
2u; —3v; + 2ug — 3ve = 0, also ist (ug,v1) + (ug,v9) € Th.
Damit haben wir gezeigt, dass T} ein Unterraum des R? ist.

53
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(2) T, = {(z,y) € R*|3x + 2y = 1} ist kein Unterraum des R? denn
(1,-1) € Ty, aber 2- (1,—1) ¢ Ts.

(3) Ty = {(z,y,2) € R?| es gibt s,t € R, sodass (x,y,2) = s- (1,—-2,4) +
t-(0,1,8)} ist ein Unterraum des R3.

(4) Ty = {(0,0)} ist Unterraum des R?.

(5) Ts = {(0,1)} ist kein Unterraum des R?, da 2- (0, 1) ¢ Ts.

UBUNGSAUFGABEN 4.3.

(1) Vervollstindigen Sie die folgenden Begriindungen dafiir, dass die Menge
T ={(y)| es gibt @ € R, sodass (y) =a- ()}

die Unterraumeigenschaften (V1) und (V2) erfiillt.

(a) T ist nicht die leere Menge, weil

(b) Fiir alle A € R und t € T liegt -t in T': Wir fixieren ¢t aus T und X € R.

Wir wollen zeigen, dass in liegt. Da ¢t in T liegt,

gibt es ein a € R, sodass t = « - (*12). Um zu zeigen, dass A-t in T liegt,
miissen wir ein o € R finden, sodass

At=dao-
Nun wissen wir, dass t = «a:- ( _12) ist. Daher gilt A-t =
Das heifit, dass fir o/ = gilt:
At=d ()
Daher liegt auch inT.

(2) Welche der folgenden Mengen sind Unterriume des Vektorraumes R?? Geben
Sie jeweils an, welche Unterraumeigenschaften erfiillt sind.
(a) {(}) € R?|32 +2y = 0}.
(b) {(}) € R?[3a+2y =1},
(3) Welche der folgenden Mengen sind Unterriume des Vektorraumes R?? Geben
Sie jeweils an, welche Unterraumeigenschaften erfiillt sind.
(a) {(5) e R2[IneR: () = A- (1)}
(b) {(1) e R2[IAeR: (§) = () + A (D)}
(4) Welche der folgenden Mengen sind Unterriume des Vektorraumes R?? Geben
Sie jeweils an, welche Unterraumeigenschaften erfiillt sind.
(a) {(3) € R?|2+3y < 0}.
(b) {(y) e R?*|a +y* =0}
(5) Zeigen Sie: Wenn ein Unterraum des R™ (R™ als Vektorraum iiber R) zwei
Punkte enthélt, so enthilt er bereits die gesamte Verbindungsgerade.

Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems mit rechter Seite = 0 ist
immer ein Unterraum.
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SATZ 4.4. Seien m,n € N, und sei A eine m X n-Matriz. Dann ist die Lisungs-
menge des Gleichungssystems A -x = 0 ein Unterraum des R™.
BEWEIS. Sei U = {x e R"|A-2 = 0}.

(1) Wegen 0 € U ist U nicht die leere Menge.

(2) Seiz e Uy e R. Danngilt 0 =X (A-2)=A-(Az), also Az € U.

(3) Seien u,v € U. Dann gilt A- (u4+v)=A-u+A-v=0,dh.u+veU.
Somit ist U ein Unterraum des R".

BEISPIEL 4.5. Wir bestimmen diesen Unterraum fiir die Matrix A =

( (1) (1) z2% ) Als Losungsmenge von A -z = 0 erhalten wir

L={(-2t,-3t,t)|t € R}.
2. Die lineare Hiille von Vektoren

DEFINITION 4.6. Sei m € Ny, und seien vy, ...,v,, € R". Die Menge
L(vl,...,vm) = {Z)\Z 'Ui|)\17---7/\m S R}
i=1

heifit die lineare Hiille der Vektoren vy, ..., v,.

L(( %Z) ist also die Gerade im R?, die durch () und (§) geht. L() definiert man

als {0}.

Die lineare Hiille von vy, . . ., v, ist der kleinste Unterraum, der vy, . .., v,, enthéalt:

SATZ 4.7. Seim € Ny, n € N, und seien vy, ...,v,, Vektoren im R™. Dann gilt
(1) L(v1,...,vm) ist ein Unterraum des R™.

(2) Sei M ein Unterraum der vy, ..., vy, enthdlt. Dann gilt L(vy, ..., vy) C
M.

Wollen wir etwa iiberpriifen, ob z.B. (3,0, 1) in der linearen Hiille von (2,1, —3)
und (7,2, —5) liegt, miissen wir ein Gleichungssystem losen:

p 7
Moot e 2] = :
-3 -5

_ o W = O W

das heifit 1 2 ( M )
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Losen wir dieses System, so erhalten wir A; = —2 und Ay = 1. Alsoist (3,0, 1) eine
Linearkombination von (2,1, —3) und (7,2, —5), und liegt somit in der linearen
Hiille dieser beiden Vektoren.

SATZ 4.8. Seien m,n € N, seien by, bs, ..., by Vektoren im R™, und sei B =
(b1,b2, ..., by) die Matriz mit den Vektoren by, bs, ..., by als Spaltenvektoren.
Dann liegt v genau dann in L(b, ..., by), wenn das Gleichungssystem B -z = v

eine Lésung x € R™ hat.

UBUNGSAUFGABEN 4.9.

(1) Liegt (%) in der linearen Hiille von ( ), (Z3)?
(2) Liegt (15) in der7linearen Hiille von (4 ), ( }l)’?
(3) Testen Sie, ob (—2> in der linearen Hiille von ( ) ( ) <—(3)1)) liegt.

Sei nun n € N eine natiirliche Zahl, und sei M eine (moglicherweise unendliche)
Teilmenge von R™. Wir definieren die lineare Hiille von M als

k
L(M):{Z)\,mZU{:ENg, /\1,...,)\]€ER, ml,...7Mk€M}.
i=1

Die lineare Hiille von M ist also die Menge aller Linearkombinationen endlich
vieler Vektoren aus M.

DEFINITION 4.10. Fiir eine m x n-Matrix A mit Eintrdgen aus R definieren wir
ihren Zeilenraum Z(A) als die lineare Hiille der Zeilen von A. Der Zeilenraum ist
ein Unterraum von R"™.

Den Spaltenraum S(A) definieren wir als die lineare Hiille der Spalten von A. Der
Spaltenraum ist ein Unterraum von R™.

Den Nullraum N(A) definieren wir als die Losungsmenge des Gleichungssystems
A-xz =0. Er ist ein Unterraum des R".

3. Die lineare Unabhingigkeit von Vektoren

DEFINITION 4.11. Seien m,n € N, und seien vq,...,v, in R". Die Folge
(U1, ..., V) heiBlt linear unabhdngig, wenn fiir alle Ay, ..., \,, € R mit

ZAi'U’L‘:AI'UI—F"'_’—)\m"Um:O

gilt, dass alle \; = 0 sind.
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Man sagt dann oft auch einfach, dass die Vektoren vy, ..., v, linear unabhéngig
sind. Als Spezialfall definiert man noch fiir m = 0, dass die Folge () aus 0 Vektoren
immer linear unabhéngig ist.

Vektoren vy, ..., v,,, die nicht linear unabhéingig sind, nennt man linear abhdngig.
Die Folge (v, . .., vy,) ist also genau dann linear abhéngig, wenn es (A1, ..., Ay,) #
(0,...,0) gibt, sodass ;" A; - v; = 0.

BEISPIEL 4.12. Sind (3,2) und (1, 3) linear unabhéngig 7

Lésung. Wir betrachten

3 1y (31 MY (0
v () ()=o) (0)=(0)
Dieses System besitzt nur die Losung (0, 0). Daher sind die beiden Vektoren linear

unabhéngig.
BEISPIEL 4.13. Sind (3,2), (1,4) und (5, 3) linear unabhéngig 7

Lésung. Hier erhalten wir

A1
3 1 5 3 15 0
() (3) e (5) =i 3) (2 )= (0):
A3
Eine Losung des Gleichungssystems ist Ay = —1.7, Ay = 0.1 und A3 = 1. Die drei
Vektoren sind also linear abhéngig.

SATZ 4.14. Seien m,n € N, seien by,by,... b, Vektoren im R"™, und sei
B = (by,by,...,by) die Matriz mit den Vektoren by, bs, ..., by, als Spaltenvek-
toren. Dann sind (by,bs,...,by) genau dann linear abhingig, wenn das System
B-x =0 eine Losung x # 0 hat.

SATZ 4.15. Sei m > 1 und seien by, ..., b, € R". Die folgenden zwei Aussagen
sind dquivalent:

(1) (by,...,by) ist linear abhdngig.
(2) Es gibt ein k € {1,...,m}, sodass by in L(by,...,b_1) liegt.

SATZ 4.16. Sei m € Ny, set n € N, und seien vy, ..., vy, v € R*. Wir nehmen
an, dass vi,..., Uy linear unabhdngig sind. Dann sind dquivalent:

(1) v e L(vy,...,vm).

(2) (v1,...,0m,v) ist linear abhingig.

UBUNGSAUFGABEN 4.17.
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(1) Zeigen Sie, dass die Vektoren (( _1112) , (g) , ( _1?)0>) linear abhéngig sind, in-

dem Sie eine Linearkombination finden, bei der nicht jeder Vektor 0 mal ge-
nommen wird, und die trotzdem den Nullvektor ergibt.

(2) Testen Sie jeweils, ob folgende Mengen von Vektoren linear abhéngig sind.
Finden Sie, falls die Vektoren linear abhéngig sind, eine Linearkombination,
die den Nullvektor ergibt, und bei der nicht jeder Vektor 0 mal genommen

)

wird.

(a) %0 (3), (3)-
OO

3 Smd( 5) <1), g,

)

4) Sind die Vektoren (( _4112) , (g) ( 38)) linear abhéngig?
)
)

e NN |

) linear abhéingig?

(
(
(5) Geben Sie einen Vektor v € R? an, sodass (31) und v linear abhéngig sind.
(6) Finden Sie drei Vektoren a,b,c € R3, sodass (b,c) linear unabhingig und
(a,b,c) linear abhéngig sind.
(7) Vervollstiandigen Sie die Begriindung fiir folgende Aussage.
Seien v1,v9, w € R™ so, dass w in der linearen Hiille von v; und wv9
liegt. Dann sind (v1, v2, w) linear abhéngig.
Begriindung: Da w in der linearen Hiille von v; und wv9 liegt, gibt es A1, Ao € R,

sodass
w =
Daher gilt
M+ v+ =0.
Das ist eine Linearkombination, die 0 ergibt, obwohl nicht jeder Vek-
tor mal genommen wurde. Daher sind (vy,ve,w)

4. Basen eines Vektorraums

4.1. Definition.

DEFINITION 4.18. Sei T" Unterraum von R"™. Die Folge B = (by,...,by,) heifit
Basis von T' :&

(1) (by,...,by) ist linear unabhéngig,
(2) L(by,...,by) =T.

Wir geben einige Beispiele:

BEISPIEL 4.19.



5. BESTIMMEN DER BASIS EINES EXPLIZIT GEGEBENEN UNTERRAUMS 59

(1) {(1,0),(0,1)} ist Basis des R?*: Jeder Vektor < z ) lasst sich als

(o) (V)

schreiben, und liegt somit in der linearen Hiille von (1,0) und (0,1).
Somit ist die lineare Hiille der Vektoren {(1,0), (0,1)} der ganze R?. Die
beiden Vektoren sind auflerdem linear unabhéngig.

2) {(2,3)} ist keine Basis des R?, da es kein A\ gibt, sodass L =\
0

()

(3) {(2,3)} ist Basis von L((2,3)).

Sei U ein Unterraum des R™. Dann ist eine Basis eine Moglichkeit, die Menge U
anzugeben. Mathematica nutzt das, um die Losungen des Gleichungssystems A -
x = 0 durch die Funktion NullSpace auszugeben. Dabei wird die (moglicherweise
unendliche) Menge U = {x € R"|A -z = 0} durch eine Basis dieses Raums
angegeben.

Wir kénnen Unterrdume des R™ auf zwei Arten angeben.

m explizit, das heifit, als lineare Hiille von Vektoren.
m implizit, das heifit, durch ein Gleichungssystem, dessen Losungsmenge
der anzugebende Unterraum ist.

UBUNGSAUFGABEN 4.20.
(1) Finden Sie eine Basis B der Ebene L((g) , (_;1>)7 die weder (g) noch (—11>

2
enthélt.
(2) Finden Sie eine Basis C' der Ebene e = {(z,y,2) € R® |  — 2y + 42 = 0}.

5. Bestimmen der Basis eines explizit gegebenen Unterraums

Wir iiberlegen uns als erstes, wie wir eine Basis eines explizit gegebenen Unter-
raums berechnen konnen. Dazu berechnen wir die Basis des Raums

(1) (D)) (F)
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Wir wollen also eine Basis des Zeilenraums der Matrix

-5 3 1 1
=33 17 1 -1
8 —44 -3 2
-19 10 1 0

bestimmen. Der Zeilenraum &ndert sich nicht, wenn wir eine Zeile mit einer von
0 verschiedenen Zahl multiplizieren, oder wenn wir zu einer Zeile ein Vielfaches
einer anderen Zeile addieren. Wir konnen uns also jetzt systematisch Matrizen
erzeugen, die alle den gleichen Zeilenraum haben wie die urspriingliche Matrix.
Das machen wir mit Mathematica.

Wir haben also eine Matrix in Zeilenstaffelform erzeugt, deren Zeilenraum der
gleiche wie der Zeilenraum der gegebenen Matrix ist.
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ALGORITHMUS 4.21 (Zeilenstaffelform).
Eingabe: Eine m x n-Matrix A.
Ausgabe: Eine m x n-Matrix B, sodass B in Zeilenstaffelform ist, und Z(A) =

Z(B).

Ot > W N~

© 00 N O

10
11

12
13
14
15

16
17
18
19
20
21
22

B+ A
zeile < 1
spalte < 1
while zeile < m do

while spalte < n und B(i, spalte) = 0 fiir alle ¢ mit zeile <i < m
do

spalte < spalte + 1
endwhile
if spalte < n then

IN

gewaehlteZeile < ein 7, sodass zeile < 7
m und B(i, spalte) # 0
if gewaehlteZeile # zeile then
Vertausche die gewaehlteZeile-te mit der zeile-ten Zeile von

endif
14— zeile+ 1
while : < m do
Addiere passendes Vielfaches der zeile-ten Zeile zur i-ten
Zeile von B, sodass B(i, spalte) = 0
14—1+1
endwhile
endif
zeile < zeile + 1
spalte <— spalte + 1
endwhile
return B

Dieser Algorithmus liefert also folgenden Satz.

SATZ 4.22. Seien m,n € N, und sei A eine m X n-Matriz. Dann gibt es eine
Matriz B in Zeilenstaffelform, sodass Z(A) = Z(B).

Die Zeilen einer Matrix in Zeilenstaffelform, die nicht 0 sind, sind linear un-

abhéingig. Daher haben wir auch eine Basis von

V = L((=5,3,1,1),(—33,17,1,—1), (85, —44, —3,2) , (—19, 10, 1, 0))
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gefunden, nédmlich

Wir fassen zusammen:

ALGORITHMUS 4.23 (Basis eines explizit gegebenen Unterraums).
Eingabe: Vektoren vy, ..., v,, € R".

Ausgabe: Eine Basis by, ..., b; von L(vy, ..., v).
1 Bilde die m x n-Matrix V, in deren Zeilen die Vektoren vy,...,v,,
stehen
2 Berechne eine Matrix B in Zeilenstaffelform, sodass Z (V') = Z(B)
3 return (by,...,b;) als jene Zeilen von B, die nicht 0 sind

UBUNGSAUFGABEN 4.24.

(1) Bestimmen Sie eine Basis von L((_(1)2> , (_22) , (_§I>)
(2) Finden Sie jeweils eine Basis folgender Unterrdumel!

(a) {(g) ER3 |z +3y+2=0}

() L(( 1)).
(©) LI(H:(3): (42)):

6. Bestimmen der Basis eines implizit gegebenen Unterraums

Wir iiberlegen uns jetzt, wie wir eine Basis eines implizit gegebenen Unterraums
des R™ berechnen.

Wir nehmen also an, der Unterraum U ist in der Form
U={zeR"|A-2=0}

gegeben, wobei m eine natiirliche Zahl und A eine m x n-Matrix ist. Wir be-
stimmen eine Basis von U, indem wir das Gleichungssystem A - x = 0 mit dem
Gauf-Algorithmus 16sen. Dabei sehen wir: wenn eine Zeilenstaffelform der Matrix
A genau r Zeilen ungleich 0 hat, so treten in der Losungsmenge des Gleichungs-
systems n — r Parameter auf:

SATZ 4.25. Sei B eine m X n-Matriz in Zeilenstaffelform, und sei r die Anzahl
der Zeilen von B, die nicht 0 sind. Dann hat N(B) eine Basis, die genaun —r
Vektoren enthilt.

UBUNGSAUFGABEN 4.26.
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1) Bestimmen Sie eine Basis fiir den Unterraum U des R?, der durch
(

1 0 -2 3
U= {(x1,x2,23,14) € R | (2 1 0 4)'($1,$2,$3,$4):(8)}

gegeben ist.

SATZ 4.27. Seien m,n € N mit m < n, und set A eine m x n-Matriz. Dann
enthdlt der Nullraum von A einen von 0 verschiedenen Vektor.

7. Die Dimension eines Unterraumes

Wir wir gesehen haben, kann ein Unterraum U des R" viele verschiedene Basen
haben. Man kann zeigen, dass alle diese Basen aus gleich vielen Vektoren beste-
hen. Da auflerdem jeder Unterraum des R™ eine Basis hat, kann man die “Gréfie”
von U durch die Anzahl der Elemente eine Basis von U messen. Diese Anzahl
bezeichnet man auch als die Dimension von U.

8. Koordinaten

SATZ 4.28. Seienn € N, m € Ny, sei B = (by,...,b,) eine Basis des Unterraums
T von R™, und seit € T. Dann gibt es genau ein m-Tupel (A, ..., \y) € R™ mit

=1

BEWEIS. Ein solches m-Tupel existiert, da t € L(by,...,by). Sei nun B die
n X m-Matrix, in deren Spalten die Vektoren (by,...,b,,) stehen. Angenommen,
a=(A,...;A\n)und B = (y, ..., im) seien zwei verschiedene Tupel mit B -« =
B-3=t Danngilt B-(a— ) =0 und a — 3 # 0. Das ist ein Widerspruch zur
linearen Unabhingigkeit von der Spalten von B. U

Dieses m-Tupel gibt also an, wie wir den Vektor ¢ aus den Basisvektoren zu-
sammenbauen kénnen. Wir nennen dieses Tupel die Koordinaten des Vektors ¢
beziiglich der Basis B.

DEFINITION 4.29. Sei B = (by,...,b,,) Basis von T C R", sei t € T, und sei B
die n x m-Matrix, in deren Spalten die Vektoren (b1, ..., b,,) stehen. Dann heifit
das a = (A1,..., Ap) € R™ mit

B-a=t

das Koordinatentupel von t beziiglich der Basis B. Wir schreiben auch (t)p = a.
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Das Koordinatentupel (¢)p erfiillt also die Gleichung

AUFGABEN 4.30. (1) Sei B = ((1,0,3),(2,1,6)), T = L(B), und v =
(3,1,9). Offenbar gilt
3 1
1 =1-[o|+1-(1],
9 3

woraus (v)g = (1,1) folgt.
(2) Sei T' = L((3,2,1),(0,1,2)), und B = ((3,2,1),(0,1,2)). Fiir das erste
Basiselement gilt offensichtlich

3

weiters ist zum Beispiel

3 0
a2 )= )Bz(_;‘).

UBUNGSAUFGABEN 4.31.

1

(1) Der Vektor v hat beziiglich der Basis A = ((_03) , (_&2%4)) der Ebene ¢ die

Koordinaten (v)4 = (). Berechnen Sie seine Koordinaten beziiglich der Basis

B= ((35{31> ’ (—}152)6))'

(2) Die Ebene € hat die Basen
= (1)-2)
5=((1). (1)

Der Vektor v hat beziiglich B die Koordinaten (v)p = (_73) Berechnen Sie
seine Koordinaten beziiglich A!

(3) Die Ebene e ist durch e = L((i) , (—21)

und

gegeben. Sie hat die Basen

W

I

~—
/~
D=
N—
/~
ol co

=
v N—

N—

und

). Berechnen Sie (v)p.
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(S

(4) Seia= ( ) und b = <_3 ), und sei B = (a,b). Zeigen Sie, dass ein Vektor
5

() beziiglich der Basis B die Koordinaten (22%))2) hat; das heift, zeigen
y bl

Sie .
s = ({1,
Stimmt diese Formel fiir jede Basis (a,b) des R??
(5) Sei B = ((_81) , (i)), und sei E die lineare Hiille von B. B ist dann eine
Basis von E.
(a) Welcher Vektor w hat beziiglich B die Koordinaten (w)g = ( %)?

(b) Wie lauten die Koordinaten von (_él) beziiglich B ?

(SN[

(c) Geben Sie eine Basis C' von E an, beziiglich der der Punkt (El) die

Koordinaten (9) hat.






KAPITEL 5

Orthogonalitit im R"

1. Der Winkel zwischen zweil Vektoren

DEFINITION 5.1. Fir x = (21,...,2,),y = (Y1, .-,yn) € R™ ist das Skalarpro-
dukt von x und y definiert als

(@, y) =Ty +Tatp+ + TnYn = Y Ti i
=1

Es gilt
(w,2) =) i =|lz|*
i=1

LEMMA 5.2. Fir z,y,z € R" und A € R g¢ilt:

(1) (& +y,2) = (2,2) + (y,2),
(2) Az, y) = Az, y).

SATZ 5.3. Der Winkel ¢ zwischen x und y ist gegeben durch

(z,y)

Cosp = :
[ - Iyl

DEFINITION 5.4. Zwei Vektoren stehen genau dann normal aufeinander, wenn
(x,y) = 0. Wir schreiben dann = L y.

UBUNGSAUFGABEN 5.5.

(1) Bestimmen Sie einen Vektor, der auf <é> und (:1)1) normal steht.

(2) Sei B = ((51) , (i)), und sei £ die lineare Hiille von B. B ist dann eine

Basis von E. AuBerdem bezeichnen wir mit B die Matrix

3 2
B = 0o 1 1.
-1 4

67
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(a) Welches Gleichungssystem muss ein Vektor (512) erfiillen, der auf alle
Vektoren in F normal steht? Was hat die Koeffizientenmatrix dieses Sy-
stems mit B zu tun?

(b) Mit welchem Gleichungssystem kénnen Sie feststellen, ob ein Vektor v in
E liegt? Was hat die Koeffizientenmatrix dieses Systems mit B zu tun?

(c) Sei w = (i%). Finden Sie einen Vektor e, der in E liegt, sodass w — e

normal aufialle Vektoren in E steht.

2. Der Normalraum auf eine Menge von Vektoren

Wenn U eine Teilmenge des R™ ist, dann bezeichnen wir den Raum U” auch als
“U orthogonal” und verwenden anstelle von U” die Bezeichnung U+. Fiir eine
Teilmenge A des R™ ist A also definiert durch

At = {r € R"|x Lafiir allea c A}.
Fiir jede Teilmenge A von R™ gilt At = L(A)*+ und (A1)t = L(A).

UBUNGSAUFGABEN 5.6.

(1) Gegeben seien die Vektoren

r=(8) v=(3) == (§)
0/’ 1)’ 2/

Berechnen Sie

(a) {a},

(b) {z,y},

(©) {z3, 2},
und jeweils die Dimension davon.

(2) Welche Vektoren des R* stehen auf alle drei Vektoren

(1,2,0,0),(0,1,2,-1),(1,0,2,0)

normal? (Zwei Vektoren im R* stehen aufeinander normal, wenn ihr Skalar-
produkt gleich 0 ist.)

3. Orthonormalbasen

DEFINITION 5.7. Sei T" ein Unterraum des R” und B = (by,...,b;) eine Basis
von T'. B ist eine Orthonormalbasis (ONB), wenn

(1) (b;,b;) =0 fir alle 4,5 € {1,2,...,k} mit ¢ # j.
(2) 1]l = /{bi, by =1 fiir alle i € {1,2,...,k}.

BEISPIELE 5.8.
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(1) Die kanonische Basis ((1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)) ist ONB des R3.
(2) B=((,=£,0),(%,1,0),(0,0,1)) ist ONB des R?.

2072 D)
(3) B = (1(1,-1,1,-1),1(1,1,1,1))  ist ONB  von
L((1,—1,1,-1),(1,1,1,1)).
(4) Sei by = (3,4),by = (—4,3). Dann ist (%, %) ONB des R

UBUNGSAUFGABEN 5.9.

(1) (Orthonormalbasen) Welche der folgenden Basen sind ONB?
1\ 4 [0\ _1 [0
@ (4) 75 (3) -7 (5):
1
) (% (1)),
(©) (82), (0% )-
SATZ 5.10. Sei B = (by,...,b;) eine ONB und v € L(B) mit den Koordinaten
(v)g = (A1,..., Ak). Dann gilt
oIl = AT+ -+ AL

BEWEIS. Da B eine ONB ist, gilt
kok

k k k
HUH2 = <U,’U> = <Z >\z bza Z)\] b]) - ZZ)\Z )\J <bl,bj> == Z)\Z )\Z <bl,bl>
i=1 Jj=1 i=1 j=1 i=1
k

:ZA?-L
i=1

Wir wenden diesen Satz an:
Sei by = (0.6,0.8), by = (—0.8,0.6). Berechnen Sie die Lange von v = 12-b; +5-bs!
Losung: Da (by, by) eine ONB des R? ist, gilt

Jo]| = V122 + 52 = 13,

Wir kontrollieren das Ergebnis, indem wir v berechnen. Da
v=12-(0.6,0.8) +5-(—0.8,0.6) = (3.2,12.6),
gilt

o] = /(3.2)2 + (12.6)2 = 13.
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SATZ 5.11. Sei T ein Unterraum des R™ mit der ONB B = (by,...,by). Sei
v € L(B) mit den Koordinaten (v)g = (A1,..., ;). Dann gilt

Xi = (v,b;) fir allei e {1,...,k}.

BEWEIS. Sei i € {1,...,k}. Wir wissen, dass

k
Z >‘j bj =,
j=1
und somit i
(O Ajbjbi) = (v, bi).
j=1

Daraus folgt, dass

oder

Somit gilt

Bei Orthonormalbasen miissen wir also kein Gleichungssystem losen, um die Ko-
ordinaten eines Vektors zu bestimmen. Dazu folgendes Beispiel: Gegeben sei die
ONB B = ((0.6,0.8),(—0.8,0.6)). Gesucht sind die Koordinaten (A;, \2) von
v=(2,1) bzgl. B.

)\1 = <U)b1> - 27 >\2 = <U7b2> =—1

m:(_f).

Eine Orthonormalbasis besitzt also zwei wesentliche Vorteile gegeniiber normalen
Basen:

Also gilt:

(1) Mit (v)g = (A1,...,\x) kann die Liange des Vektors v als

loll = /AT 4+ A

berechnet werden.
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(2) Die Koordinaten eines Vektors v erhélt man als
<U7 b1>

(v)p = :
<U7 bk>

4. Das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren

Gegeben ist ein Unterraum 7" mit der Basis B = (b1, ..., b,,). Gesucht ist eine
ONB (dy,...,dy,) von T.

Wir konstruieren dy, ..., d,, mit folgenden Eigenschaften:

(2) ||d;]| =1 fiir alle 4,
(3) fiir alle k < m gilt L(by,...,by) = L(ds, ..., d).

(1) und (2) sollen garantieren, dass wir eine ONB erhalten. (3) fordert, dass die
ersten k Vektoren der gesuchten ONB den gleichen Vektorraum aufspannen wie
die ersten k£ Vektoren der Basis B.

ALGORITHMUS 5.12.

(1) Konstruktion von di: Wir setzen ¢; = by und d; = ﬁ

(2) Konstruktion von ds: Um (3) erfiillen zu kénnen, machen wir den Ansatz
Co = b2 + o - d1
mit (co,dy) = 0. Aus
<b2 + Q- dl, d1> = <b2, d1> + o <d1, d1> = <b2, d1> + o = 0
folgt
o = —<b2,d1>.
Also erhalten wir mittels

cy = by — <52,d1> : dl,

4= 2
el
den gewiinschten Vektor ds.

(3) Konstruktion von ds: Fir ¢ machen wir analog zu ¢y den Ansatz

03:b3+061'd1+042'd2.



72 5. ORTHOGONALITAT IM R”

Fordern wir dann Normalitit zu den ersten beiden Vektoren, so erhalten

wir
(c3,dy) = (b3, dy) + o (dy,dy) + g (da,dy) =0,
=1 =0
also
Q= —<b3,d1>,
und
(c3,da) = (b3,da) + a1 (d1,ds) + v (da,d2) =0,
=0 =1
also
Qg = —<b3,d2>.

Somit ergibt sich c3 als
3 = by — (b3, di) - di — (b3, da) - do
und der gesuchte Vektor ds der Léange 1 als

dy =
les ]
(4) Konstruktion von d;: Seien dy, ..., d;_1 bereits bekannt. Dann setzen wir
¢i =bi— (bi,d1) ~dy — - = (bi,di—1) - dia
und erhalten mit .
C il
den gewiinschten Vektor.
AUFGABEN 5.13. (1) Sei
1 —1 1
—1 1 0
B=( 1|’ 3110 )
-1 -3 0

Gesucht ist eine ONB von L(B).
Offenbar ist ¢; = (1, —1,1, —1) und somit

1
C1 1 —1

d = = —
Colell 2 1
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Dann ist
—1 1 -2
1 1 —1 2
C2 = 3 - <(_1a1737 _3)7d1>§ 1 = 9
-3 -1 -2
und
Co 1
d pr— —_ -
el 2| 1
—1
SchlieBllich ist
1 1
0 1 1
3 = 0 _<<1707070)7d1> d1_<<1707070)7d2> d2:§ 0
0 0
und
1
dy = 53— R
fesl V2 | O
0

(2) Sei B = ((3,4),(5,6)). Gesucht ist eine ONB von L(B).
Wir erhalten

1 /3 0.6
m_3(4)_(08)’
0.8
@_(AM)'
Man priift leicht nach, dass die beiden Vektoren tatsdchlich normal auf-

einander stehen.

SATZ 5.14. Sei T ein Unterraum des R™. Dann hat T eine ONB.

BEWEIS. Aus einer beliebigen Basis von T" kann mit dem Gram-Schmidtschen
Orthonormalisierungsverfahren eine ONB berechnet werden. 0

UBUNGSAUFGABEN 5.15.
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(1) Orthonormalisieren Sie die folgende Familie von Vektoren mit dem Verfahren

von Gram-Schmidt!
A=i(1). (). ()

(2) Bestimmen Sie jeweils eine Orthonormalbasis (ONB) fiir folgende Unterrdume
des R3!

(a) U= L(( %) ’ < %1))'
(b) V = {(z1, 79,73, 24) € R* |21 +223+2x4 = 0 und 22 — 223+ 224 = 0}.
(Hinweis: Berechnen Sie zuerst eine Basis von V' und orthonormalisieren
Sie diese mit dem Verfahren von Gram-Schmidt).
(3) Geben Sie eine Orthonormalbasis der Ebene e : x —2y 4+ 32z =0 an.
(4) Bestimmen Sie mithilfe des Verfahrens von Gram-Schmidt eine Orthonormal-

basis von

{(1'1,.%'2,.%'3, x4) S R* ’ XT1— X2 + T3 — X4 = 0}.
5. Uberbestimmte Gleichungssysteme

Oft trifft man auf Gleichungssysteme, die keine Losung besitzen, wie z.B.

10 1
21 |-x=| 2
-1 1 0

In solchen Féllen wird man ein x suchen, das dem Gleichungssystem “moglichst
gut” geniigt. Naheliegend ist es, jenes x als “Losung” zu betrachten, das den
kleinsten Fehler liefert, d.h. fiir das ||A - x — b|| minimal ist.

DEFINITION 5.16. Sei A € R™*" b € R™. Eine bestapprozimierende Lisung des
Gleichungssystems A - x = b ist ein z* € R™, sodass ||A - * — b|| minimal ist.

Wir wissen, dass {A -z |z € R"} genau der Spaltenraum von A ist. Wir suchen
also jenes Element des Spaltenraumes von A, das von b minimalen Abstand hat.
Dazu sollte A-z die Orthogonalprojektion von b auf den Spaltenraum von A sein.
Dann steht b — A - auf den Spaltenraum von A normal. Es gilt also

AT (b—A-x)=0.
Wenn AT - A invertierbar ist, dann koénnen wir x durch z = (AT - A)~1. AT . p

bestimmen.

SATZ 5.17. Sei A eine Matriz, deren Spaltenvektoren linear unabhingig sind, und
sei b ein Vektor. Dann ist die bestapprozimierende Lisung x* von A-x = b gegeben

durch
f— (AT . A)_1 AT b,
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BEISPIEL 5.18. Wir bestimmen die bestapproximierende Lésung von

10 1
21 |-xz=1| 2
-1 1 0

Hier ist

r . (61 oo 12 -1
A A_<1 2) und (A" - A) —11(_1 6)'

Also erhalten wir

UBUNGSAUFGABEN 5.19.

(1) Das Gleichungssystem A -z = b ist fiir folgendes A und b unlésbar:

10 2
A=[11],b=1]2].
0 1 2

Bestimmen Sie die “beste Nidherungslosung”. Warum (bzw. in welchem Sinn)
ist diese Losung “besser” als (1,1)7

Nun versuchen wir, die “beste Gerade durch eine Punktwolke” zu legen.

Gegeben seien die Punkte (x1,41),..., (zn, ys). Gesucht ist die bestapproximie-
rende Gerade y = k z + d durch diese Punktwolke.

Dafiir berechnet man die bestapproximierende Losung des Gleichungssystems
rp 1 (3
AN
g )=
Tn 1 Un
wie oben beschrieben. Wir iiberlegen uns noch, welcher “Abstand” zwischen
Punkten und Gerade hier wirklich minimiert wird. Die bestaproximierende Lsung
minimiert
Y1 1

{20

Yn Tn 1

y1 — (kxy + d)

Yn — (kxp, +d)

also die Summe der Quadrate der Vertikalabstnde zwischen den Punkten und der

Gerade.
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UBUNGSAUFGABEN 5.20.

(1) Bestimmen Sie jene Gerade der Form y = kx + d, die die Punkte (0, 3), (1,4)
und (2, 7) bestmdglich approximiert. “Bestmoglich” heifit dabei, dass k und d
so zu bestimmen sind, dass

(1 — (kz1 +d)* + (y2 — (kaa + d))* + (y3 — (ka3 + d))?

minimal wird.

(2) Bestimmen Sie jene Gerade der Form y = kx + d, die die Punkte (2, 3), (3,0)
und (6, 5) bestmdglich approximiert. “Bestmoglich” heifit dabei, dass k& und d
so zu bestimmen sind, dass

(y1 — (kz1 +d)* + (yo — (ko + d))* + (y3 — (ka3 + d))?

minimal wird.



KAPITEL 6

Lineare Abbildungen

1. Lineare Zusammenhinge in geometrischen Aufgaben

In diesem Kapitel zeigen wir, dass sich eine Fiille von mathematischen Problemen
durch lineare Abbildungen beschreiben lassen.

DEFINITION 6.1. Sei n € N, und seien U und V' Unterrdume des R”. Eine Funk-
tion h : U — V ist eine lineare Abbildung, wenn folgendes gilt:

(1) Fiir alle uy,us € U = h(uy + ug) = h(u1) + h(usg); (Additivitét)
(2) Fiir alle uw € U und fiir alle A € R : h(Au) = A h(u). (Homogenitét)

Wir geben nun einige Beispiele, die zeigen, wie viele Fragen sich durch lineare
Abbildungen modellieren lassen. Wir werden nun Bewegungen geometrischer Ob-
jekte im Raum, wie etwa Spiegelungen und Drehungen, als lineare Abbildungen
interpretieren. Wir beginnen mit einigen Beispielen.

BEISPIEL 6.2. Sei s jene Funktion von R? nach R?, die jeden Punkt auf den Punkt
abbildet, auf dem er nach der Spiegelung an der x-Achse landet. Dann lésst sich

s so schreiben:
s : R — R?
(v) — (62%)(3)
Die Funktion s ist dann eine lineare Abbildung vom R-Vektorraum R? in den
R-Vektorraum R2.

BEISPIEL 6.3. Wir iiberlegen uns, wo der Punkt () nach einer Drehung um den
Nullpunkt um 60° gegen den Uhrzeigersinn landet. Sei d diese Drehung. Dann
léasst sich d so schreiben:

d : R — R?
- cos(%) —sin(%) x
() — (o) ) - ().
Auch d ist eine lineare Abbildung von R? nach R2.
77
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2. Abbildungsmatrizen linearer Abbildungen

Sei h : U — V eine lineare Abbildung, B = (by,...,b,,) eine Basis von U. Sei
z €U mit z = Z’;l A; * b;. Dann gilt wegen der Linearitdt von h:

hz) = h(z Ai % b;) = Z Ai + h(b;).

Eine lineare Abbildung ist also durch die Bilder der Basisvektoren bereits
vollstdndig bestimmt.

Wir werden jetzt sehen, dass sich jede lineare Abbildung, deren Definitions- und
Bildbereich endlichdimensionale Vektorrdume sind, durch eine Matrix darstellen
lasst.

DEFINITION 6.4. Seien U,V Vektorrdume, seien m,n € N, sei B = (by,...,by,)
eine Basis von U und C = (cy,...,¢,) eine Basis von V. Sei h eine lineare
Abbildung von U nach V. Wir definieren nun die n x m-Matrix S,(B,C). Dazu
legen wir fest, dass fiir i € {1,..., m} in der i-ten Spalte von S, (B, C') der Vektor
(h(b;))c steht. Es gilt also

| | |
Sn(B,C) = | (h(b1))c (h(b2))c -+ (h(bm))c
| | |
Die Matrix Sp,(B,C) € R™™ heifit Abbildungsmatriz oder Darstellungsmatrix
von h beziiglich der Basen B und C.

Die Darstellungsmatrix enthélt, wenn man die zugehorigen Basen kennt, die ge-
samte Information iiber die lineare Abbildung. Im folgenden Satz lernen wir eine
Formel kennen, die uns erlaubt, die Bilder eines jeden Vektors unter der linearen
Abbildung mithilfe der Darstellungsmatrix zu berechnen.

SATZ 6.5. Seien U,V Vektorraume, seien m,n € N, sei B = (by,...,b,) eine
Basis von U und C = (cq, ..., ¢,) eine Basis von V. Sei h eine lineare Abbildung
von U nach V. Dann qilt

(6.1) (h(u))e = Sp(B,C) - (u)p fiir alle w € U.
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BEWEIS. Sei u € U mit u = )", A; b;. Dann gilt

(h(w)e = (A Aibi)e

= (Z A h(bi)

m

= Z A (b)) .

Wir zeigen nun, dass die Abbildungsmatrix durch die Gleichung (6.1) eindeutig
bestimmt ist.

SATZ 6.6. Seien U,V Vektorraume, seien m,n € N, sei B = (by,...,b,) eine
Basis von U und C = (cq, ..., ¢,) eine Basis von V. Sei h eine lineare Abbildung
von U nach V', und sei A eine n X m-Matriz, sodass

(6.2) fir allew e U : (h(u))e = A+ (u)p.

Dann gilt A = Sy(B,C).

BEWEISs. Sei i € {1,...,m}. Wegen (6.2) gilt (h(b;))c = A - (b;) 5, also
0

(e =a-| i |,

0
wobei der Einser an der i-ten Stelle steht. Die rechte Seite dieser Gleichung ergibt
die i-te Spalte von A. Also ist die i-te Spalte von A gleich (h(b;))c. Daher A =
Sk(B,C). O

BEISPIEL 6.7. Sei h : R? — R? die folgende lineare Abbildung.
h : R — R?

() — (=),

—x+4y
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Sei B die Basis ((3'), (#)) des R? und sei C' die Basis ((—_1'2?)) , <§§> : <

) -
R3. Bestimmen Sie Sj,(B, C).

oo

)) des

Losung: Es gilt
-7 2
e = () e = ()
Aus dem Gleichungssystem

—9 20 0 7
~13 39 1 xz(é)
~7 30 0

erhalten wir (h(b))c = (

OoO—w
O

) und ebenso (h(b2))c = ( ) Insgesamt erhalten wir

3 2
Su(B,C)=1[ 11
00

In Mathematica kann man die notwendigen Rechnungen so durchfiihren:

h'[x—, Y-] = {{31 _2}, {2’ 1}’ {_1’ 4}}'{37, y}
{8z — 2y,2z +y, —v + 4y}

hbl = h[-1,2]

{-7,0,9}

hb2 = h[4, 5]

{2,13,16}

CC = {{-9,20,0},{-13,39,1},{-7,30,0}}
{{-9,20,0},{-13,39,1},{-7,30,0}}
MatrixForm|CC]

-9 20 0
( -13 39 1 )
-7 30 0
LinearSolve[CC, hb1]
(3,1,0}

LinearSolve[CC, hb2]
{2,1,0}

BEISPIEL 6.8. Sei U = R?,V = R! mit den kanonischen Basen B = ((1,0), (0, 1))
und C' = ((1)). Die lineare Abbildung h : U — V sei definiert durch

h((z,y)) = Bz—2y)
fir alle z,y € R. In diesem Fall ist (h(b1))c = (3) und (h(b2))c = (—2). Somit
gilt

Sp(B,C) = (3 —2).
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BEISPIEL 6.9. Sei U = R?,V = R! mit den Basen B = ((2,3), (3,-2)), C' = ((2)).
Die lineare Abbildung h : U — V sei definiert durch

h((z,y)) = Bz—2y)

fir alle z,y € R. Dann ist h(by) = 0, also (h(b1))g = (0) und h(be) = (13), also
(h(b2))p = 6.5, und folglich Sy(B,C) = (0 6.5).

UBUNGSAUFGABEN 6.10.

(1) Eine lineare Abbildung h : R? — R? sei gegeben durch A(( 1)) = () und

h((5%)) = (}). Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix Sj,(E, E), wobei E =

((5): ()

(2) Seien E», E3 die kanonischen Basen von R? und R3, und sei

U((xay7 Z)) = (31’ - 23/7 22)
Geben Sie die Abbildungsmatrix S,(Fs, E2) an.

3. Abbildungsmatrizen fiir Spiegelungen und Drehungen

Wir wollen nun die Abbildungsmatrizen fiir bestimmte Drehungen und Spiege-
lungen bestimmen. Wir betrachten folgende Beispiele:

BEISPIEL 6.11. Sei e die Ebene L((i) , <i1)1>), und sei o jene Abbildung, die

jeden Punkt im R?® auf den Punkt abbildet, auf dem er nach der Spiegelung an
der Ebene e landet.

Gesucht ist die Abbildungsmatrix S,(E, F) dieser Spiegelung beziiglich der ka-
nonischen Basis £ des R3.

BEISPIEL 6.12. Sei g die Gerade mit der Gleichung 52 — 2y = 0 im R2. Sei o
jene Abbildung, die jeden Punkt im R? auf den Punkt abbildet, auf dem er nach
der Spiegelung an g landet.

Gesucht ist die Abbildungsmatrix S,(E, F) dieser Spiegelung beziiglich der ka-
nonischen Basis £ des R2.

BEISPIEL 6.13. Sei g die Gerade L((_%)), und sei ¢ : R® — R? jene Abbildung,

die jeden Punkt auf den Punkt abbildet, auf dem er nach der Drehung um 60°
um die Gerade g landet. Wir miissen noch die Richtung der Drehung festlegen:

Wenn wir vom Punkt ( _%2) auf die Ebene  + 2y — 2z = 0 hinunterschauen,
dann sollen sich die Punkte dieser Ebene gegen den Uhrzeigersinn drehen.
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Alle drei Beispiele kann man mit dem gleichen “Programm” losen. Sei h die
angegebene lineare Abbildung. Dann gehen wir so vor:

(1) Bestimme eine Basis B, sodass Sp,(B, B) leicht zu bestimmen ist.
(2) Bestimme S,,(B, B).
(3) Bestimme S,(F, E) aus Si(B, B).

Die Schritte (1) und (2) kénnen wir bereits jetzt durchfiithren; fiir den Schritt (3)
miissen wir uns noch {iiberlegen, wie man aus den Koordinaten eines Vektors
beziiglich einer Basis die Koordinaten beziiglich einer anderen Basis ausrechnet.

Wir starten mit Aufgabe 6.11. Wir wihlen eine Basis (by, by, b3) des R?, sodass

bi,bs in der Ebene e liegen, und b3 auf b; und by normal steht. Es gilt dann
1

o(b1) = bi, o{ba) = by und o(bs) = ~ba. Also gilé (o(b)s = (§). (o(be))s =
(g) und (o (b3))p = (—b3)p = (_81) Dann gilt

10 0
S,(B,B)y=[01 0
00 —1

Wir bestimmen nun eine Basis B mit den gewiinschten Eigenschaften. Dazu
wahlen wir b; = ( _%) und by = (_(1)1>. Wir bestimmen einen Vektor, der auf
beiden normal steht:

NullSpace[{{1,2,—1},{0,1,—-1}}]
{{_17 17 1}}

Also wahlen wir by = (? >, und somit

Bz((_%)v(_(l)l)’(_%l)'

Wir bestimmen nun B und S, (B, B) fiir Aufgabe 6.12. Wir wihlen eine Basis
(b1, by) des R?, sodass b; auf der Gerade g liegt, und by auf b; normal steht. Es
gilt dann o(by) = by und o(by) = —by, und somit (o(b1))p = (§) und (o(by))p =

(=b2)p = (%). Dann gilt
S,(B,B) = ( (1) _01 )

Wir bestimmen nun eine Basis B mit den gewiinschten Eigenschaften. Dazu
wihlen wir by = (%) und by = (2). Wir erhalten

B=((3),(2))
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Nun bestimmen wir B und Ss(B, B) fiir Aufgabe 6.13. Dazu bestimmen wir
1

eine Orthonormalbasis B von R3 sodass b3 = m ( _%) Auflerdem soll
2

(b1, ba, b3) positiv orientiert sein. Das heifit: “Wenn m;n by in by hineinschraubt,
dann soll sich eine Schraube mit Rechtsgewinde in Richtung b; bewegen.” Eine
Orthonormalbasis (b1, bs, b3) ist dann positiv orientiert, wenn by X by = b3. Zu einer
solchen Basis B bestimmen wir jetzt die Matrix Ss(B, B). Es gilt h(bs) = b,
h(by) = cos(60°) by + sin(60°) by, und h(by) = —sin(60°)b; + cos(60°) by. Mit
¢ := co0s(60°) und s := sin(60°) ldsst sich S5(B, B) also durch

c —s 0
Ss(B,By=| s ¢ 0
0 0 1

angeben. Jetzt bestimmen eine Basis B des R? mit den gewiinschten Eigenschaf-

ten. Dazu bestimmen wir zunéchst eine ONB der Ebene e = (L(( _%)))L Wir

bestimmen eine Basis fiir diese Ebene:

{{2,0,1},{-2,1,0}}

Daher ist ((2,0,1),(—2,1,0)) eine Basis von e. Wir bestimmen nun eine ONB
von e.

el = {2,0,1};

e2 = {~2,1,0};

dl = el/Sqrtfel.el]
2 0. L
V527 V5

c2 =e2 — (e2.d1) xd1

{312}
d2 = ¢2/Sqrt[c2.c2]

2 V5 i}
3v57 3735

Daher ist die Basis F', die durch
r=s () u5 (1) 5 (L)

gegeben ist, eine ONB des R?. Wir bestimmen, ob F positive Orientierung hat:

Cross[d1, d2]
(-1-22

T3 33
Die Orientierung ist also noch falsch. Wenn wir das Vorzeichen von f; umdrehen,
erhalten wir eine Basis mit positiver Orientierung. (Man kann genausogut das
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Vorzeichen von f; umdrehen. Man darf aber nicht das Vorzeichen von f3 umdre-
hen; die Basis, die man durch Umdrehen des Vorzeichens von f3 erhélt, ist zwar
positiv orientiert, aber ihr dritter Basisvektor ist nicht mehr der gewiinschte.)
Wir schreiben die Basisvektoren von B in die Spalten einer Matrix.
d3 = Cross[—d1, d2]
12 _2}
3:3 73
B = Transpose[{—d1, d2,d3}]

(-3 {083 (-5 -3}

MatrixForm|B]
2 2 1
Vs 3/ 3
0 V5 2
3 3
1t 4 _2
V6 3V5 3

Somit haben wir auch fiir Beispiel 6.13 eine Basis B und die Matrix S5(B, B)
gefunden.

4. Basistransformationen

Wir 16sen folgendes Problem: Gegeben sind zwei Basen B, C' des gleichen Unter-
raums U des R", und die Koordinaten (v)p eines Vektors v € U. Gesucht sind
die Koordinaten von v beziiglich C, also (v)c¢.

BEISPIEL 6.14. Sei B = ((1,0,1),(1,—1,0)) und C' = ((3,-2,1),(1,1,2)), und
sei (z)p = (1,—1). Gesucht ist (z)¢.

Losung: Aus B und (z)p kénnen wir

r=B-(x)p=[ 0 -1 (_1)—
1 0 1
berechnen. Wegen C' - (z)¢ = z gilt:
31 0
21 | -@e=|1
1 2 1

Als Losung dieses Gleichungssystems erhalten wir () = (—0.2,0.6).

Allgemein gehen wir also so vor: Wenn B und C die Matrizen sind, in deren
Spalten die Vektoren von B beziehungsweise C' stehen, ldsst sich (z)¢ aus der
Gleichung
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berechnen. Wenn C gleich viele Spalten wie Zeilen hat, dann ist C invertierbar,

und wir erhalten

(@) =C ' -B-(x)s.

Wenn C weniger Spalten als Zeilen hat, dann wissen wir, dass die Spaltenvektoren
von C' linear unabhingig sind. Da C eine Matrix iiber den reellen Zahlen ist, ist

C" - C invertierbar. Dann gilt: c.C- () = B (x)p, und somit
(z)c=(C"-C)y-C" B (2)s

DEFINITION 6.15. Sei U ein Unterraum von R”, und seien B und C' Basen von
U. Eine Matrix T ist eine Basistransformationsmatriz von B nach C', wenn fiir
alle u € U gilt

(U)C = T . (U)B

Es gibt genau eine solche Matrix. Wir kiirzen sie mit 7T ab. Es gilt also
(u)e = ¢Tp - (u)p fir alle u € U.

Die Basistransformationsmatrix T ist genau die Abbildungsmatrix Siq(B, C),
wobei id : U — U, u — u die identische Abbildung ist.

Seien B und C die Matrizen, in deren Spalten die Vektoren der Basen B bzw. C
stehen. Dann kann die Basistransformationsmatrizen so berechnen:

(1) Falls B und C quadratische Matrizen sind, so gilt ¢Tp = c ' B.

(2) Wenn B und C nicht quadratisch sind ¢Tp := (UT Ot .C"-B. (Das
funktioniert fiir Vektorrdume iiber den reellen Zahlen. Fiir Vektorraume
tiber anderen Korpern muss das nicht funktionieren).

(3) In jedem Fall kann man Tp als Abbildungsmatrix Sia(B,C) berech-
nen. In der i-ten Spalte von T steht also (b;)¢, also die Losung des
Gleichungssystems C - = = b;.

UBUNGSAUFGABEN 6.16.

(1) (Koordinaten) Die Ebene ¢ hat die Basen
A=((0): (&)
5=((1).(5)

(a) Der Vektor v hat beziiglich B die Koordinaten (v)p = (3). Berechnen
Sie seine Koordinaten beziiglich A!

und
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(b) Bestimmen Sie eine Matrix 7', sodass fiir alle v € € gilt:
(v)a=T"(v)s.

(T ist dann die Basistransformationsmatrix 47g).

5. Hintereinanderausfithrung und Matrizenmultiplikation

SATZ 6.17. Seien U, V.W Vektorraume mit den Basen A, B,C, und seien f :
U—Vund g:V — W lineare Abbildungen. Dann gilt

(6.3) Syof(A,C) = S,(B,C) - S§(A, B).

BeEwEIS. Wir zeigen, dass fiir alle v € U gilt:

(54(B,C) - 5¢(A, B)) - (u)a = ((g © f) (u))e-
Dann folgt aus Satz 6.6 die Gleichung (6.3). Sei u € U. Dann gilt (S,(B,C) -
Si(A, B))-(u)a = Sy(B, C)-(S4(A, B)-(u)a) = Sy(B, C)-(f(w)p = (9(f(w)) =
(9o f(u), 0

BEISPIEL 6.18. Man spiegle den Punkt (2, 3) an der z-Achse, und drehe anschlie-
Bend den gespiegelten Punkt um 90° gegen den Uhrzeigersinn um den Nullpunkt:

Lésung: Die Spiegelung o an der z-Achse hat bzgl. der kanonischen Basis E des

R? die Darstellungsmatrix S,(F, F) = ( é _(1) ) Die Drehung 6 um 90° hat

cos(90°) —sin(90°)
sin(90°)  cos(90°)
matrix der Spiegelung mit anschlieender Drehung ist also

Sor(B,8) = S5, 8)- 5(5:5) = ( o) _onioo ) = (1 0 )

die Darstellungsmatrix Ss(E, E) = ( ) Die Darstellungs-

Wir erhalten §(0((2,3))) = (3,2).

SATZ 6.19. Seien U,V Vektorriume, und seien A, B Basen von U und C,D
Basen von V. Sei h eine lineare Abbildung von U nach V. Dann gilt

Sw(A, D) = pTe- Si(B,C) - 5Ta.

Proor. Fiir alle v € U gilt pTo - Sp(B,C) - gTa - (u)a = (h(u))p. Also gilt
nach Satz 6.6 pT¢ - Sp(B,C) - gTa = Sp(A, D). O

Das folgende Korollar wird uns helfen, die Beispiele 6.11, 6.12 und 6.13 zu losen.
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KOROLLAR 6.20. Sei K ein Korper, sei B eine Basis des K-Vektorraums K",
und sei E die kanonische Basis von K™. Sei h eine lineare Abbildung von K™
nach K™. Dann gilt

Sw(E,E) = gTy-Su(B,B) - 5T.

Wenn B die Matriz ist, in deren Spalten die Vektoren von B stehen, so gilt also

Sw(E,E)=B-Sy(B,B)-B .

6. Abbildungsmatrizen fiir Spiegelungen und Drehungen beziiglich
der kanonischen Basis

Wir 16sen das Beispiel 6.11. Dazu miissen wir die Abbildungsmatrix S, (F, F) aus
der Abbildungsmatrix Sy,(B, B) ausrechnen.

B = Transpose[{{1,2,—1},{0,1, -1}, {-1,1,1}}]
{{1,0,—-1},{2,1,1},{~1, -1,1}}

ShBB = {{1,0,0}, {0,1,0}, {0,0, —1}}
{{1,0,0},{0,1,0},{0,0,—1}}

ETB=B

{{1, 0, —1}, {2, 1, 1}, {—1, -1, 1}}

BTE = Inverse[B]

{{3.3.3) . {-1.0,-1},{-%.3.3}}

ShEE = ETB.ShBB.BTE

{33333 -3 (5331}

MatrixForm[ShEE]

12 2
3 3 3
2 12
3 3 3
2 _2 1
3 3 3

Nun l6sen wir das Beispiel 6.12.

B= 'I‘ranspose[{{2, 5}, {51 _2}}]
{{27 5}7 {57 _2}}

ShBB = {{1,0}, {0,~1}}
{{1?0}7 {07 _1}}

ETB =B

{{27 5}’ {57 *2}}

BTE = Inverse[B|
{2525} {56, ~25}}
ShEE = ETB.ShBB.BTE
{{=%,%} {3 %}}
MatrixForm[ShEE]
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21 20
~29 29

200 21

29 29

Schliefflich 16sen wir noch Beispiel 6.13

B = Transpose[{—1/Sqrt[5] * {2,0,1},1/Sqrt[45] x {—2,5,4},1/3 % {1,2,—2}}]

(g} o8 (et}
¢ = Cos[r/3];

s = Sin[m/3];

ShBB = {{¢, —s,0}, {s,¢,0},{0,0,1}}
(060} {500} (00 0]

ETB =B
(N
BTE = Inverse[B|
{{-F0-3) {5 8. m} 53-8

ShEE = Simplify[ETB.ShBB.BTE]
e N e OIS B O R VOB

MatrixForm[N [ShEE, 6]]
0.555556  0.688461  0.466239
—0.466239 0.722222 —0.510897
—0.688461 0.0664529  0.722222

—

UBUNGSAUFGABEN 6.21.

(1) Finden Sie eine Basis B, beziiglich der die Spiegelung ¢ an der Ebene z+y+2z =
0 die Abbildungsmatrix

10 0
Ss(B,B)=| 0 1 0
0 0 —1
hat.
(2) Bestimmen Sie eine geeignete Basis B des R? fiir die die Abbildungsmatrix
der Spiegelung s an der Geraden g : 7x — 4y folgende Form besitzt:

Ss(B,B) = (§2)-

(3) (Spiegelung an einer Geraden in der Ebene) Wir bezeichnen mit o jene Spie-
gelung, die jeden Punkt der Ebene R? an der Geraden —3 2 +4y = 0 spiegelt.

(a) Bestimmen Sie eine Basis B des R?, sodass fiir die Abbildungsmatrix
Ss(B, B) der Spiegelung o beziiglich der Basis B folgende Gleichung
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gilt.
Se(B,B) = (§2).
(b) Berechnen Sie die Abbildungsmatrix S, (F, E') der Spiegelung o beziiglich
der kanonischen Basis F.
(c) Wo landet der Punkt (a,b) nach dieser Spiegelung o7
(4) Sei h die lineare Abbildung, die jeden Punkt an der Ebene e : z+2y+22 =0
spiegelt.

(a) Berechnen Sie h(v) fiir v € {(é) , (_(1)2> , (—4215)}

(b) Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix Si(B, B) fiir die Basis

p=((1).(¥):(3)

(5) Wir betrachten die Abbildung o : R? — R2, die jeden Punkt an der y-Achse
spiegelt. Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix S,(E, E) dieser Abbildung
beziiglich der kanonischen Basis F. Testen Sie Ihre Abbildungsmatrix, indem
Sie damit das Spiegelbild von (%) ausrechnen.

(6) Geben Sie die Darstellungsmatrix fiir die Spiegelung an der Ebene 2 x—y+2z =
0 beziiglich der kanonischen Basis F an.

(7) (Spiegelung an einer Geraden in der Ebene)

(a) Wir bezeichnen mit o jene Spiegelung, die jeden Punkt an der Geraden
z+y=0

spiegelt. Wo landet der Punkt (a, b) nach dieser Spiegelung o? Bestimmen
Sie die Abbildungsmatrix dieser Spiegelung beziiglich der kanonischen
Basis.

(b) Finden Sie mithilfe einer Skizze, wo der Punkt (}) landet, und iiber-
priifen Sie das Ergebnis Threr Rechnung anhand der Skizze.

(8) Sei h die lineare Abbildung, die jeden Punkt an der Ebene e : x+2y+22z =0
spiegelt. Wir suchen in diesem Beispiel S, (E, E), wobei E die kanonische
Basis des R? ist. Gehen Sie dazu so vor:

(a) Bestimmen Sie Siq(E,B). Dabei ist id die identische Abbildung.
Sia(E, B) ist also eine Basistransformationsmatrix, und erfiillt die Ei-
genschaft (v)p = Siq(E, B) - (v)g fiir alle v € R3.)

(b) Bestimmen Sie Siq(B, E).

(c) Bauen Sie aus diesen beiden Matrizen und Sy (B, B) die Matrix Sy, (E, E)
zusammen.

(9) (Spiegelung an einer Ebene im Raum) Wo landet der Punkt (é) € R? nach

der Spiegelung o an der Ebene
—2x—y+2=07

Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix dieser Spiegelung!
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(10) (Spiegelung an einer Geraden in der Ebene) Wir bezeichnen mit o jene Spie-
gelung, die jeden Punkt an der Geraden 12z + 5y = 0 spiegelt. Wo landet der
Punkt (a,b) nach dieser Spiegelung o? Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix
dieser Spiegelung beziiglich der kanonischen Basis.

(11) Wir bezeichnen mit o jene Spiegelung, die jeden Punkt an der Geraden
152 — 8y = 0 spiegelt. Wo landet der Punkt (a,b) nach dieser Spiegelung
0?7 Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix dieser Spiegelung beziiglich der ka-
nonischen Basis.

(12) Geben Sie die Darstellungsmatrix fiir die Spiegelung an der Geraden x —2y =
0 beziiglich der kanonischen Basis F an.

(13) Wo landet der Punkt (g) € R3 nach der Drehung 6 um 90° um die Gerade

X=(f)ore(8),

Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix dieser Drehung beziiglich der kanoni-

4
schen Basis! Wir drehen dabei gegen den Uhrzeigersinn, wenn man von ( 03)
0
nach (8) schaut.

(14) (Drehung um eine Gerade im Raum) Wo landet der Punkt (g) € R? nach
der Drehung 6 um 90° um die Gerade g, die durch

g: X = (8) + A (102)
0 5
gegeben ist? Dabei drehen wir gegen den Uhrzeigersinn, wenn man von (1g2>

in Richtung (%) schaut. Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix dieser Drehung

beziiglich der kanonischen Basis!



ANHANG A

Programme und Unterlagen

1. Programme in frei verfiigbaren Computeralgebrasystemen

werden derzeit entwickelt.

2. Programme in kommerziellen Systemen

2.1. Mathematica.

Mathematica ist ein von der Firma Wolfram Research (Champaign, Illinois) entwickel-
tes und verkauftes Computeralgebrasystem. Studierende der JKU konnen bei Interesse
am Servicedesk des Informationsmanagements Studierendenlizenzen fiir Mathematica
erwerben.

Die Mathematica-Files GaussDemo6.m (Mathematica 5) und RowRed12.m (Ma-
thematica 7) enthalten Mathematica-Funktionen, die folgende Probleme mit Zwi-
schenschritten vorrechnen:

m Losen eines linearen Gleichungssystems (Gauss[A,b]).

m Bestimmen einer Matrix in Zeilenstaffelform, die den gleichen Zeilenraum
wie die eingegebene Matrix hat (RowEchelonForm[A]).

m Bestimmen einer Matrix in Zeilenstaffelnormalform, die den gleichen Zei-
lenraum wie die eingegebene Matrix hat (RowEchelonNormalForm[A]).

m Bestimmen der Determinante einer Matrix (DeterminantenDemo [A]).

Die Programme kénnen von Mathematica aus mit << GaussDemo6.m und

<< RowRed12.m geladen werden.
Sie sind auf http://www.algebra.uni-linz.ac.at/Students/
MathInf/vlws05/MathematicaProgramme/ erhéltlich und werden den Studieren-
den ausschliellich fiir die Nutzung im Rahmen unserer Lehrveranstaltungen zur
Verfiigung gestellt.

3. Literatur

Es kann hilfreich sein, auch noch andere Unterlagen als das Vorlesungsskriptum
zu kennen. Solche sind etwa (Kommentare dazu in der Vorlesung):

91



92

A. PROGRAMME UND UNTERLAGEN

m Kiyek, Karl-Heinz und Schwarz, Friedrich, Lineare Algebra. Teub-
ner Studienbiicher Mathematik. B. G. Teubner, Stuttgart, 1999.
[Kiyek and Schwarz, 1999]

m Peter Weiss, Lineare Algebra und analytische Geometrie, Rudolf Trauner
Verlag, Linz, 1980. [Weif3, 1980]

m P. Halmos, Finite Dimensional Vector Spaces, D. Van Nostrand Co., Inc.,
Princeton-Toronto-New York-London, 1958. [Halmos, 1958]

m P. Halmos, Naive Mengenlehre, Vandenhoeck & Ruprecht, Gottingen,
1976. [Halmos, 1976]
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