Institut fiir
Algebra

Notizen zur Vorlesung

Uberblick Mathematik 111
Nawi-Tec

Differential- und Integralrechnung

Sommersemester 2019

Erhard Aichinger

Alle Rechte vorbehalten Version 27. Juni 2019



Adresse:

Assoc.-Prof. Dr. Erhard Aichinger

Institut fiir Algebra, Johannes Kepler Universitat Linz
4040 Linz, Osterreich

e-mail: erhard.aichinger@jku.at

Version 27.6.2019

Druck: Kopierstelle, Abteilung Service, Universitat Linz



KAPITEL 1

Differentialrechnung

Diese Unterlagen sind bis jetzt nur ein Entwurf. Sie fassen die Inhalte der Vorle
sung zusammen. An manchen Stellen fehlen noch die Graphiken, manche Inhalte
sind nur grob formuliert oder technisch nicht ausgefiihrt, wie z.B. die Vorausset
zung an eine Funktion, “hinreichend glatt” fiir eine Behauptung zu sein.

Themen der Vorlesung;:

1. Ableitung

m Sei s(t) die Position eines Objektes zum Zeitpunkt ¢.

m Die Momentangeschwindigkeit v(t) zum Zeitpunkt ¢ ist limy, o stth)=s(t)

m Mit limj,_,o v(h) meinen wir ein v, das folgende Bedingung erfiillt:h
Fiir alle ¢ > 0 gibt es ein § > 0, sodass fiir alle A # 0 mit
—0 < h < ¢ gilt, dass |v(h) —v| < e.
Es gibt hochstens ein solches v.
m Wenn limy,_, WL})L_S(” existiert, so nennen wir ihn s'(¢). Die Funktion
s" heifit Ableitung von s.

m Die momentane Beschleunigung zum Zeitpunkt ¢ ist dann s”(t).

2. Nutzen der Ableitung

Durch die Ableitung lassen sich viele Vorgénge modellieren:

m Freier Fall auf der Erdoberfliche: s(0) = 0, s'(0) = 0, s”(t) = —gx, wobei
gn ~ 9,80665m /s* die 1901 festgelegte Normalfallbeschleunigung ist.

m Auslenkung einer Feder: s(0) =1, s'(0) = 0, s”(¢t) = —ks(t), k mit £ > 0
ist die “Federkonstante”.

m Exponentielles Wachstum: s(0) = 1, §'(t) = as(t), a € R.

m Planetenbahnen.

Diese Gleichungen, in denen als Losungen Funktionen gesucht werden, heiflen
Differentialgleichungen. Viele kann man numerisch, manche symbolisch 16sen.



Differentialgleichungen zur Schwingung von Federn

inf112)= & = NDSolve [{x"''[t] ==-1/10x"'[t]-4x[t], x[0]==1, x'[0]==0}, x, {t, 0, 50}]

Out[112]= {{x - InterpolatingFunction { gagiltr']:s{c{glérso}} ] }}

n13= Plot [x[t] /.s, {t, 0, 50}]

i

outt1al- 1 /\/\/\/\/\/\ AN N AN
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inf114= DSolve [{x''[t] ==-1/10x"[t] -4x[t], x[0] ==1, x'[0] ==0}, x, t]

e t/20 (1599 CosP:lzz9 t] +\/@Sin[3:1239 t])
Out[114]= {{xeFunction[{t}, ]}}
1599

inf15:= N [ 8grt [1599] / 20]
outi1s= 1.99937
System mit 3 Federn
nfiep= A [pl_, p2_] := Sgrt [ (pl-p2).(pl-p2)]

ntt9p= R = {0, 0}; A= {-5, -3}; B= {5, -2};
CC = {0,6};

nes= k1 =1; k2 =1; k3 =1;



miza- p =k1# ((d[A, {x[t], y[t]}]-d[A, R]) /d[A, {x[t], y[t]}]) * (A - {x[t], y[t]})+
k2 % ((a[B, {x[t], y[t]}]-4[B, R]) /4[B, {x[t], y[t]1}]) » (B- {x[t], y[t]})+
k3 » ((d[cc, {x[t], y[t]}]-d[cc, R]) /d[cC, {x[t], y[t]}]) » (CC- {x[t], Y[t]})

(=5-x[t]) (—’\/34 +\/(—5—X[t1)2+ (-3-yI[t])? )

Out[124]= { +

\/(—5—X[t])2+ (-3-y[t])?

(5-x[t]) (\/29 +\/(5X[t])2+(2ﬂt])2) x[t] (6+\/X[t]2+(6Y[t]>2

\/(5—X[t1>2+(—2—Y[t])2 \/X[t]2+(6—Y[t])2
(—'\/34 +\/(—5—X[t])2+ (-3-yI[t])? ) (=3-vy[t])

\/(—5—X[t1)2+ (-3-y[t])?

+

(\/29 +\/(5*X[t]>2+(*2*YEt])2 ) (-2-y[t]) (6+\/X[t]2+ (6-y[t])? ) (6-y[t])

' )

\/(5—X[t])2+(—2—Y[t])2 J><[t]2+(6—1/[t])2

inies= s = NDSolve [{pP[[1]] -0.1x"'"[t]=x""[t],P[[2]] -0.1y"'[t] ==y "''[t],
x[0] =-3, y[0] =2, x'[0]==0, y'[0] =0}, {x, v}, {t, 0, 200}]

Domain: {{0., 200.}} ]

Out[165]= Hx - InterpolatingFunction{ Output: scalar

y - InterpolatingFunction [

Domain: {{0., 200.}} } }}

Output: scalar

inreel- ParametricPlot [{x[t], ¥y[t]}/.s, {t, 0, 20}]

Out[166]=




4 1. DIFFERENTIALRECHNUNG

3. Berechnen der Ableitung

Wenn die Funktion symbolisch, also aus aus sin(x), cos(z), e*, z* und den Grund-
rechnungsarten +, —, - zusammengesetzt ist, so kann man leicht die Ableitung
bestimmen.

3.1. Elementare Funktionen.

m f(x) = 2 (Diese Funktion ist fir o € Ny auf ganz R und fiir o € R
zumindest auf RT = {z € R | z > 0} definiert.) Dann gilt f'(z) = az®'.

m f(z) =e”. Dann f'(x) = €”.

m f(z) =sin(x). Dann f'(z) = cos(x).

m f(x) = cos(x). Dann f'(z) = —sin(x).

3.2. Ableitungsregeln.

m h(z) = f(z) + g(x). Dann gilt A'(z) = f'(x) + ¢'(x).

m h(z) = af(x). Dann gilt h'(z) = af'(x).

m h(x) = f(2z) - g(x). Dann gilt A'(x) = f'(x)g(z) + f(2)g'(x). (Produktre-
gel)

m h(z) = f(g(z)). Dann gilt A'(z) = f'(9(x)) - ¢'(z). (Kettenregel)



KAPITEL 2

Differenzieren von Funktionen in mehreren Variablen

1. Funktionen von R? nach R

Sei
f:R* = R,

(”;) — T -sinT - cosy.

Wir wollen analysieren, wie ,steil“ es im Punkt P = (—1,—2) des Graphen in
Richtung des Vektors (0.5,1.5) , bergauf* geht. Hierfiir definieren wir

—1+4+0.5¢
9tt) =1 (( —24 1.5t )) '
Diese Funktion beschreibt den Schnitt durch den Graphen entlang der Geraden
-1 0.5
X_<—2)+t'(1.5>‘
Die Steigung der Funktion f im Punkt (—1, —2) in Richtung des Vektors (0.5, 1.5)
ist gerade die Steigung von g an der Stelle 0. Wir erhalten diese Steigung als

¢'(0) = 1.43523.

Das ist die Richtungsableitung von f an der Stelle (—1, —2) in Richtung (0.5, 1.5)
und wird geschrieben als

1.5

D(0.5)f((;>) — 1.43523.

2. Partielle Ableitungen

DEFINITION 2.1. Sei f : R? — R. Dann heifit

Do)

5



6 2. DIFFERENZIEREN VON FUNKTIONEN IN MEHREREN VARIABLEN

die partielle Ableitung von f an der Stelle (xo,0) nach z (in 2-Richtung), und
po()
BEMERKUNG 2.2. Andere Schreibweisen:
P (o) =+ (o) =5 ()
pp (o) =)= 55()

BEMERKUNG 2.3. Bei der Berechnung der partiellen Ableitungen wird nach der
gewiinschten Variable abgeleitet, die iibrigen Variablen werden als Konstante
betrachtet.

jene nach y.

T
Y

BEISPIEL 2.4. f(( )) =1z -sinx - cosy

v
(2) g—i((“;)) =z-sinz - (—siny).
DEFINITION 2.5. Der Gradient von f an der Stelle (x,y) ist definiert als

grad f((i)) = é:éi ;

(1) %(«)) =cosy - (1l -sinx + z - cos )

® B Q8

3. Anwendungen

3.1. Richtungsableitung. Ist f ,hinreichend glatt“, dann l&sst sich die
Richtungsableitung von f an der Stelle (z,y) in Richtung des Vektors v aus-

Dur(()) = terad £ )10

3.2. Richtung des steilsten Anstiegs/Abfalls. Fiir eine hinreichend
glatte Funktion gilt: der Gradient zeigt in die Richtung des steilsten Anstiegs,

rechnen als

der negative Gradient zeigt in die Richtung des steilsten Abfalls.

3.3. Tangentialebene. Die Tangente an die Funktion f : R — R an der
Stelle xq ist gegeben durch

y = f(wo) + f'(wo) - (v — w0).



3. ANWENDUNGEN 7

Analog ist die Tangentialebene an die Funktion f : R*> — R an der Stelle (zg, yo)
gegeben durch

= 1)+ S P =)+ S () - )

BEISPIEL 2.6. Tangentialebene an f((f})) = x -sinx - cosy im Punkt (:é):

2 =—0.35+ 0.575(x + 1) + 0.765(y + 2).

3.4. Bestimmung der Maxima/Minima. Wenn eine Funktion von R?
nach R im Inneren ihres Definitionsbereiches einen Extremwert besitzt und an
dieser Stelle differenzierbar ist, so ist ihr Gradient an dieser Stelle der Nullvektor.
Punkte, an denen beide partiellen Ableitungen gleich 0 sind, miissen aber keine
Extremwerte sein. Gilt (hinreichende Glattheit vorausgesetzt) jedoch

Ffea(T0,90) = Fyy (0, %0) — (fay(0,90))* > 0 und fru(wo, 40) > 0,
so hat f an der Stelle (zg,yo) ein lokales Minimum. Gilt

fm(moayo) ’ fyy(anyO) - (fxy(xovyo))2 > 0 und fm(anyO) <0,

so hat f an der Stelle (xg,y) ein lokales Maximum.

Die Funktion f(z,y) = —a? + 4ay — y* hat die interessante Eigenschaft, dass
ihr Schnitt entlang der x-Achse durch (0,0) ein Maximum hat. Ebenso hat ihr
Schnitt entlang der y-Achse durch (0,0) ein Maximum. Trotzdem hat f in (0, 0)
kein lokales Maximum.



In(107:= f = =x*"2 + 4xy -y*r2
auii107]z -x2+4xy-y2

In[105]:= g1 = Plot3D[f, {Xx, -3, 3}, {y, -3, 3}, ColorFunction - "BlueGreenYellow",
Mesh - 50]

Qi1 0E]=

In[1049]:=

In[1100:=
g2 = Plot3D[ 0, {x, -3, 3}, {y, -3, 3}

05
Cut110]=




In[111]:=

Show [{g1, g2}]

w1 111=

Inf112]:= Plot[f /. {x

out112]=

In[113]:= Plot[f /. {x

-3

-2

-6

-
N
w

t+ 1}, {t, -3, 3}]

Cut1d 3=

-3

-2

-2

-8

-
N
w




Inf116]:= Plot[f /. {x » t+ 1, y » t« 1}, {t, -3, 3}

ContourPlot[f, {x, -3, 3}, {y, -3, 3}]

out116]=
3 T \ \ \ \ a
2| i
10 ]
o i

o117z °f 1
_17 —
il i
=30 Lo L L | L L]

-3 -2 -1 0 1 2 3

Inf113]:= fx = D[f, X]
ouff118]= -2x+4y

Inf119):= fxx = D[fx, X]
ouf{1149]= -2

Infiz0:= fy = D[f, y]
ouffizo= 4x-2y



Inf1z1]:= fyy = DIfy, yi
ouff1z21]= -2

Inf123:= fxy = D[fx, y]
ouff1z3= 4

In[1241:= fyx = D[fy, X]

ouff1z241= 4

Inf126]:= fxx = fyy - fxy 22
ouff12e]= -12

In[i25:= f
out125= -x2+4xy-y?



12 2. DIFFERENZIEREN VON FUNKTIONEN IN MEHREREN VARIABLEN

BEISPIEL 2.7. Sei f((i)) = 34 — 22z + 5% — 16y + 6zy + 2y°. Gesucht sind

die Extremwerte von f. Weiters ist zu bestimmen, ob es sich um Minima oder
Maxima handelt.

Losung
of (x
— = —22+10 6y =0
ax((y)) + 10z + 6y
(o)
— = —16+62+4y =0
3y( y )
10x+6y = 222
6xr+4y = 16| -(—3)
20 = —4
r = =2
y = 7
-2 -2 -2
fmc(7):107fyy(7):47fxy(7>:6
10-4—-36>0
10> 0

Somit ist der Punkt (—2,7) ein Minimum.

3.5. Das Newtonverfahren. Das Newtonverfahren ist ein iteratives Ver-
fahren zum Losen nichtlinearer Gleichungssysteme der Form f(z,y) = fo(z,y) =
0. Wir starten in einem Punkt (xo,yo) und errechnen uns daraus den néchsten
Punkt (z1,y;) in folgender Weise: Seien ti,t; die Tangentialebenen an fi, fo im
Punkt (zg,y0). Wir bestimmen (xy,y;) als Losung von ti(x,y) = ta(z,y) = 0.
Wir erhalten

(5= (39) = Unsplaogo))™ - (amm)

0 0
:<1U0)_ allw) )Yy [ Al
0 0
w) () () (0

Die Matrix Jy, , nennt man Jacobi-Matriz.



KAPITEL 3

Integralrechnung

1. Definition des Integrals

Gegeben sei eine Funktion f auf dem Intervall [a, b].

Gesucht ist die Fléche zwischen dem Graphen und der z-Achse im Intervall [a, b].
Wir unterteilen [a,b] in m gleich lange Teile und bezeichnen die Teilungspunkte

mit
2 g m ),
sodass:
A =
=,
%(m) = a—l—i-(b—a).
m

Wir bezeichnen mit I/™ das i-te Teilungsintervall bei der Teilung von [a,b] in

13



14 3. INTEGRALRECHNUNG

m Teile.

™ = [z ™).

Wir bezeichnen mit Ry die Fliache des grifiten Rechtecks, das im k-ten Teilinter-
vall unterhalb der Funktion eingezeichnet werden kann. Dann ist

Re= 2% min{f(z) | = € L(m)).

Weiters bezeichnen wir mit S, die Fliache des kleinsten Rechtecks, das im k-ten
Teilintervall oberhalb der Funktion eingezeichnet werden kann. Dann ist

b i (@) | & € L(m)}.

Sk =

Die m-te Untersumme U™ ist die Summe der Rechtecksflichen Ry, Ry, - - , Rum,
also

Analog ist die m-te Obersumme O die Summe der Rechtecksflichen

Sl, SQ, cet ,Sm, also
O"(f) = Z‘Sk-
k=1

DEFINITION 3.1 (Darboux-Integral). Wenn beide Grenzwerte lim,, o, U™ (f)
und lim,, oo O™ (f) ezistieren und gleich sind, dann heifit f integrierbar im
Bereich [a, b], und wir schreiben

/ f(z)dz == lim U(m)(f).

m—00

BEISPIEL 3.2. Wir integrieren f(z) = x zwischen 0 und 3 mit Hilfe der Ober-
und Untersummen.



1. DEFINITION DES INTEGRALS 15

2 =0,
337(77;”):3,
m 3

Die k-te Rechtecksflache erhalten wir als

_ 3 (m)
Rk - m f(‘rk—l)7

wobei 2 die Breite des Intervalls und xlgnj)l der kleinste Funktionswert in
™) 2y st

3 k—1 o= 3 k-1
sz—-f(—-i%) feze 0 F7 2 4
m m m m

= k-,

Die m-te Untersumme erhalten wir durch Addieren der m Rechtecksflachen:

U = 3 k-

und mit der Gauf$schen Formel

n

. 1
Z]Zn'(n—l)'§

j=1
gilt:
m 9 1
Um(f) = W'm'(m—1)§
9 (m-1)
2 m
_ 9.(1_i)
2 m
9 1 9
lim U™ = lim--(1—-—] ==



16 3. INTEGRALRECHNUNG

Die m-te Obersumme ergibt sich als

e
lim O™ (f) = g

m—o0

Da limy,—s00 U™ () = limy, 0o O™ (f), ist f(z) = z in [0, 3] integrierbar und es

gilt:
3
9
/ rdr = —
0 2

2. Numerische Berechnung von Integralen

Im vorigen Abschnitt haben wir die Fliche unterhalb der Funktion in Rechtecke
unterteilt. Nun unterteilen wir [a, b] ebenfalls in m Teilintervalle, ndhern aber die
Flache durch Trapeze an.

Die Flache des k-ten Trapezes ergibt sich als
Fm)+ 7 () b
T, = . .

a 2 m

Die Néaherung fiir das Integral ist dann

b m
/ fx)de =Y Ty
a k=1

BEISPIEL 3.3. Berechne [ sin(z)dz mit der Trapezregel.

Loésung



3. SYMBOLISCHE BERECHNUNG VON INTEGRALEN 17

in(0) + sin (=
7, = .50 S (5) _ o 45345
3 5
sin(Z) 4 sin (&
7, = & S+ (%) _ 0.0069
3 5
. 271— .
2m) 4
T, = g-sm( ) : S (™) _ o 45345

Th"+T1y+T15 = 1.8138

Der folgende Satz gibt an, wie grof3 der Fehler beim Integrieren mit der Trapez-
regel maximal sein kann.

SATZ 3.4 (ohne Beweis). Sei f zweimal differenzierbar, sei f” stetig, sei M € R
so, dass fir alle x € [a,b] gilt: |f"(x)] < M. Dann gilt fir e, den Fehler beim
Integrieren mit der Trapezregel mit m Teilintervallen, folgende Abschitzung:

o] < M- (b—a)?
e < ——r—".
- 12m?

BEISPIEL 3.5. Fehler beim Integrieren von [ sin(x)dz.
f@) = sin(x)
Plz) = cosa)
(@) = —sin(z)

1.7
M=1 < =0.2
el < 5.3 0.287095

3

Daher gilt:

/ sin(z) da € [1.8138 — 0.2871; 1.8138 + 0.2871].
0

3. Symbolische Berechnung von Integralen

/abf(a:) dx:/abcda::c-(b—a)



18 3. INTEGRALRECHNUNG

Fiir eine allgemeine Funktion f gilt:

:/Oaf(:t) dx

a+h

Fla+h) = i f(x) dz

Somit gilt fir ein beliebiges Intervall [a, a + h]:

Flath) - / e
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Wir betrachten wieder die Rechtecke Ry, .S) aus 1.
a+h
| e < hemax(£(©) | € € fa,a-+ 1)
a+h
[ @z heming () |¢ € le.a+ 1)

h-min{f(§) | ¢ € [a,a+h]} < Fla+h)— F(a) < h-max{f(&) | £ € [a,a+ h]}
F(a+h)— F(a)

min{f(€) | € € [a,a+h]} < < max{f(€) | € € [a.a + A}

Wenn wir nun von allen drei Ausdriicken den Limes fiir A gegen 0 betrachten,
und annehmen, dass f in a stetig ist, so gilt:

f(a) < F'(a) < f(a)
Dies ist die Motivation fiir folgenden wichtigen Satz:
SATZ 3.6 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei f : R — R
stetig und sei F(y) := [} f(t)dt, dann gilt fir alley > 0: F'(y) = f(y)-
Meistens verwenden wir folgende Version:

SATZ 3.7. Sei f : R — R stetig, sei F': R — R, und seien a,b € R mit a < b.
Wir nehmen an, dass fir alle © € [a,b] gilt:

F(a) = f(a).
Dann gilt fab f(x)dx = F(b) — F(a).

Wenn f gegeben ist, so finden wir eine solche Funktion F' also dadurch, dass wir
eine Funktion mit F" = f bestimmen. Wir schreiben:

P / F(@)da

und bezeichnen F' als die Stammfunktion von f. Sie ist nur bis auf Addition einer
Konstanten bestimmt.

Der Hauptsatz reduziert also das Problem der Fléchenberechnung auf das Um-
kehren des Differenzierens.

BEISPIEL 3.8.
f(z) = cos(2x

~—

F(x) =sin(2z) - = — F'(x) = cos(2x)

DN | —

F(z) = sin(2x) - % +3 — F'(z) = cos(2x)
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Wie das letzte Beispiel zeigt, gibt es mehrere Stammfunktionen, diese unterschei-
den sich aber héchstens durch eine additive Konstante.

3.1. Stammfunktionen elementarer Funktionen.

flz) = ¢
F(x) = c-x

flx) = 2 firz# -1
1

Fl) = a+1 at
fl@) = a7

F(z) = In(z)

flx) = e

F(z) = ¢€°

f(x) = sin(z)
F(z) = —cos(x)

flx) = cos()
F(x) = sin(x)

4. Stammfunktion zusammengesetzter Funktionen

(1) Summe zweier Funktionen

/f—l—gdx:/fdaz—l—/gdx.



4. STAMMFUNKTION ZUSAMMENGESETZTER FUNKTIONEN

(2) Partielle Integration von Produkt zweier Funktionen

(f-9) = f-g+f-d

= /f 9+/fg
f'g—/f'g’ = /f"g

Alsogilt [f'-g=f-9—[f-d.
(3) Integration impliziter Funktionen

(f(9) = 1(9) ¢

- [r@)d

AUFGABEN 3.9.

]
4 3 [E2
/(x2+3a;)d = =432
2 2
43 42 23 2
3+3 2 3 3 2

21
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= sin(x)
f = —cos(x)
g = w
g =1

/f’~gda: = —COS(x)~x—/—cos(:c)~1dx

= —cos(x) -z +sin(x)

]
/ln(m)dx = /ln(x)- 1 dx

~_——

g I’
1
x-In(z) — /:E -
x
= x-In(z /1dx

= x-In(z) —=x

3) =

/e:"”2 -xdx



5. VOLUMSBERECHNUNGEN MIT INTEGRALEN

Losung durch Substitution:

U=z
du
!
:—:2
U o T
du
dr = —
. 2z
/eIQ-de = e“-x-d—u
2x
-du

I
l\DI)—‘[\DID—*\\
S
N |

/ln(2 + sin(z)) - cos(z) dz

u = 2+sin(x)

du
i cos(x)
du
de = cos(z)
/111(2 +sin(x)) - cos(z) dr = /1n(u) - cos(x) - cocsh(Lx)

= /ln(u)du

= wu-In(u) —u

= (2+sin(x)) - In(2 + sin(x)) — 2 — sin(x).

5. Volumsberechnungen mit Integralen

BEISPIEL 3.10. f(z) = 2% —4
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Wie grof} ist das Volumen des durch die Rotation beschriebenen ,, Rugby-Balles*?

Losung Die Nullstellen der Funktion sind x1 = —2 und x5 = 2. Bei der Rotation
beschreibt jeder Punkt = € [—2, 2] eine Kreislinie. Der Kreis hat den Flichenin-
halt

(f(x))*- .
Das Volumen des Gesamtkorpers ist dann

v o= [ G ra

2

+2
= / (2* — 4)* - wdx

2
= 107,233

BEISPIEL 3.11. Gesucht ist das Volumen einer Kugel mit Radius R. Die Losung
soll mittels Integralrechnung ermittelt werden.

Losung Ein rotierender Punkt x beschreibt eine Kreisscheibe mit Radius
VvV R? — 22, Somit ist das Gesamtvolumen

R 4 3
V—/ (VR? — 22)* . - dx = t'm
n 3

BEISPIEL 3.12. y = f(z) = 2% + 1.
Welches Volumen beschreibt diese Fliache, wenn sie um die y-Achse rotiert?

Losung

r=y—1



5. VOLUMSBERECHNUNGEN MIT INTEGRALEN

Volumen eines Scheibchens = (z(y))? -7 = (y — 1) - 7 in der Hohe y.

10
V= / (y — 1) -mdy = 127.235
1

25






KAPITEL 4

Fourier-Analyse

1. Harmonische Schwingung

Wir befestigen ein Gewicht (1 kg) an einer Feder und beobachten seine Auslen-
kung an einer Skala.

Zum Zeitpunkt t zeigt der Zeiger auf h(t). Zum Zeitpunkt 0 haben wir h(0) = 1.
Wir bezeichnen:

h(t)  Auslenkung zum Zeitpunkt ¢

R'(t) die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢
h"(t) Beschleunigung zum Zeitpunkt ¢

Uber die Funktion A wissen wir:

R'(0)=0

W'(t) = ¢ (=h(t))

Wir suchen also eine Funktion h, die folgende Kriterien erfiillt:

(1) h"(t) = —c - h(t) fiir alle t € [0, 0]

27



28 4. FOURIER-ANALYSE

(2) h(0) =1

(3) W(0) =0

Wir nennen 1. - 3. eine Differentialgleichung mit Anfangswerten.
Wir 16sen mit Mathematica:
DSolve[{h’’ [t]==-c*h[t],h[0]==1,h’ [0]==0},h[t],t]

und erhalten: h(t) = cos(y/c - t).
Wir betrachten folgende Funktionen von [0, 1] nach R:

(1) h(t) = cos(l-t-2m)

(2) h(t) = sin(2 - t - 2r)

(3) h(t) = sin(3 - ¢ - 27)

Wir ,hoéren“3 Hz.



3. DARSTELLUNG EINER SCHWINGUNG ALS SUMME VON SINUS- UND COSINUS-SCHWINGUNGEX

Wenn eine Saite mit h(t) = sin(440 - ¢ - 27) schwingt, horen wir einen Ton von
440 Hz.

2. Darstellung einer Schwingung

Variante 1: Musiknoten

Variante 2: s(t) = o - sin(440 - 27 - t) + (3 - sin(554.365 - 27 - ¢)

(ar, B) geben die Lautstéirke an)

Variante 3: Oberfliche einer Schallplatte

Variante 4: Wir merken uns den Funktionswert (also die Position der Mikrofon-
membran) nur an endlich vielen Stellen. Wir wéhlen also eine endliche Probe,
die samples. Dabei muss man mindestens mit der doppelten der héchsten im Si-
gnal vorkommenden Frequenz abtasten. Fiir Musik wére also die Abtastfrequenz
40000 Hz.(CD: 44.1 kHz) Wir lassen an jedem der sample points nur endlich viele
Funktionswerte zu, z.B. 256 verschiedene (£ 8 bit). Der DA-Wandler macht aus
Zahlenfolgen ein Tonsignal.

3. Darstellung einer Schwingung als Summe von Sinus- und
Cosinus-Schwingungen

Wir horen f(t) = sin(440 - 27t) 4 sin(554.365 - 27t). Wie kénnen wir die einzelnen
Frequenzen herausfiltern?
Wir starten mit f(¢) = 5sin(2 - 27t) + 7 cos(3 - 27t).

Fiir
sn(z) = V2-sin(n-2rz) (neN)
cn(z) == V2-cos(n-2mz) (neN)
co(x) = 1
gilt:
1 folsn z) - $p(x)de =0 fir m,n € Nym #n
2 fol $n(2) - e (x)dz = 0 fiir m,n € N
)

(2)
(2)
folcn(x)-cm(:v dr =0 firm,n € Nym #n
(x)
(x) dr=1firneN

~Sp(x)dr =1 firn € N
- Cp(T)
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Fir f,g:[0,1] — R definieren wir

1
(19) = [ f@gle) dv und
0
Al = VAL F)
Beziiglich des Skalarprodukts (,) (und der Norm [|.||) bildet
B = {c;li € No} U{s;|j € N}
eine Orthonormalbasis von L(B), denn fiir f,g € B gilt:

_f Lfalls f=g
(f.9) = { 0, falls f # g

BEISPIEL 4.1. Sei f(t) = 5sin(2 - 27t) 4 7sin(3 - 27t).

Dann ist

% die v/2sin(2 - 27t)-Koordinate und
\/Li die v/2 cos(3 - 2nt)-Koordinate von f bzgl. der Basis B,

alle anderen Koordinaten sind Null.

Gesucht ist eine allgemeine Methode, die Koordinaten einer Funktion f beziiglich
B zu finden.

Im Fall einer Orthonormalbasis braucht man aber nur die Skalarprodukte von
f mit den Basisvektoren zu berechnen, um die Koordinaten bzgl. der Basis zu
erhalten.

Wenn also f nur aus ganzzahligen Frequenzen zusammengesetzt ist, so gilt:

N N
f = Zai-ci+2bj~sj,
i=0 j=0

wobel

(4.1) a; = (f,c) = /0 f(x) - V2 cos(i - 2mx)da
(4.2) by =(f,s;) = /01 f(x)- V2 -sin(j - 2ma)da



4. DISKRETE FOURIERTRANSFORMATION IN C 31

DEFINITION 4.2. Wir bezeichnen a; aus (4.2) und b; aus (4.2) als diskrete trigo-
nometrische Fourierkoeffizienten von f. Sie geben an, wie stark die Schwingungen
cos(i - 2mt) und sin(j - 27t) in f vertreten sind.

BEISPIEL 4.3. Sei f(t) = 5sin(2 - 27t) 4 7sin(3 - 27t).
Gesucht sind aq, az, as, bs.

Losung

atl=Integrate [fxcos (1%2mt)*y/2,{t,0,1}]=0
a3=Integrate [fxcos (3*2mt)*v/2,{t,0,1}] =\/L§
a2=Integrate[f*xcos(2*27t) *\/2, {t,0,1}1=0

b2=Integrate [f*sin(2x27t) *\/2, {t,0,1}] =\%

4. Diskrete Fouriertransformation in C

Wir wissen:

T

e = cosz+1i-sinx
e = cos(—x)+i-sin(—x) =cosx —i-sinz
Somit

eix + efix
cosy = ——

2
eix _ efix

sinx = -

21

Fiir das Integral einer komplexwertigen Funktion in einem reellen Intervall gilt:

/abf(t)dt - /ab Ref(t)dtﬂ‘-/b Im f(t)dt

a

BEISPIEL 4.4. Lose [ (x4 1)2dx

Losung
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1
/ 2%+ 2z — 1dx
0

1 1
= /xQ—ldx—i-i/ 2x dx
0 0

Nun nehmen wir anstelle von sin(n27t) und cos(nzt) (mit n € N) die Funktionen
e®?mt (mit k € Z) und definieren

uk(t) — €k'2m't.

Mit dieser Schreibweise gilt: die lineare Hiille von w_,, u_p41,---

ist gleich der linearen Hiille von cg, ¢y, - -+ , ¢y, S1, S,. Das folgende Beispiele zeigt,

warum das so ist.

BEISPIEL 4.5.

C (t)

U (t)

V2 cos(k - 2mt)

1 . .
\/5_ (ezk27rt + e—zk27rt)

2

ﬁ-%-(uk+u_k)

eik27rt

cos(k2mt) + isin(k27t)

V2

Ck

1
— V2 cos(k2rt)
——

1
+i— - \/i-sin

V2

(k2mt)
——

Sk

y Ugy UL,y * -+ Unp
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Nun ist v_p, u_pi1, - ,ug, Uy, - - - u, eine ONB mit dem Skalarprodukt:

(f.g) = / £(t) - gDyt

_f lfiiry=k
<“j’“’“>_{ 0 fiir j £ k

BEMERKUNG 4.6. Wenn wir f darstellen wollen als

)= dju,(t)

j=-n

Also gilt:

dann berechnen wir d; mit

dj = fu]

- / ORT0)
— / F(t) - e,

5. Fourierkoeffizienten eines gesampelten Signals

Sei | = (ly,la,---,l,) eine Liste der Funktionswerte von f an den Stellen
0, %, %, R "T_l, also [}, = f(%)
Wir wissen: d; = fol F(t) - (t)dt.
Wir berechnen die Fourierkoeffizienten (do,d_1,- - ,d_,+1) und bezeichnen diese

Liste als (t1,t9, -+ ,tn).
tp = djn

= f7 fj+1>

= / f *j+1
— / f ]+1 2mit JJt

k—1 ) ko1
. —(=j+1)-2mi==
>i ( )

k=1

n
_ Zl 271'1 (k=1(-1) 1ij71))
n
k=

12
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Fiir ein reelles Signal gilt: d; = d__j Daher reicht es, dy,d_1,--- ,d_,, auszurech-
nen, um dg, dq, - - - ,d, zu kennen.

DEFINITION 4.7. Die diskrete Fouriertransformation (DFT) der Liste | =
(I1,1g,- -+ ,1,) ist definiert als

(t17t27 e 7tn)a
wobel
=30 )
n

k=1
6. Riicktransformation = inverse Fouriertransformation

Das Signal erhalten wir aus den Koeffizienten d; einfach aus der Darstellung

F)y =3 d;-u(t).

j=—n
Seien nun nur die Koeffizienten dy,d_1, - -- ,d_,+1 bekannt. Aus diesen wollen wir
f rekonstruieren.

tj = d—j+1

cr ()

- k—1
b = Zd—j+1'u—j+1( - )

n
. (k—1)(5—1
_ th'62ﬂz(< =0y
j=1

DEFINITION 4.8. Diese Berechnung der [, bezeichnen wir als inverse Fourier-
transformation.



